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polinomlarin bazi 6zelliklerini sunduk.

Bu ¢alismada, x = 0 a- adi noktasi civarinda uyumlu kesir mertebeden birinci ve ikinci tip Chebyshev
Diferensiyel denklemlerin kesirsel seri ¢éziimlerini verdik. Bu ¢dziimlerden yararlanarak birinci ve ikinci
tip kesirsel Chebyshev polinomlarini ifade ettik. Son olarak, elde edilen bu kesirsel Chebysev

Conformable Fractional Chebyshev Equations and Fractional Chebyshev

Polynomials
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In this work, we give the fractional power series solutions around x = 0 a-ordinary point of
conformable fractional first and second kind Chebyshev differential equations. We present first and
second kind fractional Chebyshev polynomials using by these solutions. Finally, we present certain
property of fractional first and second kind Chebyshev polynomials.

1. Giris

1695 yilinda L'Hospital tarafindan Leibniz'e
gonderilen bir mektupta tirev mertebesinin kesirli
olmasinin  anlaminin  sorulmasiyla matematik

literatlirine giren kesirli diferensiyel denklemler,

glinimizde pek cok alanda kendini
gostermektedir. Tarihsel gelisim siireci igerisinde
Riemann, Weyl,
Lagrange, Euler, Abel,

Letnikov gibi birgok Gnlii matematikgi kesirli tlirevin

Liouville, Fourier, Laplace,

Lacroix, Grinwald ve
tanimi ve kesirli diferensiyel denklemler {izerine
¢alismalar yapmistir. O giinden bu giine kesirli
diferensiyel denklemler kendine bir¢ok uygulama
alani bulmustur. Bunlardan bazilari iletim hatlar
teorisi, transferi,

sivilarin  kimyasal analizi, 1sI
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difiizyon, Schrédinger denklemi, malzeme bilimi,
akiskanlar, fraktal
uygulama alanlaridir (Bayin, 2004) .
Kesirli tlrevin literatlirde birgok farkh tanimi vardir.
Bu tanimlarin en popiiler olanlari Riemann-Liouville
ve Caputo tanimlaridir.
asagidaki gibidirler:

elektrokimya, sirecler gibi

Bu tanimlar sirasiyla

Riemann-Liouville tanimi:

_ 1 d n X —a—-1
DEFCO) = 1o (35) Jo (x = O™ f (0,
n—-1<a<n
Caputo tanimi:

1 X
a — —yn—a-1rn)

n—1<a<sn
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Riemann-Liouville, Caputo ve diger kesirli tlirev
tanimlari i¢in Kilbas ve ark. (2006), Miller (1993) ve
Podlubny (1999) referanslarina bakilabilir.

Son zamanlarda Khalil ve arkadaslari tarafindan
kesirli tlrev ve kesirli integralin yeni bir tanimi
yapildi. Bu yeni tanim klasik tdrevin tanimindaki
gibi bir limit formundan vyararlanir. Onlar
¢alismalarinda, bu yeni kesirli tlrev tanimi igin
lineerlik sartini, carpim kuralini, bolim kuralini,
kesirsel Rolle teoremini ve kesirsel ortalama deger
teoremlerini sundular (Khalil, 2014). Abdeljawad bu
yeni teoriyi gelistirdi. Sol ve sag uyumlu kesirli tlirev
tanimlarini, & > 1 i¢in ylksek mertebeden kesirli
integral tanimini, kesirsel Gronwall esitsizligini,
uyumlu kesirli tlrevler icin zincir kuralini ve kismi
formillerini, kesirsel kuvvet seri
acthmint  ve  laplace

(Abdeljawad, 2014).

integrasyon

dontsimini  verdi

Kisa zamanda bu yeni kesirli tirevle alakali bir ¢ok
calisma vyapildi. Kesirsel fourier serileri (Khalil,
2014),
denklemi ve kesirsel Legender polinomlari (Abu
Khalil  2014)

mertebeden dizisel lineer diferensiyel denklemlerin

uyumlu kesirli Legendre diferensiyel

Hammad and uyumlu  kesir
varlik ve teklik teoremleri (Gokdogan et al. 2016),
uyumlu kesir merteben Bessel denklemi ve kesirsel
Bessel polinomlari (Gokdogan et al. 2015) bu

¢alismalardan bazilaridir.

Bu c¢alismada, uyumlu kesir merteben birinci ve
ikinci tip Chebyshev Diferensiyel denklemlerini
¢Ozilltp birinci ve ikinci tip kesirsel Chebyshev
Buna ek olarak
Chebyshev
polinomlarinin bazi 6zellikleri sunulacaktir.

polinomlarini elde edilecektir.

birinci ve ikinci tip kesirsel

2. Materyal ve Metot

2.1. Uyumlu kesirli tiirev analizi

Tanim 2.1. f:[a, ) - R fonksiyonu verilsin. f
fonksiyonunun bitin x > a ve a € (0,1] icin «
mertebeden sol uyumlu kesirli tirevi

—_ \1l-ay _
(Tgf)(x)=mf(x+f(x Z) )= f(x)

olarak tanimlanir. Burada a = 0 oldugu zaman,
notasyon T, olarak yazilir. Eger (TZf)(x) (a,b)

(T f)(a) =

araliginda olusursa o
Mo+ (TEF) (x) dir.

Zaman

Tanim 2.2. f:(—oo,b] = R fonksiyonu verilsin. f
fonksiyonunun bitin x < b ve a € (0,1] icin «
mertebeden sag uyumlu kesirli tlrevi

(5TF) () = — i f(x+€(b —Z)l V-f
olarak tanlmlanlr. Eger (an)(x) (a,b) araliginda
olusursa o zaman (ng)(b) = limx_)b—(ng)(x)
dir.

Teorem 2.1. a€(0,1] and f,g bir x>0
noktasinda a-diferensiyellenebilen iki fonksiyon
olsun. O zaman

(1)—(af +bg) = a
(2) m(xp) =pxP"%, VpeER

(3) Butlin sabit f(x) = Ai |g|n

(4 )ﬁ(fg) —fdx—a(g) +gdxa(f)

ar gwc—a(f)—fm—a(g)
(5) 2 (/) = o=

(6) Eger f diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise o

zaman—(f(x)) =x1@ f(x) dir.

d%g
+bda,Vabe]R

(/1) = 0 dir.

Teorem 2.2. f fonksiyonu bazi 0 < a < 1 igin bir

Xo  noktasinin  komsulugunda  sonsuz  a-
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. O zaman
f fonksiyonu asagidaki gibi bir kesirsel kuvvet seri

acilimina sahiptir:
) = i (U720 (o) = 3k

akk!

Xo < X < Xo+ RY*,R > 0.
k=0

Burada, ((R)T;Of) (xo) k kez f fonksiyonunun

uyumlu kesir tiirevinin alinmasi manasinadir.

2.2. Uyumlu kesirli diferansiyel denklemler ve adi
nokta civarinda ¢éziimleri

Bu bolimde, Unal ve ark. (2015) tarafindan yapilan
bazi tanim ve teoremler verilecektir. En genel
dizisel lineer homojen uyumlu kesirli diferansiyel

denklem
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T8y + an 1" VTEy . 40, (OTEY + ap(0)y = 0

(1)

seklinde yazilabilir. Burada (n)TO‘}y, y fonksiyonuna
art arda n kez uyumlu kesir mertebeden tirevin
uygulanmasi manasinadir.

Tanim 2.3. a € (0,1], f(x), [a, b] araliginda tanimh
reel degerli bir fonksiyon ve x, € [a, b] olsun. Bu
durumda N(xg), x¢ In bir komsulugu olmak tzere
Vx € N(xg) igin f(x) fonksiyonu,
dogal kuvvetlerinin bir serisi olarak yazilabiliyorsa

(x — %)% nin

f(x) fonksiyonuna x, noktasinda « - analitiktir
denir. Yani f(x),

[o0]

Y- (@ eR

k=0

olarak yazilabilir ve |x — x| <& (8§ > 0) igin bu

seri  mutlak vyakinsaktir. Burada &, serinin

yakinsaklik yarigapidir.

Tanm 24. a€(01], x9€[ab] ve k=
0,1,2,..,n — 1 igin a,(x) fonksiyonlar x, € [a, b]
noktasinda a-analitik olsun. Bu durumda,
Xo € [a,b] noktasina (1) denkleminin bir a-adi
noktasi denir. Eger x, € [a,b] bir a-adi noktasi

degilse, 0 zaman bu noktaya a singiiler nokta denir.

Ornek 2.1. a) Asagidaki uyumlu kesir mertebeden
diferansiyel denklemleri g6z 6niine alalim.
T,y —x%y =0
Ty —2x% =0
x2% 2Ty — 2x%T,y + x*%y = 0

Herhangi bir x =x7>0 noktasi yukaridaki
denklemlerin a-adi noktasidir.
b)

(x =1 Tgy -y =0
(x =1 Ty = 2(x — DT,y + (x — 1>y =0
Bu denklemler igin, herhangi bir x =x,>1

noktasi adi noktadir.

Teorem 2.3. a € (0,1] ve x; € [a, b]

TLT 0y + p()Ty°y + q(x)y = 0 (2)

denkleminin bir a-adi noktasi olsun. O zaman
co = y(xg), acy = Tyy(xy) baslangic sartlar ile
X € (xg,xg +p) igin
asagidaki gibi bir ¢6zimda vardir:

y=3 e
k=0

p = min{é;,6,} dir. Burada x,, (2)
denkleminin bir a-adi noktasi oldugu igin, Tanim
3.1 ve Tanim 3.2 den dolayi

verilen (2) denkleminin

burada

P = ) pelr =3 (x € Lo, xo + 8,1 8, > 0)
k=0
ve

4 = ) qelc—x)*  (x € [xo o + 8515 8, > 0)
k=0

dir.
3. Bulgular
mertebeden birinci tip

3.1. Uyumlu kesir

Chebyshev diferensiyel denklemi ve kesirsel

Chebyshev polinomlari

Asagidaki uyumlu kesir mertebeden birinci tip
Chebyshev diferensiyel denklemini gbéz oniine
alalim:

(1-x*DT,y — ax T,y + a’p?y =0 (3)

Burada a € (0,1] ve p bir sabittir. Eger a =1
olursa, o zaman (3) denklemi klasik birinci tip
Chebyshev diferensiyel denklemine doniisir. x = 0
noktasi (3) denkleminin bir a-adi noktasidir. Simdi
Teorem 3.1 geregince (3) denkleminin asagidaki
gibi ¢cozlimlerini arastiralim:

Y = Y=o CnX™%. (4)

(4) denklemi ve (4) denkleminin uyumlu
mertebeden kesirli tiirevleri (3) denkleminde yerine
yazilacak olursa
2a%cy + 6a%c3x® — a?cyx® + a’p?cy
+ a’p?c,x®
oo

+ z [(n+1D(n+2)a?c,,,
n=2
+ (p? —n®)a?c ]x™ =0
sonucu elde edilir. Bu durumda

2a%cy + a’p?cy =0
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6a’c; + a?(p? —1)c; =0
(n+1)(n+2)a’c,p + (2 —n?)a’c, =0

2
Cz = iCO
2!
_ —p*(2* = p?)
Cy = —4! Co
_ —p*(22 - p*H(4* - p?)
Ce = 6! Co

Con
_ P2 —p)(# —p?) .. (@n—2)* - p?) .

(2n)! 0
yazilir. n tek ise

1 —p?

€3 = 31 1
_(1=-p»(3%-p?)
5 = 5l G
(1 =p»(32 - p»)(5* - p?)
c; = C1
7!

Con+1
_A-p)B*-p)(* —p?)..(@n-1)? —p?)

(2n + 1)!
elde edilir. Boylece (3) denkleminin ¢ozimii
y(x)

o —p*(22 - pH) (@2 —p?)..(@n-2)2-p?) ,

* CO; 2n)! x?
+ ¢ x”

e i (1=p)@ —p)(5* = p?) . (1= 12 =P i,
n=1

2n+1)!
olarak bulunur. Burada ¢, ve ¢, keyfi sayilardir.
co =1 ve ¢; =0 igin (3) denkleminin ¢éziimiine
F (x) denirse
2 2092 2
F(x)=1 +%x2“ P (24!_ P )x‘“"
—p?(2* —pH(4* -p?) .,
6! x

+

+ ces
yazilabilir. Benzer olarak ¢y = 0 ve ¢; = 1 igin (3)
denkleminin ¢bziimiine G (x) denirse

G

yazilabilir. Béylece c,, katsayilariigin n ¢ift olmak
Uzere
_ 1-p® 3¢, (1-P?)(3%-P%) s
Gx) =x"+— -2+ ——— x> +
—2Y (22 2\ (2 _12
()P 7y
seklinde ifade edilir. p bir tamsayi oldugu zaman,

bu iki fonksiyondan birisi sinirli sayida terim igerir.
Ornegin, Eger p cift bir tamsayi ise F(x) fonksiyonu
sinirh sayida terimden olusur. Tersine p tek bir
tamsayi ise o zaman G (x) fonksiyonu sinirli sayida
terim igerir. Bu durumda, elde edilen fonksiyon p.
dereceden kesirsel polinom olacaktir. Elde edilen
bu kesirsel polinomlar yardimiyla p. dereceden
kesirsel Chebyshev polinomu;

p ciftise (By),(x) = (—1)P/?F (x)
p tekise (Bg)p(x) = (-1)@P-D/2pG(x)

olarak tanimlanir. Birinci tip ilk birka¢ kesirsel
Chebyshev polinomu

(Bado(x) =1

(Ba)1(x) = x*

(Ba)2(x) = =1 + 2x*¢
(Bg)s(x) = —3x% + 4x3¢
(Bg)a(x) =1 — 8x2% + 8x*«
(Bg)s(x) = 5x% — 20x3% + 16x°%
(Bg)e(x) = —1 + 18x2% — 48x** + 32x6¢

seklindedir.

Sonug¢ 3.1. B,(x) klasik Chebyshev polinomu
olsun. O zaman

(Ba)p(@) = Bp ()
dir.

Ozellik 3.1.

1. ('Ba)p(x) = 2xa(T3a)p—1(x) -
(Ba)p-2(x), 0 =23, ...

2. p=1igin (Bg)py(x) deki xP* nin katsayisi
2P~ 1 dir.

3. 0<x<1igin
(Be)p(x) = cos(p. arccos(x“)) dir.
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4. p=2,3,..i¢in

(Be)p() == (T“((BZ)fI ) 2o M))
5. 2(B)m(x)(Be)n(x) = (Bg)men(x) +
(T)a)|m—n|(x)
6. Eger p ift ise (By)p(x), 0<x=<1

araligina g farkli koke sahiptir ve kokler

(zk—1)n)]1/a

k=1,..,> ign x = [COS( 2p

NS

seklindedir.
7. Eger p tek ise (Bg)p(x), 0<x=<1

araliginda %1 farkh koke sahiptir. Kokler

(zk—1)n)]1/a

k=1, ...,p—+1 icin x;, = [cos(

2 2p
seklindedir.
y . - _20+1 .
8. Eger j,leN icgin 0<a= Py <1 ise

(Ba)p(x) —1<x <1 araliginda p tane
farkli koke sahiptir. Kokler k = 1, ..., p igin

k-1

Yoo oo
xk=[cos( P )] seklindedir.

ispat: 1) Eger p bir cift sayiise p — 1 tek ve p — 2
¢cift sayi olur. Buna gore
Zxa(T_-’a)p—l(x) - ('Ba)p—z(x)
= 2x%(p - (D" 26()
—(-0"F )

2
— () P2
= (-1) z<1+ T
—p2(22 — p2
+#x4a+...>

P
= (=1)"/2F (x) = (Ba)p(x)
oldugu gorilur. Eger p bir tek sayi ise p — 1 ¢ift ve
p — 2 tek sayi olur. Buna gore
Zxa(Ba)p—l(x) - (Ba)p—z(x) =
2x¢(-1)" 2P () = (17 (p - 2)6(0) =
-1 2

(_1)(p )/2 (pxa + p(13'p )x3a’ +

wxw n ) = (—1)(p_1)/2pG(x) =

(Ba)p (%)

oldugu goralir.

2) Bu ozellik 1.
aracthigiyla gorulir.

Ozellikteki rekirsif baginti
(Bg)p-1(x) nin 2x% ile
verilen 06zellik

carpildigi  duslintilecek olursa

ispatlanabilir.

3) Bu 6zelligin ispati icin
cos(pf) = cos(ZB)cos((p — 2)9)
— sin(ZB)sin((p — 2)9)
trigonometrik agilimindan faydalanmaliyiz.
cos(20) = 2cos?(0) — 1 ve sin(26) =
2sin(0)cos(6)
yukaridaki denklemde yerine yazilacak olursa
cos(pf) = 2cos(0) (cos(@)cos((p — 2)9))
— sin(G)sin((p — 2)9)
— cos((p — 2)0)
elde edilir. Bu ifade sadelestirilecek olursa
cos(pf) = 2605(9)605((p — 1)9)
—cos((p — 2)0)
elde edilir. Son olarak, 6 = arccos(x%) yazilirsa
0<x<1igin
Zx“cos((p — 1)arccos(x“)) — cos((p —
2)arccos(x*)) = cos(p. arccos(x*)) (5)
elde edilir. Eger j € N i¢in 0 < a = Tlﬂ <liseo
zaman —1 < x < 1igin
2x%cos((p — Darccos(x%))
— cos((p — 2)arccos(x*))
= cos(p. arccos(x“))
elde edilir. ilk iki birinci tip Chebyshev polinomlari
icin
(Bg)o(x) = cos(O. arccos(x“)) =1ve
(Bg)1(x) = cos(l. arccos(x“)) =x*

olup 6zellik saglanir. Simdi k = 2,3, ...p — 1igin
(Bo)i (x) = cos(k.arccos(x®))

oldugunu varsayalim. (5) denklemi ile 1. Ozelligi
beraber duslinirsek 0 < x < 1 igin
(Badp(@) = 2x*(B)po1 (1) = (Ba)p—a ()
= Zx“cos((p — 1)arccos(x“)) — cos((p —
2)arccos(x“))
= cos(p. arccos(x“))
yazilir. Eger jEN icin 0 <a = 71-4-1 <1 ise o
zaman—1<x <1

(Bg)p(x) = cos(p. arccos(x“))
yazilabilir.
4) 0 = arccos(x%) olmak lzere

To((Bdps1(®)  sin((p+1)6) To((Be)p-1(0)
p+1 - sinf p-1 -
sin((p—1)6)

sinf
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dir.

1 (Ta((Bdpr1(®)  Ta((Badp-1(0)\ _

2a p+1 p—-1 -

1 (sin((p+1)6)  sin((p-1)0)\ _ _

E( sin@ - sin@ ) - COSp9 - ('B“)p(x)

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.
5) 2cosmfcosnd = cos((m +n)6) +
cos((m — n)9) yardimiyla sonug gorilur.
6)
(Bg)p(x) = cos(p.arccos(x*)) =0

Rk - Drm

2
Rk -1Drm

2p

. k- Drm
X" = CoS (T)

Ya
_ ( <(2k - 1)n>)
X=\|CoOS\————————
2p

elde edilir. Eger p ciftise, k = 1, ...,g icin
2k—1m
cos <u> >0
2p
olur. Boylece, 0 < x < 1 araliginda gtane farkl kok

p.arccos(x%) =

arccos(x%®) =

vardir.
+1,

7) Eger p tekise, k =1, ...,pT icin

cos <M> =0
2p

olur. Boylece, 0 < x < 1 araliginda pTH tane farkli

kok vardir.
. . - 2041 .
8) Eger j,leN icin 0<a _—2j+1s 1 ise,
k=1,..,pigin
2k — D
—1<cos|——| <1
2p

olup —1<x <1 araliginda p tane farkh kok
olusur.

3.2. Uyumlu kesir mertebeden ikinci tip Chebyshev
diferensiyel denklemi ve kesirsel Chebyshev

polinomlari
Asagidaki uyumlu kesir mertebeden ikinci tip
Chebyshev diferensiyel denklemini goéz oOniline

alalim:

(1-x2)PT,y - 3axT,y + a®p(p+2)y =0  (6)

Burada a € (0,1] ve p bir sabittir. Eger a =1
olursa, o zaman (6) denklemi klasik ikinci tip
Chebyshev diferensiyel denklemine donisir. x = 0
noktasi (6) denkleminin bir a-adi noktasidir. Simdi
Teorem 3.1 geregince (6) denkleminin (4) deki gibi
denklemi ve (4)
denkleminin uyumlu mertebeden kesirli tlrevleri

¢ozlimlerini arastirahm. (4)
(6) denkleminde yerine yazilacak olursa
2a%cy + 6a%c3x® — 3a?c x® + a’p(p + 2)cq
+ a?p(p + 2)c, x%

+ ) [(n+ D+ 2)a?c,,
; )

+(@@+2)—nn
+ 2))a?c,]x™* =0
sonucu elde edilir. Bu durumda
2a%c, + a’p(p + 2)cy = 0
6a’c;+a’(p+3)(p—1)c;, =0
m+ 1D+ 2)a%c,y,
+ (p(p +2) —n(n+ 2))a?c, =0

yazilabilir. Boylece c¢,, katsayilar igin n ¢ift olmak

Uzere
_—p(p+2)
2= o1 Co
_plp+2)24—-p(p+2)
4 = 41 Co
Ce

_—p(p+2)24—-p(p+2))(4.6 —pp+2)) .
B 6! 0

Con
_p(@+2)2A4-p(+2)46—p(+2)..(2n—2)2n—p(p + 2))
= 2n)! Co

yazilir. n tek ise
_ (13 -p(p+2)) .

C3 30 1
_(13-p(p+2))(3.5-p(p+2))
%= 5! “1

C7
B (1.3 —plp+ 2))(3.5 —plp+ 2))(5.7 —plp+ 2)) .
B 7! !

Con+1

_(13-p(p+2))(35-pp+2))(57-pp+2)..(2n—1DCn+1) —p(p +2))
= @n+ 1! “
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elde edilir. Boylece (5) denkleminin ¢6zimii
y(x) =
Co + Co Xin=1
1 x%+

o (13-p(@+2))(35-p(p+2))(5.7-p®+2))..(2n-D@n+D-p®+2)) _(2n+1)a
€12m=1 (2n+1)! x

—p(p+2)(24-p(P+2))(4.6—p(p+2))..(2n—-2)2n—p(P+2)) _ng
2n)! x +

olarak bulunur. Burada ¢, ve c¢; keyfi sayilardir.
co =1 ve ¢; =0 igin (6) denkleminin ¢éziimiine
F(x) denirse

F(x)

=1+ —_p(Z;l_ 2) xza

4 —p(p + 2)(2ﬁ —p(p +2)) L
—p(p+2)24-plp+2)46—-pl+2) .,

+ ol b

yazilabilir. Benzer olarak ¢y = 0 ve ¢; = 2 igin (6)
denkleminin ¢éziimine G (x) denirse

G(x)
ey 2(1.3 - gl(p +2)) L3
N 2(13-p(+2)B5-p+ 2))x5“

5!

N 2(13-p(+2)(B5-p+2)(57-pp+2)) e

7!
4o

seklinde ifade edilir. p bir tamsayl oldugu zaman,
bu iki fonksiyondan birisi sinirl sayida terim igerir.
Ornegin, Eger p cift bir tamsayi ise F(x) fonksiyonu
sinirh sayida terimden olusur. Tersine p tek bir
tamsayi ise o zaman G (x) fonksiyonu sinirli sayida
terim igerir. Bu durumda, elde edilen fonksiyon p.
dereceden kesirsel polinom olacaktir. Elde edilen
bu kesirsel polinomlar yardimiyla p. dereceden
kesirsel ikinci tip Chebyshev polinomu;
p siftise (Ug),(x) = (—1)P/2F (x)
p tekise (Ug),(x) = (D)@ D/2 (Z2) 6 (x)
olarak tanimlanir. ikinci tip ilk birka¢ kesirsel
Chebyshev polinomu
(Uado(x) =1
(Ug)1(x) = 2x*
(Uy),(x) = =1 + 4x%@
(Uy)z(x) = —4x* + 8x3%
(Up)a(x) =1 —12x%% + 16x*%
(U)s(x) = 6x% — 32x3% + 32x>¢
(Uy)e(x) = —1 + 24x2* — 80x** + 64x°“

seklindedir.

Sonug¢ 3.2. U,(x) klasik ikinci tip Chebyshev
polinomu olsun. O zaman

Ua)p(x) = Up(x?)
dir.

Ozellik 3.2.

1. p=23, ..icin
(Ua)p(x) = Zxa(Ua)p—l(x) -
(Ua)p—Z(x)l

2. 0<x<1igin @ = arccosx® olmak lzere

(Ua)p (x) = Znl@ED0) g

sin(0)
3. p=123,.. igin (Be)p+1(x) =
x*(Be)p(x) = (1 = x**)(Ug)p—1 (%)
4 p=123,.. ign T, ((Ba),,(x)) =

ap(Ua)p—l(x)
5. p=123,.. igin (Bg)p(x) = (Ug)p(x) —
x(Ug)p-1(x)

6. p=23,...icin (Ba)p(x) =3 (Wa)p (@) -
Uadp—2(2))
cift ise (Up)p(x), 0<x<1

araligina g farkli koke sahiptir ve kokler

7. Eger p

Y

_ 14 .. _ km a

k=1, v icin X = [cos (E)]
seklindedir.

8. Eger p tek ise (Ug)p(x), 0<x<1

araliginda p7+1 farkh koke sahiptir. Kokler

k=1, ...,pTH icin - x, = [COS (ﬁ)]l/a

seklindedir.

y , . _21+1 .
9. Eger j,leN igin 0<a= EYTEl <1 ise
(Ug)p(x) —1<x <1 araliginda p tane

farkl koke sahiptir. Kokler k = 1, ..., p igin

Xy = [cos (ﬁ)]%{ seklindedir.

1) Ozellik 4.1 in 1.sikkinin ispatinda
yapilanlara benzer olarak ispatlanabilir.

ispat:

2) Bu 0Ozelligin ispati igin
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sin((p + 1)9) = 2cos(0)sin(ph)

— sin((p — 1)9)
trigonometrik acilimindan faydalanilir.
Her iki tarafi sin(0) ile boltnurse

sin((p + 1)9) _ sin(ph)
sin(60) = 2c0s(6) sin(6)
sin((p — 1)9)
B sin(@)

olur. Son olarak 6 = arccos(x%) yerine yazilirsa
0<x<1igin
sin((p + 1)arccos(x“))
sin(arccos(x®))

u sin(parccos(x“))

sin(arccos(x%))
_ sin((p — Darccos(x*))

sin(arccos(x“))
elde edilir. Eger j € N i¢in 0 < a = ﬁ <liseo
zaman —1 < x < 1igin
sin((p + 1)arccos(x“))
sin(arccos(x®))

. Sin(parccos(x®))

sin(arccos(x“ ))

_ sin((p — Darccos(x*))

sin(arccos(x“))

yazilabilir. ilk iki ikinci tip Chebyshev polinomlari
icin

Uado@) =58 =1 ve
2x“

olup ozellik saglanir. Simdi k =2,3,...p—1 igin
(U (x) = cos(k.arccos(x*))

oldugunu varsayilsin. (9) denklemi ile 1. Ozelligi

__sin(20) _
(Ua)l(x) - sin(6) -

beraber disiinilirse 0 < x < 1icin
WUe)p(x) = 2x*(Ug) -1 (%) = We)ge—2(x)

a Sin(pd) _ sin((p-1)6)
sin(0) sin(0)

_ sin(pd) sin((p—1)6)
- 2605(9) sin(0) sin(0)

_ Sin((p + 1)9)
- sin(6)

. . 1 .
yazilir. Eger jEN icin 0 <a = PYel <1 ise o

zaman—1<x <1
_ Sin((p + 1)9)
Ug)p(x) = T sin(@)

yazilabilir.

AKU FEMUBID 16 (2016) 031302

3) 6 =arccos(x?) igin (Bg)p(x) = cos(ph),

sin(ph)

WUg)p-1(x) = @ Ve 1 — x2% = sin?(0) dir. Bu
sonuglar igin
x*(Ba)p(x) = (1 = x*¥)(Ug)p-1(x)

= cos(0)cos(ph)

— sin(08)sin(ph)

= cos((p + 1)6) = (Ba)ps+1(x)
olur. Bu da ispati tamamlar.
4) 8 = arccos(x®) olmak tizere
sin(pf
2 (5y0) = e 2
= apUq)p-1(x)
olur. Boylece ispat tamamlanir.

5) Trigonometric formdillere gore

cos(pf) = sin((p + 1)9)sin(9)

+ cos((p + 1)9)cos(9)

yazilabilir.
cos((p + 1)0) =
cos(ph) cos(8) — sin(p0h) sin(H)
actlimi yardimiyla
cos(pB) =
sin((p + 1)0)sin(6) — sin(p8)sin(6)cos(0) +
cos(pB)cos?(6)
yazilir. Buradan da

sin((p+1)6) __ sin(p6)
sin(0) sin(0) COS(G) (7)

oldugu gorilur. cos(6) = x* oldugu da géz 6niine

cos(pf) =

alinirsa

(Ba)p(x) = (Ua)p(x) - xa(Ua)p—l(x)
sonucuna ulasilir.
6) 5. Ozellikteki (7) denkleminde sin(p8)cos(0)
ifadesi igin trigonometrik ¢arpim formdilinden
yararlanilarak ispat tamamlanir.
7)

sin((p + Darccos(x*)) —o

(Ua)p(X) N sin(arccos(xa))
(p + Darccos(x*) = kn

km
arccos(x%) = ——

+1
kn)
p+1
1
( (kﬂ' ))/a
x =| cos
p+1

elde edilir. Eger p ciftise, k = 1, ...,g icin

x% = cos(
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km
cos( )20
p+1

olur. Boylece, 0 < x < 1 araliginda gtane farkl kok

vardir.
+1,

8) Egerp tekise, k =1, ...,pT icin

km
cos( )20
p+1

olur. Boylece, 0 < x < 1 araliginda pTH tane farkl

kok vardir.
9) Eger
k=0,1,..,p—1igin

km
—1Scos( )Sl
p+1

olup —1<x <1 araliginda p tane farkh kdk

20+1
2j+1

JJLEN igin 0<a= <1 ise,

olusur.

4, Tartisma ve Sonug

Bu ¢alismada, uyumlu kesir mertebeli birinci ve

ikinci tip Chebyshev diferensiyel denklemleri
¢Ozilerek birinci ve ikinci tip kesirsel Chebyshev
polinomlari elde edilmistir. Buna ek olarak birinci
ve ikinci tip kesirsel Chebyshev polinomlarinin baz
ozellikleri sunulmustur. Bu ¢alismada uyumlu kesir
mertebeden tirev yardimiyla elde edilen
sonuglarin klasik tlUrev yardimiyla elde edilen

sonuglarla uyumlu oldugu gortlmistar.

Kaynaklar

Bayin, $. S., 2004. Fen ve Mihendislik Bilimlerinde
Matematik Yontemler, Ders Kitaplari A.S.

Kilbas, A., Srivastava, H. and Truijillo, J., 2006. Theory and
Applications of Fractional Differential Equations,
North-Holland, New York.

Miller, K.S., 1993. An Introduction to Fractional Calculus
and Fractional Differential Equations, J. Wiley and
Sons, New York.

Podlubny, 1., 1999. Fractional Differential Equations,
Academic Press, USA.

Khalil, R., Al Horani, M., Yousef, A. and Sababheh, M.,
2014. A new Definition of Fractional Derivative, J.
Comput. Appl. Math., 264, 65-70.

Abdeljawad, T., 2015. On conformable fractional
calculus, J. Comput. Appl. Math., 279, 57-66.

Khalil, R., 2014. Fractional Fourier Series with
Applications, American Journal of Computational and
Applied Mathematics, 4.6, 187-191.

Khalil, R. and Abu Hammad, M., 2014. Legendre
fractional differential equation and Legendre
fractional polynomials, International Journal of

Applied Mathematical Research, 3.3, 214-219.

Gokdogan, A., Unal, E. and Celik, E., 2016. Existence and
Uniqueness Theorems for Sequential Linear
Conformable Fractional Differential Equations, to
appear, Miskolc Mathematical Notes.

Gokdogan, A., Unal, E. and Celik, E., 2015. Conformable
Fractional Bessel Equation and Bessel

Functions, arXiv preprint arXiv:1506.07382.

Unal, E., Gékdogan, A. and Celik, E., 2015. Solutions of

Sequential Conformable Fractional Differential
Equations around an Ordinary Point and
Conformable  Fractional Hermite Differential

Equation, British Journal of Applied Science &
Technology, 10(2), 1-11.

AKU FEMUBID 16 (2016) 031302

584



