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Bu calismada F I(fk) bir modulus fonksiyon dizisi, pz(pk) pozitif terimli bir dizi ve

= (amk) pozitif terimli sonsuz bir matris olmak tzere Bg ( p, F, g, S) dizi uzay tanimlanarak,

bu uzayin bazi Topolojik 6zellikleri ve uzayla ilgili bazi kapsama bagintilari verilecektir.

B,(p.F.q,5) Sequence Space On The Spaces With Seminorm

Abstract

Keywords
Modulus function,
Sequence spaces,

In this work we introduce a new Bg (p,F,Qq,s) sequence space that consists of F = ( fk ) a

modulus function, P = ( Py )a sequence with positive terms and A= (c’:lmk ) a matrix with

Topologi. positive terms, and study some topological properties of this space and some inclusion relations related to
this space.
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1. Girig F =( fk) modulus fonksiyonlarin dizisi olsun.

Nakano (1953) tarafindan ortaya atilan modulus
fonksiyonu fikri dizi uzaylari ¢alismasina yeni bir
boyut kazandirdi. f : [0, )= [0, ) olsun. Asagidaki

Ozellikleri saglayan f fonksiyonuna bir modulus
fonksiyonu denir (Nakano, 1953).

i) f(X)=0 <x=0

ii) Her x,y >0 icin f(x+Yy) < f(x)+ f(y),
iii) f,artan,

iv) f, 0dasagdan sureklidir.

f modulus fonksiyonu sinirli ve sinirsiz olabilir. (ii)
den |f(x)— f(y) < f(x—y) ve (iv) den f nin [0,0)
Gzerinde her yerde stirekli oldugu gorular.

Asagida verecegimiz sartlar ileride kullanilacaktir.

(M1) sup f, (t) <o, Vt>O0 igin;
k

(M2) ItlrEl f(t)=0,( k=1 icin dizgin) (Kolk,
1990).

Maddox (1986), kuvvetli
taniminin  genellestirmesi olan,

Cesaro toplanabilme
moduluse gore

kuvvetli Cesaro toplanabilen dizilerin sinifini, W( f )

olarak tanimladi. Connor (1989), Maddox (1986)'nin
tanimini Cesaro matrisi yerine herhangi negatif

matris  alarak W(A,f)

olmayan  regiler

toplanabilme metoduna genellestirdi.

Sahiner (2002) tarafindan yarinormlu uzay tizerinde;
f bir modulus fonksiyon ve p=(pk) pozitif

1 Bu ¢alisma Kamil AKBAYIR (2003)’iin “Modulus Fonksiyon Dizileri Yardimiyla Tanimlanmis Bazi Dizi Uzaylari” baslikli

doktora tez ¢alismasinin bir bolimini icermektedir.
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terimli bir dizi olmak Uzere Bg(p, f,q,s) dizi

uzayini tanimlandi.

Biz bu calismamizda Sahiner (2002) tarafindan
calisiimis B (p, f,q,s) dizi uzayin, F =(f,)
modulus fonksiyon dizisi yardimiyla genellestirilerek
B, (P, F,q,s) dizi uzayiniinsa edip bazi 6zelliklerini

verecegiz.

Sunu belirtelim ki, modulus fonksiyon yardimiyla bir
¢ok uzay olusturulmustur (Banerji and Galiz, 2000;
Soomer, 2000; Esi, 2000; Kolk, 1997, 1990, 1998,
1999, 2013; Esi and Et, 1996; Pehlivan and Fisher,
1995; Gupta and Bhola, 1975; Bilgin, 1994, 1996,
2004; Bilgin ve Altun, 2007; Raj and Sharma, 2011;
Karakaya ve Simsek, 2004; Bhardwaj and Bala, 2009;
Isik, 2011 ve digerleri).

2. Materyal ve Metot

Tanim 2.1. g, veQ, X Uuzerinde iki yarinorm olsun.
0, kuvvetli g, olmasi icin gerek ve yerer sart
YU e X alindiginda,

0, (u) < Mg, (u)

olacak sekilde M sabitinin var olmasidir (Wilansky,
1964).

Esitsizlikler 2.1.

a,q,a,,...,d,
taktirde,

>0veb,b,b,,...,b, >0 olsun. Bu

a) i>1ve ]{+1_:1ise,

)
Y ab, < {Z a, } {z by } Holder Esitsizligi)
k=1 k=1 k=1

b)i>1 ise,

[Sre o] <[ {)

(Minkowski Esitsizligi)
c)0<i<1lise,

m ) m m

D (a, +b)' <

k=1 k=1 :1

d) i1 ve lﬁ ~1ise, |ab|<|a| +|b|' dir.

Esitsizlikler 2.2. Her k igin, p, >0 ve H =sup p,
k

olmak iizere a,,b, €z olsun. Bu taktirde,

a)

la +b|™ < C{|ak|pk +[o [* } C = max(L,2")
dir.

b) [2/* <max(1,}4]")
3. Bulgular

3.1. B,(p, F,q,s) Dizi Uzayi ve Bazi Ozellikleri
p =(p,) pozitif reel sayilarin bir dizisi ve F =( fk)

modulus fonksiyon dizisi olsun. Buna gore,

Bg(p,F,q,s):{x Zk [ (a(% M))T%oo,szo}

seklinde B, (p,F,q,s) dizi uzayini tanimlanir.
Burada VK icin f, = f secilirse B, (p,F,q,s) dizi

uzayinin 6zel bir durumu olan,

Bg(p,f,q,s)={ Zk (a0 %) )}km,szo}

uzay elde edilir. Ayrica p, f ve s den bir ya da bir
kagi Ozel segilirse asagidaki uzaylar elde edilir:

Bg(p,q,s):{ () eS(X Zk [a(%-x%.)]" <oo,520}
Bg(F,q,s)={ (%) S(X Zk [felals ))}@0,320}
Bg(p,F,q):{X:(Xk)eS(X)ZZ[fk(Q(Xk—XM))TK <°°’}

k

Bg(pr)Z{ (X)) eS(X): Z[ %) ]pk<oo}

Bg(F,q)z{ (x)eS(X): Ek:[ (904 %) )J@O}

Lemma 3.1. B, (p,F,q,s) lineer uzaydr.
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ispat: X,y e Bg(p, F,q,s) ve A ueg olsun.
Esitsizlik 2.2(a) ve tanim 2.2 kullanilarak,

K8 (@ (A% + Yy = WX = 1Y)}

<k {8 (% = 2+ (29 = 1y) '

Sk—s{fk(q(/lx = MXey))+ £, (q(ﬂyk—ﬂym))}m
(0% %))+ 6 (0}

<kC {[ f(lAla 0t %))+ fellula(n - yk“))}pk}

<clu [l [ ax -x)J

)" aln -y

elde edilir. Bu esitsizlikte de k=1 den oo a toplam
alinirsa,

Ax+uy eB (p,F,q,s)

oldugu gorulir.

Lemma 3.2. Herhangi bir k sabiti icin F =(f,)

modulus fonksiyonunun bir dizisi ve 0<d<1 olsun. Bu
taktirde v,k e IN ve t e [O,oo) icin,

v-1 2f @) (¢va
fU(t) > S ise f)(t) < s {f7®)

olur. Burada ka = | 6zdeslik déntisimudir.

ispat: 0<8<1, ve IN ve t [O,oo) icin £/ (t) >0
olsun. 0<d<1 oldugundan,

) = fkv;(t) < 1{ ka;(t)}

olur. Bu esitsizlige fk moduluslini uygularsak,

v ()
f(f0)<, HTD

’ ) U 20,0) 401
£(t)< HT]} f)< {T+T} t() :T{ £4)

Teorem 3.1.

k

Bg(p,F,q,s)={x=(xk)eS(X):ZkS[fk (q(xk—xm))}pk <oo,520}

M=max(1,H) iken

904 = {Zk [ (a(x m))]"k}w

ile bir paranormlu uzaydir.

Batun

ispat: X,ye€B,(p,F,q,s) icin
®=(0,0,..) iken g(®)=0 ve g(—x)=9g(x)

oldugu agiktir. Butiin k lar ve M>1 igin % <1 iken

g nin alt toplamsalligi Esitsizlik 2.1(b),-2.2(a) ve
tanim 2.2 den goralur. Simdi

x=(x"), B,(p,F,q,s) de herhangi bir dizi ve
=(A") skalerlerin dizisi olsun. Kabul edelim ki,

A" — 2° ve g(x"

durumda,

gA"X" = A°x°) < K"Mg(x" —x°)
Az [afallx-#10s-x.)] |

sabiti vardir.

—Xx°)—0, (n > ) olsun. Bu

ny

(1)
esitsizligi elde edilir. K"*™

g(x"=x°) =0, (N — ) oldugundan (1) in ilk
kismi sifira gider. ikinci kisim ise ¥n e IN igin

A" = 2, (n — ©) oldugundan bazi T>0 tamsayisi

vardir éyle ki, <T vede

T™X° =Tx; € B,(p,F,q,s) olur. Bdylece Esitsizlik
2.1(c) den

{Zk: k™ [ f(a([2"-2"](% - X&l)))Tk }W
s{ik[ (a([2" 2] (¢ - Eﬂ)))}pk}w
+{k>zk ks [ f, (q([}t” =A% (¢ - X&J))Tk }w

olur. Boylece Ve>0 igin bazi k0 vardir dyle ki, her bir
ne IN igin,
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/M

RTERS RN
< {Z k™ [ fi(Ta(x; - X£+l)):|pk }]/M <§

Kok,
elde edilir. Diger taraftan,
k

im{ S [ o[-0 )] |
:{gks[fk(q([ﬂ” —/1°](xg—x§+l)))}pk }w =0

elde edilir. Ayni g igin N, € IN vardir dyle ki her bir

M

n>n, igin
M

Be[ufale—loe)] <

elde edilir. (1) deki ikinci kisim sifira gider ve boylece
ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2. Butun k lar igin q(x,,) <Kq(x,)

olacak sekilde bazi K pozitif reel sayisi varsa bu
durumda

I(p,F,q,5) =B,(p,F.q,s)

olur.

ispat: x el (p, F,q,s) olsun. Her bir k igin esitsizlik
2.2(a) kullanilarak,

k‘s[fk (a(x —xm))]pk < k‘SC[fk (q(xk))}pk +k‘sC[fk (q(xm))}pk

elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafinin k tGzerinden
toplami alinirsa sonlu oldugu gorilir, sol tarafta

ayni sekilde sonludur. Boylece X e B, (p,F,q,s)

olur.

Sonug 3.1. Teorem 3.2’nin sartlari altinda,

M[1(p.F.q,s)]=M[B,(p.F.q,5)]

olur.

Sonug 3.2.

I.(p, F,s):{a:(ak):stipkS[fk (|ak|)]
ise |w(p, F,S)l Bg(p,F,q,s)¢¢ saglanir.

ispat: Sonug 3.1 ve
I\/I[I (p,F,q,S)]glw(p,F,S) kapsamindan
aciktir.

g]p“+2k [
P <o, S 20 E|l kel,

Teorem 33. F=(f)G=(g)veH=(h)
modulus fonksiyon dizileri, (,(;,q, yarl normlar,
$,S,,S, 20 ve (M1), (M2) sartlari saglansin. Bu

durumda,
i) $>1 olsun. Bu durumda,

B, (p.G.q,s)< B, (p,FoG,q,s)
i)
B,(p.G.q,s)l B,(p.H,q,5)=B,(p.G+H,q,s)
ii)
B,(p.F.q.s)! B,(p.F.0,,5) =B, (p.F.0+0,.5)

iv) Eger 0,0, den daha kuvvetli ise bu durumda,
B, (p.F.q,,5)<= B, (p,F,0q,,s)

9, (© <o, Vt >0 ise bu durumda,
k

B,(p.H,q,5)= B, (p.G.q.5)

vi) Eger S, <'S, ise bu durumda,

B,(p.F.q,5)<B,(p.F.a.s,)

v) Eger sup
k

ispat: i) f, sifirda sagdan surekli oldugundan (M2)

den € >0 icin 0<8<1 olacak sekilde 35 >0 2 0<t<§
iken f, (t) <& dur.

1, ={k e IN: g, (a(x, —%..)) < 5}

I, = {k eIN: gk(q(xk - Xk+l))> 5} dersek Lemma
3.2’nin ispatindaki metod kullanilirsa (M1) den,

Oy (q(Xk - Xk+1)) >0 .

iken

fo (9 (A% —%.1))) <{2F, @75} 9, (A% —X,,))
elde edilir. Boylece x € B, (p,G,q,S) ves>1igin,

Zkis [ f,09, (a(x - Xk+1))]pk - Zkis [ fi00, (% + Xkﬂ)ﬂpk

+Z k™ [ f00, (a(% — Xk”))]pk

kel,

/5 gk (% - Xk+1))ka

<max(e

! ez)ZkfS + mc?lX(dl,dz)Zl(S |:gk (Q(Xk _Xk+1)ﬂpk <®

olur. Burada
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o= e M dl {Zf /5}mfpk d? = { fk(]_)/é’}M

seklindedir. Boylece X € B (p,F0G,q,s) oldugu

gosterilmis olur.

ii) Her bir k icin esitsizlik 2.2(a) kullanilarak,
|:(gk t hk)(Q(Xk _Xk+1)):|pk = |:gk (q(Xk _Xk+1))+hk (Q(Xk _Xk+1))}pk

<C[ g, (at% —x.)) " +C[h (ax —x.))]"
ve VK icin k™ >0 oldugundan,
k{9 +h) (a(x = %)) ]"
<Ck*[ g, (alx —%.))]" +Ck*[h (a(x — %)) "
elde edilir. Burada k=1 den «’a kadar toplam alirsak,
xe B,(p,G+H,q,s)
oldugu gorilir.

iii) Bu da (ii) dekine benzer olarak,

K[ (0 + ) (% — %)) |
<Ck™ [ f (ql(xk - Xk+1)):| "4k [ fi (qz (x

esitsizliginden elde edilir.

k _Xk+1))]pk

iv) 0, kuvvetli g, ise Tanim 2.1den VK ve x, € X
icin 0,(%) <Kg,(x,) olacak sekilde K pozitif
tamsayisi bulunabilir. Béylece, X € Bg(p,F,ql,s)

Zk[ Qz(xk Xk+1)] Z [

<K" Zk [ (0 (%~ Xk+1))]pk <o
qur ki,buda X Bg(p, F.,q,,S) demektir.

qu (X =

v) Supgk—(t)<oo, Vt>0 olsun. Bu durumda

K he(t)
9.0
h,(t)

sabiti vardir. VK igin

E[O,OO) icin <K olacak sekilde K>1

O« (Q(Xk — Xk+1)) <K
h (@(X = X,1))

X))

ve dolayisiyla,

[9.(a(x —
[hk (ax, -

) PP
Xk+l))] &

veya

[gk(Q(Xk - Xk+1))]pk < M [hk (q(Xk _Xk+1))]pk

olur ki, buradan da K° >0 oldugundan,

k™ [gk (q(xk _X|<+1))]pk < KM k™ [hk (q(Xk - Xk+1))]pk

elde edilir. Yine burada k=1 den «’a kadar toplam
alinirsa sonug elde edilr.

vi) 5, <s, olsun. VK igin 0<k™ <loldugundan,
vk icin k™ <k™ olur. Béylece VK igin,

ko [ (a0 =%e)) )™ <k [ (a0 = %)) |

elde edilir. Buradan da k=1 den «’a kadar toplam
alinirsa sonug elde edilir.

sonug 3.3. F=(f,) modulus fonksiyon dizisi
olmak uzere, ¢ 1 ve (M1), (M2) sartlar saglanmis

olsun. Bu durumda,

i) B,(p,d,s) = B,(p,F,q,s) olur.
i) g, =0, ise B (p F qlis) B (p F q21s)

iii) By(p,F.,q) = B,(p.F.q,9),

ovi) B, (F,q) = B,(F,q,s).

ispat: i) Teorem 3.3 (i) de g, (t) =t alinirsa,
s>1iken B,(p,q,s) = B,(p,F,q,s)

oldugu gorulir.

i) g, =0, ise Vue X icin T, <q,(u)/q, () <T,
olacak sekilde T, veT,

Buradan da Teorem 3.3 (iv) den sonug elde edilir.

pozitif sayilar vardir.

iii) Teorem 3.3 (vi)de S, =0, S, =S alinirsa,
Bg(p! F,Q) (- Bg(p! F,q,S)
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Seminormlu II7:!\,/|:\rd:\ Rg ( p, |:1 ﬁ” Q) Dizi Uzay, Al(h:\\'nr,

oldugu gorulir.

v) Teorem 3.3 de

(vi)
vk igin p, =K alinrsa,

B, (F,a) = B,(F,q,s)

elde edilir.

Teorem 3.4. t =t, ve r =1 sinirl diziler ve her bir
k igin  O<t <r,  olsun. Bu durumda
B, (t,F.q)< B,(r,F,q)

olur.

ispat: X e Bg (t, F,q) olsun. Herbir O<e<1 icin bazi

k, lar vardir éyle ki, herbir k > K icin,

[fk (a(x, —xk+1))]tk <e<1

olur. Her birkigin t, <1, ve k> K, igcin,

I: fk (q(xk - Xk+1)):|rk I: fk (Q(Xk - Xk+1)):|tk

olur ki buradan da X € B (I’, F,q) oldugu goriilir.

<

Sonug 3.4. i) Her bir k icin O<p, <1 ise bu
durumda,
B,(p.F,q)= B, (F.q)

ii) Her bir kigin p, =1 ise bu durumda,

B, (F.a)=B,(p.F.q)

ispat: i) Teorem 3.4 de her bir k

p, =t ve r, =1 alinirsa sonug elde edilir.

icin

ii) Teorem 3.4 de her bir k igin p, =1, vet =1
alinirsa sonug elde edilir.

4, Tartisma ve Sonug

Bu c¢alismada

By (p. f.0.s)

genellestirmesi olan B, (p,F,q,s) uzay incelendi.

uzayinin

Daha o6nce tanimlanan uzaylarin ¢ogu 06zelliklerinin
benzer sekilde yeni uzaylarda da gegerli oldugu ( baz
durumlarda uzaylarin genellestiriimesinde
kullandigimiz modulus fonksiyon dizilerine ek sartlar
koyuldu) gorildi. Biz calismamizda modulus fonksiyon

yardimiyla tanimlanan ve daha 6nce modulus fonksiyon

dizisi yardimiyla genellestiriimemis Bg(p,f,q,s)

uzayini ele aldik, benzer durumdaki diger uzaylarda da
benzer durumlarin gecerli oldugu gosterilebilir.
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