Afyon Kocatepe Universitesi Fen ve Miihendislik Bilimleri Dergisi

Afyon Kocatepe University Journal of Science and Engineering

AKU FEMUBID 18 (2018) 011301 (468-476) AKU J. Sci.Eng.18 (2018) 011301 (468-476)
DOlI: 10.5578/fmbd.67272

ARASTIRMA MAKALESI
Dual Lorentziyen Birim Kiiresel Timelike Egrilerin Egrilik Teorisi
Kullanilarak Robot Ug-islevci Hareketinin incelenmesi

Burak Sahiner!, Mustafa Kazaz!, Hasan Hiiseyin Ugurlu?

Y Manisa Celal Bayar Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik B6liimii, Manisa.

2Gazi Universitesi, Egitim Fakiiltesi, Orta Odretim Fen ve Matematik Alanlari Egitimi Béliimii, Ankara.
e-posta:burak.sahiner@cbu.edu.tr, mustafa.kazaz@cbu.edu.tr, hugurlu@gazi.edu.tr

Gelis Tarihi:28.04.2017 ; Kabul Tarihi:10.08.2018

Anahtar kelimeler Ozet

Egrilik teorisi; Dual Bu calismada, Lorentziyen uzayda hareket eden bir robot ug-islevcinin hareketi, robot ug-islevciye
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1. Giris Bir robot ug-islevci uzayda belirli bir yol boyunca
hareket ederken ug-islevciye siki bir sekilde bagli

olan bir dogru bir regle yiizey cizer. ilk kez Ryuh ve
Pennock(Ryuh ve Pennock 1988, Ryuh 1989, Ryuh
ve Pennock 1990) robot ug-islevci hareketini,uc-
islevciye bagl dogrunun olusturdugu regle ylizey ve
spin agisi denilen ek bir parametre ile ifade etmisler
ve regle ylzeyin egrilik teorisini kullanarak robot ug-

Robot ug-islevciler tasimacilik, boyama, tip, askeri
alanlar  gibi  bircok sahada yaygin olarak
kullanilmaktadir. Ozellikle son zamanlarda goz
ameliyati ve bomba imha gibi hassas hareketin
oneme sahip oldugu alanlarda kullanilmasi, robot
ug-islevcilerin hassas yoriinge planlamasi alanindaki

¢alismalarin 6nem kazanmasina neden olmustur.

Robot ybriingelerinin planlanmasi alanindaki en islevci  hareketinin  diferansiyel  &zelliklerini

snemli problemlerden biri, robot uc-iglevci belirlemislerdir.  Boylece robot ug-islevcinin

hareketinin zamana bagl diferansiyel 6zelliklerinin kinematigi ile regle yiizeylerin diferansiyel

belirlenmesidir. Bu diferansiyel ozellikler robot geometrisi  arasinda  Gnemli  bir  baglant

- .. . . kurmuslardir.
yoringe planlanmasinda 6nemli rol oynayan lineer

ve agisal hizile lineer ve agisal ivmedir.
Robot ug-islevci hareketinin diferansiyel

ozelliklerinin  belirlenmesi alanindaki ¢alismalar
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sadece Oklid uzayinda sinirli kalmamis Lorentz
uzayinda da ¢ahsilmistir. Ekici ve digerleri Lorentz
robot

uzayda hareket eden bir ug-islevcinin

hareketini timelikedoguranlitimelike regle
ylzeylerin egrilik teorisini kullanarak incelemislerdir
(Ekici ve ark. 2008). Ayyildiz ve Turhan ise yoriingesi
bir null egri olan bir robot ug-islevcinin Lorentz
uzaydaki hareketinin diferansiyel o6zelliklerini
belirlemislerdir (Ayyildiz ve Turhan 2012).

Bu calismada Lorentziyen uzayda hareket eden bir
robot ug-islevciye siki bir sekilde bagl bir dogrunun
olusturdugu ylizeyin spacelike regle ylizey oldugu
varsayllir. E.Study donlsiminden, bu spacelike
regle ylzeye bir dualLorentziyen birim kiiresel
timelike egri karsilik gelir. Bu dual egrinin
dualDarboux catisi ile robot uc-islevci Uzerinde
tanimlanacak olan dual arag¢ catisi arasinda iliski
kurularak robot uc-islevci hareketinin zamana bagli
diferansiyel 6zellikleri belirlenir. Robot ug-islevcinin

lineer ve agisal hizi ile lineer ve agisal ivmesi olan bu

diferansiyel ozellikler robot yoriinge
planlanmasinda 6nemli rol oynarlar.

2. Temel Kavramlar

Bu bolimde Lorentziyen wuzay, dual uzay,

dualLorentziyen uzay ve bu wuzaylarin temel

kavramlari kisaca tanitilacaktir.

olmak

a=(a,a,a), b=(,b,b)eclR’
izere, IR reel vektor uzay! Uzerinde
(a,b)=ab, +a,b, —a)b,
bicimindeLorentziyen i¢ carpim tanimlanirsa, IR?
uzayina 3 boyutlu Lorentz uzayi denir ve IRf ile
gosterilir (O’Neill 1983). <a,a> >0yada a=0 ise
a vektorine spacelike; (a,a><0 ise a vektorine

timelike; <a,a>=0 ve a#0 ise a vektdrine

lightlike (null) vektér denir (O’Neill 1983). aveb
vektorlerinin vektorel carpimi

axb=(-a,b,+a,, ab, —ahb,ab, —ab).
biciminde tanimlanir (Turgut 1995).

aveb iki timelike vektor olsun.

(a, b) = —||a||||b|| cosh @ olacak sekilde >0 reel

sayisina @ ve b vektdrleri arasindaki hiperbolik agi
denir (Ratcliffe 2006).

Bir dual sayia =a+&a” biciminde tanimlanabilir.
avea” reel sayilarina sirasiyla dual sayinin reel ve
dual kismi denir. giseg? =0 6zelligini saglayan
dual birimdir (Veldkamp 1976).
kiimesi ID ile gésterilir. a =a+&a’veb =b+&b”
dual sayilarinin toplami ve ¢arpimi sirasiyla

a+b=(a+b)+e(@ +b")

Dual sayilarin

ve
ab=ab+e(ab* +a’b)

biciminde tanimlanir (Blaschke 1945, Hacisalihoglu

1983). Reel kismi sifir olan dual sayilarda boélme

islemi tanimh olmadigindan ID kumesi bir cisim

degil halkadir. N > licin&" =0 oldugundan bir dual
degiskenli f (@) fonksiyonunun Maclaurin serisine

actlimi

f(@Q)=f(a+ea’)=f(@)+ea f'(a),
bigimindedir. Burada f’(a), f(a) fonksiyonunun
a ya gore tlrevidir (Bottema ve Roth 1979).

Dual sayilara benzer sekilde, a,a" e IR® olmak
d=a+ega
tanimlanir (Schaaf 1988). Dual vektorler kiimesine

Uzere bir dual vektor biciminde
ID halkas! tzerinde dual uzay ya da ID -modiil
denir ve 1D? ile gosterilir.
d=a+sa veb=b+eb dual vektorlerinin
dualLorentziyen i¢ carpimi ve vektérel carpimi
sirasiyla

<€1,6>:<a,b>+g(<a,b*>+<a*,b>)
ve

éxB:axb+€(axb*+a*xb),
biciminde tanimlanir (Ugurlu ve Caliskan 1996).
Burada <,>, Lorentziyen i¢ c¢arpimi ve x,
Lorentziyenvektorel carpimi gosterir. atimelike
(sirastyla spacelike, lightlike) ise 8 =a+ £a" dual
vektorine timelike (sirasiyla spacelike, timelike)
dual vektor denir (Ugurlu ve Caliskan 1996). Dual
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Lorentziyen vektorlerin kiimesine duallLorentziyen
uzay denir ve IDl3 ile gosterilir (Ugurlu ve Caliskan

1996).

d=a+eca" elD’olmak (izere <a,a>=1 ve

<a,a*> =0 o&zelliklerini saglayan & dual vektériine

birim  dualspacelike  vektér  denir.  Birim

dualspacelike vektorlerin kiimesine dualLorentziyen
birim kire denir ve S~12 ile gosterilir (Ugurlu ve
Caliskan 1996).

ﬁveﬁ iki dualtimelike vektor olsun.

<6~1, 6> = —||§||H6HCOSh 6 olacak sekilde

6 =60+ 6" dual sayisina, & ve b dual vektorleri
arasindaki dual hiperbolik agi denir (Ugurlu ve
Caliskan 1996).

ID® dual uzayin birim dual vektérleri, IR® cizgiler
uzayinin yonli dogrularina birebir karsilik gelir
(Guggenheimer 1956). Bu karsilik getirmeye E.Study

déniisimii denir (Study 1903). IR®cizgiler uzayi

yerine IRf'Lorentziyen uzay alinirsa, E.Study

dontsimi su sekilde ifade edilebilir: ”§12
Lorentziyen birim dual kiirenin spacelike birim
vektorleri, IR’ Lorentziyen uzayin yonlii spacelike

dogrularina birebir karsilik gelir” (Ugurlu ve Caliskan
1996).

3. Robot Ug-islevci ve Dual Arag Catis

Ryuh ve Pennock(1988, 1990), Oklidyen uzayda
robot ug-islevci hareketinin diferansiyel 6zelliklerini
incelemek igin, ug-islevci Uzerinde bir arag¢ catisi
tanimlamislardir. Bu boélimde, (Ryuh ve Pennock
1988,
tanimlanan arag¢ c¢atisina benzer sekilde, Lorentz

Ryuh ve Pennock 1990)calismalarinda
uzayda hareket eden bir robot ug-islevci igin arag
catisi tanimlanacaktir. Daha sonra, arag catisindaki
vektorler yerine yonli dogrular alinarak robot ug-
islevci Uzerinde bir dual arag gatisi tanimlanacaktir.
Dual arag catisi, hareketin diferansiyel 6zelliklerinin
belirlenmesinde 6nemli bir rol oynayacaktir.

Arac catisi, robot ug-islevciye siki bir sekilde bagl, li¢
ortogonal birim vektérden olusur. Sekil 1 de
gosterildigi gibi, bu vektérler: O yénlenme vektori,
A vyaklasim vektori ve N normal vektordir. Arag
catisinin orijinine ara¢ merkez noktasi denir. Bu
calismada, robot ug-islevcinin, A yaklasim vektori
timelike, O yoénlenme vektériive N normal vektér
spacelike olacak sekilde kisith bir hareket yaptig
varsayllmaktadir. Arag ¢atisini olusturan vektorlerin
farkh Lorentziyen karakterleri icin, benzer islemler
yapilarak istenen sonuclar elde edilebilir.

Robot hareket

ederken ara¢ merkez noktasindan gecen ve O

uc-islevci Lorentziyen uzayda
spacelike yonlenme vektérine parallel olan bir
dogru bir regle ylizey cizer. Bu regle ylizey
X(t,v)=a(t)+v R(t),

biciminde ifade edilebilir. Burada a regle yiizeyin
dayanak egrisi ve ayni zamanda robot ug-islevcinin
izledigi yoriingedir. R, O yénlenme vektériine
paralel olan regle yizeyin ana dogrularinin sabit
buyukluklt yon vektoriudiur ve R ye doguran denir.
tise zaman parametresidir. R vektériiO yénlenme
vektériine paralel oldugundan, bir spacelike
vektordir. Bu calismada X(t,V) regle yizeyinin
spacelike regle yiizey oldugu varsayilmaktadir.
Hareket esnasinda A timelike yaklasim vektori
A timelike

yaklasim vektori ile dayanak egrisi Uzerindeki

regle ylzeye daima dik olmayabilir.

timelike ylzey normal (S, ile gosterilsin) arasinda
bir hiperbolik agi olabilir (bkz. Sekil 1). Bu aglya
hiperbolik spin agisi denilebilir ve 77 ile gosterilebilir.
Boylece, alti serbestlik derecesine sahip robot ug-
islevci hareketi, bes bagimsiz parametre ile ifade
edilen bir spacelike regle yiizey ve hiperbolik spin
acist ile tam olarak ifade edilebilir.

Simdi, arag catisinin birim vektorleri yerine yonli
dogrular alarak dual arag ¢atisini tanimlayalim. Bu
dogrular, arag merkez noktasindan gecen ve O
spacelike yonlenme vektériine, A timelike yaklasim
vektoériine ve N spacelike normal vektériine paralel
olan dogrulardir.  E.Studydoénisimiinden, bu

dogrulara g birim dual vektor karsilik gelir. Bu birim

dual vektorler O, A ve N ile gosterilebilir ve
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sirastyla dual yonlenme vektorl, dual yaklasim
olarak

vektor

vektéri  ve dual normal

isimlendirilebilirler.

o

Arag merkez noktasi

Sekil 1. Bir robot ug-islevcinin dual arag ¢atisi ve spin agisi.

4. Robot
Ozellikleri
Spacelike ve timelike regle yizeylerin dualDarboux
catilari, Onder ve Ugurlu (2013, 2015) tarafindan
detayl bir sekilde verilmistir. Bu bélimde, (Onder ve

Ug-islevci Hareketinin Diferansiyel

Ugurlu 2013, Onder ve Ugurlu 2015)calismalarinda

izlenen prosedir kullanilarak, robot uc-islevci
hareketi sirasinda olusan spacelike regle yiizeye
karsilik gelen duallLorentziyen birim kiiresel timelike
egrinin dualDarboux ¢atisi verilecektir. Daha sonra,
dualDarboux catisi ile dual arag gatisi arasinda iliski
kurularak robot ug-islevci hareketinin zamana bagli
diferansiyel 6zellikleri belirlenecektir.
Lorentziyen uzayda robot ug-islevci hareketi
sirasinda uc-islevciye siki bir sekilde bagh olan
dogrunun cizdigi spacelike regle yizeyi, islem
kolayligi olmasi bakimindan, zaman parametresi
yerine regle ylizeyin doguranlarinin kiiresel gosterge
egrisinin yay uzunlugu parametresi cinsinden
X(s,v) =a(s)+V R(s)
biciminde ifade edelim. Burada a regle yiizeyin
dayanak egrisi (robot ug-islevcinin izledigi yol), R
regle ylzeyin ana dogrularinin sabit buyukIukIG
spacelike yon vektorl, S, doguranlarin kiresel

gosterge egrisinin yay uzunlugu parametresidir ve

s(t) =j

dR
— || dt
dt
biciminde elde edilir. Ayrica dualDarboux catisinin
uzerinde tanimh oldugu X(s,V) regle ylzeyinin
bogaz cizgisi C ile gosterilir ve p = <a', R') olmak
Uzere

c=a+uR

biciminde ifade edilebilir.

E. Study donlusiiminden, robot uc-islevciye siki bir
sekilde bagl
spacelike regle yizey, duallLorentziyen birim kiire

olan bir dogrunun olusturdugu

Uzerinde bir timelike egriye karsilik gelir. Bu dual egri
€(s)=e(s)+&e’(s) biciminde ifade edilebilir.

Burada €, doguran yoniinde birim spacelike

vektordiir, €, & vektériiniin orijine gére moment

vektoriidiir ve €* =cxe esitligi ile bulunabilir.

Dual Lorentziyen birim kiiresel timelike egrinin
dualDarboux catisi regle ylizeyin bogaz cizgisinden
gecen ve birbirine dik olan i¢ dogrudan olusur. Bu
Uc¢ dogruya karslilik gelen (¢ birim dual vektor vardir
ve dualDarboux catisinin birinci birim dual vektori
dual egrinin kendisidir. Dual egrinin dual yay
uzunlugu, A =det(c’,e,t) olmak tzere

s =[] &) |du=[@+za)du=s+c[Adu.
0 0 0

biciminde verilebilir (Onder ve Ugurlu 2015). Dual
Darboux c¢atisinin ikinci ve Uglincli birim dual
vektorleri sirasiyla
- dé
t = —=

él
ds ¢

= =t+¢&(cxt).
X (cxt)

ve
g=—€xt=g+e(cxQ).

biciminde bulunabilir (Onder ve Ugurlu 2015).

Burada t =€’ bir timelike vektér ve g = —ext bir

spacelike vektor ve C regle ylizeyin bogaz ¢izgisidir.

Dual Darboux ¢atisinin tirev formdlleri

dé 0 1 0} €&
E'E:10;/t~,(4.1)
g] [0 ¥ O]9

biciminde ifade edilebilir. Burada ¥ ya dualjeodezik

egrilik denir.
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Avef
hiperbolik aci % = @+ & @" olsun. Burada ¢*, A ve

birim dual vektorleri arasindaki dual

t birim dual vektérlerine karsilik gelen dogrular
arasindaki en kisa Lorentziyen uzaklik, yani doguran
Uzerinde bogaz cizgisi ile dayanak egrisi arasindaki
uzakhk olan ,u||R||dir, @ ise bu dogrular arasindaki
hiperbolik agidir. @ hiperbolik agisi, hiperbolik spin
acisi ile regle ylizeyin dayanak egrisi ve bogaz cizgisi
Uzerindeki timelike normaller arasindaki hiperbolik
ac¢inin toplamina esittir, yani ¢ =1+ o dir.

Arag
merkez
noktasi

N\

Dayanak

egrisi
|~ Doguran

| —

N

Bogaz ¢izgisi

Sekil 2. Robot ug-islevci hareketi sirasinda dayanak egrisi
ve bogaz cizgisi arasindaki iliski.

Dual Lorentziyen birim kiresel timelike egrinin
dualDarboux catisi ile robot ug-islevcinin dual arag
catisi arasinda

ol 1 0o o0

é
A|=|0 coshp sinha || T [(4.2)
N| [0 sinhp cosh@ || §

biciminde bir iliski vardir. Denklem (4.2) nin tirevi
alinip denklem (4.1), bu tiirevde yerine yazilirsa

o’ 0 1 0
A’ |=|sinhp &sinh@p & coshp
N'| |[coshg Scoshg &Ssinhg || §

~ M

elde edilir. Burada & =@ + 7 dir ve tiirevler dual

yay uzunlugu parametresi S ye gore alinmistir.

Denklem (4.2) kullanilarak dual arag catisinin tirev
formiilleri yine dual arag catisi cinsinden

o’ 0 coshp -sinh@]l O
A'|=|coshp 0 5 Al
N'| |sinhg & 0 N

biciminde elde edilir. Dual arag gatisinin dual ani
donme vektori ise

W, =—8 O—sinhp A+coshp N
olarak bulunur. Denklem (4.2) kullanilarak dual arag

catisinin dual ani donme vektori, dualDarboux
catisinin elemanlari cinsinden

Wy =—0 6+ § (4.3)
ifade edilebilir.  Robot
hareketindeki dual ara¢ catisinin dual ani dénme

biciminde ug-islevci
vektdri W, =W, +&WS, dual kiiresel hareketin

dual hiz dualPfaff
(Hacisalihoglu 1972) ile ayni roll oynar. Dolayisiyla

vektori  olan vektori

W, , robot ug-islevci hareketinin dual hiz vektori

olarak ele alinabilir. Boylece Lorentziyen uzayda
hareket eden bir robot ug-islevcinin hareketinin,

WO
[ |

acisi ile bir donmesinden ibaret oldugu soéylenebilir.

dual arag ¢atisinin ekseni etrafinda ||VTIo || dual

Bu dual hareket, Lorentziyen uzayda hem 6teleme
hem de donme hareketine karsilik gelir. Boylece,
dual arag catisinin ani donme vektorinin reel ve

dual kisimlari olan W, ve W sirasiyla robot ug-

islevci hareketinin ani agisal hiz vektori ve ani lineer
hiz vektorine karsilik gelir. Denklem (4.3) reel ve
dual kisimlarina ayrilirsa
W, =—oe+ g (4.4)

ve

W, =—ode" —o5'e+g"(4.5)
elde edilir. Burada W, ve Wg vektérleri, R nin
kiiresel gosterge egrisinin yay uzunlugu parametresi
olan s cinsinden bulunmustur. Robot ug-islevci
hareketinin zamana bagl diferansiyel 6zelliklerini
belirlemek icin (4.4) ve (4.5) de verilen ani agisal ve
lineer hiz vektorleri, t zaman parametresi ile
iliskilendirilmelidir. Simdi Lorentz uzayda hareket
eden bir robot uc-islevcinin zamana bagl lineer ve
acisal hizlarini asagidaki sonug ile verebiliriz.
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Sonug 4.1.Lorentz uzayda hareket eden bir robot ug-
islevci hareketi, X(S,V) =ea(S)+V R(S) spacelike
regle ylizeyi ve 77 hiperbolik spin agisi ile verilsin.
Robot ug-islevcinin lineer ve agisal hizlari sirasiyla
vV, =W, $ (4.6)
ve
vV, =W, S(4.7)
bicimindedir. Burada Wg ve W,, sirasiyla (4.5) ve

(4.4) denklemlerinde verildigi gibidir ve nokta,

e .. ds
Zamana gore turevi gosterlr, yani S= adlr.

(4.3) denkleminin tdrevi alhinir ve (4.1) denklemi
kullanilirsa, dual arag¢ gatisinin dual ani dénme
vektorindn tlrevi

W, =—0'6-9't  (4.8)
olarak elde edilebilir. (4.8) denklemi reel ve dual
kisimlara ayrilirsa

W, =-8'e—¢'t  (4.9)
ve

W, =-5'e" —6"e—¢'t' -9 t (4.10)

’ ! .
bulunur. Burada W, ve W( sirasiyla ani agisal hiz

vektori ve ani lineer ivme vektoridir. Bu vektorler
de zaman parametresi ile iligskilendirilerek Lorentz
uzayda hareket eden bir robot ug-islevcinin lineer ve
acisal
verilebilir.

ivmelerine iliskin sonu¢ asagidaki gibi

Sonug 4.2.Lorentz uzayda hareket eden bir robot uc-
islevci hareketi, X(s,V) =a(s)+V R(S) spacelike
regle ylizeyi ve 7 hiperbolik spin agisi ile verilsin.
Robot ug-islevcinin lineer ve agisal ivmeleri sirasiyla

a, =W, §+w)'s?(4.11)
ve

a, =W, §+w,'$*  (4.12)

bicimindedir. Burada WS' ve WO' siraslyla (4.10) ve

._d’s
(4.9) denklemlerinde verildigi gibidir ve § = Fdir.

Simdi bir robot hareketinde

karsilasilabilecek bazi 6zel durumlari ele alacagiz. Bu

ug-islevci

0zel durumlardan biri, robot uc-islevci hareketi

boyunca 7 hiperbolik spin agisinin sabit kalma
durumudur. Daha 6zel olarak, 77 hiperbolik spin
acisi sifir da olabilir, yani hareket boyunca robot ug-
islevci, regle ylzeye Lorentz anlamda daima dik
olabilir. Bir diger 6zel durum ise, robot ug-islevcinin
izledigi yoriingenin regle ylzeyin bogaz gizgisi olmasi
durumudur, yani regle ylzeyin dayanak egrisi ile
bogaz cizgisi ayni egridir. Dolayisiyla dayanak egrisi
ile bogaz c¢izgisi arasindaki uzakhk ve bu egriler
Gzerindeki ylzey normalleri arasindaki agi sifirdir. Bu
ozel durumlar i¢in asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 4.3.Lorentz uzayda hareket eden bir robot ug-
islevci hareketi, X(s,V) =a(S)+V R(S) spacelike
regle ylizeyi ve 17 hiperbolik spin agisi ile verilsin. 7
hiperbolikspin acisi sabit ise robot uc-islevcinin
lineer ve agisal hizlari sirasiyla

v, =(—(c'+y)e"—5e+g")s
ve

Va=(—(c'+7y)et+Qg)s

bicimindedir.

Sonug 4.4.Lorentz uzayda hareket eden bir robot ug-
islevci hareketi, X(s,V) =a(S)+V R(S) spacelike
regle ylizeyi ve 17 hiperbolik spin agisi ile verilsin. 7
hiperbolikspin agcisi sabit ise robot ugc-islevcinin
lineer ve agisal ivmeleri sirasiyla
a =(—(c’'+y)e"-oe+g")s
+(—(c"+y) e =8"e—o't" —p"1)$?
ve
a,=(-(c'+y)e+g)S+(-(a"+y)e-¢'1) ¢’
bicimindedir.

Sonug 4.5.Lorentz uzayda hareket eden bir robot ug-
islevci hareketi, X(s,V) =a(S)+V R(S) spacelike
regle yiizeyi ve 1 hiperbolik spin agisi ile verilsin.
robot ug-islevcinin izledigi yoriinge regle yizeyin
bogaz cizgisi ise robot ug-islevcinin lineer ve acisal
hizlari sirasiyla

v =(-(7'+y)e"—ye+tg’)s
ve

Va=(('+y)e+0)s

bicimindedir.
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Sonug 4.6.Lorentz uzayda hareket eden bir robot uc-
islevci hareketi, X(s,V) =a(s)+V R(S) spacelike
regle yuizeyi ve 1 hiperbolik spin agisi ile verilsin.
robot ug-islevcinin izledigi yoriinge regle ylizeyin
bogaz cizgisi ise robot uc-islevcinin lineer ve acisal
ivmeleri sirasiyla
a =(-(n'+y)e" —ye+g’)s
" ! * *! Popky 22

+(("+y)e —ye—n't7)s

ve
a,=(-('+y)e+g)s+(-("+y)e-n't) ¢

bicimindedir.

Ornek 4.7.Bir robot ug-islevcinin Lorentziyen
uzaydaki hareketi, X(t,v)=(t, vcosht, vsinht)
denklemli ikinci tip helikoid yiizeyi (Dillen ve Sodsiri
2005) ve i hiperbolik spin agisi ile verilsin (bkz. Sekil
3). Bu yizey —1<Vv<1l icin bir spacelike regle
ylzeydir. Bu regle vylzeyin dayanak egrisi ve
sirastyla a(t)=(t,0,0) ve

R(t) = (0, cosht, sinht) dir. pu={(a',R)=0

oldugundan bu regle ylizeyin dayanak egrisi ayni

doguranlari

zamanda bogaz cizgisidir, yani C=adir. E.Study
donltsimiinden, bu regle ylizeye karsilik gelen bir
dualLorentziyen birim kiiresel timelike egri vardir.
Bu dual egri

€(s) = (0, cosh s, sinh s) + £(0, ssinh s, scosh s)
olarak elde edilir. Burada S, doguranlarin kiresel
gosterge egrisinin yay uzunlugu parametresidir.
Dual egrinin Darboux catisinin birinci birim dual

vektori, €(S)dual egrisidir. Dual Darboux gatisinin
ikinci ve Gglnci birim dual vektorleri sirasiyla
t(s) =(0, sinhs, cosh s) +&(0, scosh s, ssinh s)
ve
d(s)=(10,0)
biciminde bulunur. Denklem (4.1) kullanilarak,
dualjeodezik egrilik ¥ =y +&y" =0+£0 olarak
bulunur. Dayanak egrisi ayni zamanda bogaz ¢izgisi
oldugundan, dayanak egrisi ve bogaz cizgisi
arasindaki uzaklik @" =0 dir ve bu iki egri izerindeki
ylizey normalleri arasindaki a¢i o =0dir. Béylece
@ =nve S = n' olarak bulunur. Dual arag gatisinin
dual ani dénme vektori
W, =W, +ewg = (L,—7n'coshs,—n'sinh s)
+¢£(0,—n'ssinh s,—;'scosh s)
biciminde bulunur. Robot uc-islevcinin agisal ve
lineer hizt W, ve W vektorlerinin sirasiyla (4.7) ve

(4.6) denklemlerinde yerine yazilmasi ile bulunabilir.
Dual arac¢ catisinin dual ani donme vektoriiniin
turevi alinarak

WS =wg +ew))
=(0,—n"coshs—n'sinh s,—n"sinh s —n'cosh s)
+¢£(0,—n"ssinhs —n'scosh s,—n"scosh s —7'ssinh s)

bulunur. Robot ug-islevcinin agisal ve lineer ivmesi

ise Wo' ve WS' vektorlerinin sirasiyla (4.12) ve

(4.11)
bulunabilir.

denklemlerinde yerine yazilmasi ile
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sekil 3.ikinci tip helikoid ylzeyi ve 1 hiperbolik spin agisi ile verilen birrobot ug-islevci hareketi.

5. Sonuglar

Bu galismada, bir robot ug-islevci hareketinin, robot
ug-islevciye bagli bir dogru tarafindan olusturulan
spacelike regle ylzeye karsilik gelen dualLorentziyen
birim kiresel timelike egrinin egrilik teorisi
kullanilarak incelenebilecegi gosterilmistir. Robot
ug-islevci hareketinin zamana bagh diferansiyel
Ozellikleri olan lineer ve agisal hizlar ile lineer ve
acisal ivmeler belirlenmistir. Bu diferansiyel
ozellikler, robot yoriinge planlamasinda 6nemli
rollere sahiptir. Kullanilan dual yontem sayesinde,
iki parametreye sahip bir spacelike regle ylizey, dual
uzayda bir parametreli bir Lorentziyen birim kiiresel
timelike egri olarak ele alinir. Béylece kullanilan
formiller daha basit bir sekilde ifade edilebilir ve
parametre fazlaligindan kaginilir. Bu c¢alismanin
Lorentz uzayda robot yoriinge planlamasi alanina
katki saglayacagina inanilir. Literatlirde var olan reel
uzaydaki regle yuzeylerin egrilik teorisi kullanimi ile
bu calismada anlatilan dual uzaydaki bir Lorentziyen
kullanimi

birim kiresel egrinin egrilik teorisi

arasinda hesaplama strelerini kiyaslayacak bir
bilgisayar programi olusturulmasi, ilerideki calisma

konularindan biri olabilir.
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