Academic Platform Journal of Engineering and Science 7-2, 316-323, 2019

A Academic Platform Journal of Engineering and Science
ACADEMIC

PLATFORM

journal homepage: http://apjes.com/

Dynnikov Koordinatlar ve r;—Train Track Grafikleri

*1Saadet Oykii Yurttas, > Umut Giingoriir
! Dicle Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Béliimii, 21280, Diyarbakar, Tiirkiye, saadet.yurttas@dicle.edu.tr,
2 Dicle Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Béliimii, 21280, Diyarbakar, Tiirkiye, umut_gungorur2106@hotmail.com.tr,

Arastirma Makalesi Gelis Tarihi: 09.11.2018 Kabul Tarihi: 07.02.2019

Oz

Verilen bir yilizeyde taniml ¢oklu egrileri koordinatlandirmanin aligilmis bir yolu train track grafiklerini kullanmaktir. Yiizeyin
sonlu noktas: ¢ikarilmig D,, diski olmasi durumunda ise goklu egrilerin kiimesi ile Z2"*~*\{0} arasinda birebir ve rten bir
doniistim veren Dynnikov koordinat sistemi ¢oklu egrileri koordinatlandirmak igin alternatif ve etkili bir yol sunar. Bu
calismada, D, de verilen bir ¢oklu egrinin belirli tipten bir train track grafigi olan m;—train track grafigi koordinatlarini
Dynnikov koordinatlarina baglayan gegis formiilleri sunulmustur.
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Abstract

A well known way to coordinatize multicurves on a given surface is to use train tracks. In the case where the surface is the n—
punctured disk D,, an alternative and efficient way to coordinatize multicurves is achieved by the Dynnikov coordinate system
which gives an explicit bijection between the set of multicurves on D,, and Z2"~*\{0}. In this paper we introduce transition

formulae between Dynnikov coordinates and the so—called mr;—train track coordinates of a given multicurve on D,,.
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1. GIRiS

Verilen bir yiizeyde tanimli ¢oklu egriler-birbirinden
ayrik basit kapali esas egrilerin homotopi siniflarinin
olusturdugu sistemler (bkz. 2. Bolim)-disik boyutlu
topoloji ve hesaplamali topolojide merkezi bir rol
oynamaktadir. Boyle sistemler genellikle Dehn—Thurston
koordinatlar1 veya train track koordinatlar1 tarafindan
tamimlanmaktadir [14, 2, 11, 12]. Yiizeyin n-noktasi
cikarilmig D,, diski (n adet isaretlenmig noktali disk) olmast
durumunda ¢oklu egrileri tanimlamanin alternatif ve
olduk¢a kullanmighh bir yolu ¢oklu egrilerin kiimesi ile
Z?>"~*\{0} (n = 3) arasinda birebir ve drten bir fonksiyon

tanimlayan Dynnikov koordinat sistemini kullanmaktir
[5, 6, 13, 3, 4, 10, 17, 18, 19, 20]. Dinamik sistemlerde
oldukc¢a genis bir uygulama alani1 olan Dynnikov koordinat
sistemi, n-Orgii Grubunda [1] kelime probleminin ¢dziimii
[3], pseudo—Anosov tipinden Orgiilerin topolojik entropi ve
diger dinamiksel 6zelliklerinin hesaplanmasi [13, 8, 10, 18,
9] problemlerinde kullanilmistir. Ayrica, bir ¢oklu egrinin
baglantili olup olmadigini polinomsal zamanda hesaplayan
bir algoritmanin varlig1 agik problemi [7] uzun bir aradan
sonra D, durumu i¢in Dynnikov koordinatlar1 verilen bir
¢oklu egrinin tam olarak ka¢ pargadan olustugunu kuadratik
zamanda hesaplayan bir algoritma tanitilarak ¢oziilmistiir
[19]. Bunun sonucunda D,, de verilen iki keyfi g¢oklu
egrinin  geometrik  kesisim sayist yine Dynnikov
koordinatlar1 cinsinden kuadratik zamanda c¢alisan bir
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algoritma ile hesaplanmistir [20]. Yiizey
homeomorfizmalarinin dinamigi [7, 16, 10, 18] ve egriler
ile ilgili kombinatorik problemleri [15, 19, 20] calismak
icin en sik kullanilan koordinat sistemlerinden biri de train
track grafikleridir [14, 2, 11, 12]. Bir 7 train track grafigi
diigme ad1 verilen koseler ve dal adi verilen kenarlardan
olusan, her bir diigmede bir tek teget vektorii bulunan ve
belli geometrik dzellikleri saglayan bir CW—komplekstir. t
tizerinde bir ¢apraz dlgiim, T” nun her bir dalina negatif
olmayan ve diigme kosullar: olarak adlandirilan belli lineer
denklemleri saglayan sayilar tayin eden bir fonksiyondur.
Bir capraz 6l¢iim ile donatilmis train track grafigine ol¢iilii
train track grafigi denir. Boyle grafikler coklu egrileri
koordinatlandirmanin bagka bir yolunu sunar. Daha acik
olarak, W(r), 7 ile iliskili ¢apraz Olgiimler uzaymi
belirtmek tizere, bir £ c¢oklu egrisi, W(t) uzayindaki bir
capraz Olglim tarafindan ortaya g¢ikiyorsa L, t tarafindan
tasmmiyor denir ve ilgili olgller £’ nin train track
koordinatlar: olarak adlandirilir.

Bu makalenin amaci n-noktasi ¢ikarilmig D,, diski {izerinde
taniml1 ¢oklu egrilerin Dynnikov koordinatlart ile belirli
tipten bir train track grafigi olan m;-train track grafigi
koordinatlar1 arasinda gecis formiilleri sunmaktir. ikinci
boliim sonuglarimiz i¢in gerekli altyapt materyalini
icermektedir. Daha agik olarak, ikinci bolimde D,,” de
tammli ¢oklu egrilerin kiimesi ile Z**~*\{0} kiimesi
arasinda birebir ve oOrten bir fonksiyon tanimlayan
Dynnikov koordinat sistemi ve g¢oklu egrilerin m-train
track koordinatlar1 detayh bir sekilde anlatilmistir. Uciincii
boliimde, makalenin odak noktasi olan koordinat sistemleri
arasindaki gecis formiilleri agiklayici resimler ve drneklerle
sunulmustur.  Literatiirde bu iki koordinat sistemi daha
once karsilastirlmamistir. Bu karsilagtirmanin train track
grafikleriyle ¢dzlilmesi zor goriinen bir ¢ok dinamiksel ve
kombinatorik probleme 1sik tutmasi beklenmektedir.

2. MALZEME VE YONTEM

D,, (n = 3), diizlemde n—noktas1 ¢ikarilmis (n adet
isaretlenmis noktali) bir disk olsun. D,’ de disk, 1 adet
isaretlenmis noktasi olan disk veya halka sinirlamayan basit
kapali egriye esas egri denir. D,,’ de birbiriyle kesismeyen
sonlu sayida esas egrinin homotopi siniflarinin bir birlesimi
¢oklu egri olarak adlandirilir (Sekil 1).

: -

Sekil 1. Dy da bir ¢coklu egri
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2.1. Dynnikov Koordinat Sistemi

D,,” de tamiml1 ¢oklu egrilerin kiimesi £,, ile gosterilsin. D’
nin Sekil 2 de gosterildigi gibi standart bir modelini alalim
(isaretlenmis noktalar diskin yatay eksenindedir). A,, D,’
de u¢ noktalar1 diskin dis sinir1 dD,, ve diskin isaretlenmis
noktalar tizerinde bulunan yaylarm kiimesi olsun. Sekil 2
de gosterilen a; (1<i<2n—4)ve f; 1<i<n-1)
yaylarimni disiinelim. a,;_3 Ve ay;_, (1 < i < n) yaylan i—
inci igaretlenmis noktayr diskin sinirina birlestirirken, S;
yaywin her iki u¢ noktasi1 dD,,’de yer alip, i—inci ve i + 1—
inci isaretlenmis noktalar arasindan gegmektedir.

Bu yaylar, 2n — 4 tanesi tiggensel olmak iizere diski 2n —
2 (kapal1) bolgeye ayirir. Diskin dis sinirt tek bir nokta ile
eslestirildiginde i-inci isaretlenmis noktanin (1 <i < n)
solunda ve saginda yer alan her bir bolge 3 yay tarafindan
simirlandirildigindan  iiggenseldir.  i—inci  igaretlenmis
noktanin solundaki A,;_; bolgesi, a,i_3 a5, Ve Bi_;
yaylariyla ve sagindaki A,;_, bolgesi, ay;_3, azi_» V€ B;
yaylariyla sinirlidir. Diskin en solundaki ve en sagindaki A,
ve A,,_5 bolgeleri sirasiyla, 5; ve B,_; ile siirhdir. £ €
L, coklu egrisinin a; ve fB; yaylarint minimum sayida kesen
minimal bir temsilcisi her zaman bulunabilir. £ nin
minimal temsilcisi L ile gosterilsin. a; ve f§;, L’ nin sirasiyla
a; Ve f5; yaylari ile olan kesisim sayisina karsilik gelsin. «a;
ve f3; sembollerinin, ne zaman yaylara, ne zaman yaylar
tizerindeki kesisim sayilarina karsilik geldikleri makale
boyunca agikea belirtilecektir.

S

_—]

\\\

Sekil 2. a; ve [5; yaylari

8: L, > 73775 iicgen koordinat fonksiyonu,

(L) = (g, s Aop—g; Bry s Pn=1) (1)

olarak tammlanir. Ornegin, Sekil 3 ° de gdsterilen £ ¢oklu
egrisinin tiggen koordinatlari

6(L) = (aq, az, az, ay; B, B2, B3) = (2,8,5,3;10,8,2)
olarak verilir.

@)
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Sekil 3. §(L) = (2,8,5,3;10,8,2)

Verilen bir egrinin  iiggen koordinatlar1 her iiggensel
bolgede iicgen esitsizligi ve coklu egrilerin bazi ek
Ozelliklerini  saglamalidir (Grnegin, L basit kapal
egrilerden olustugundan her bir B; yayini dolayisiyla her bir
ayi_1 U ay; birlesimini ¢ift sayida kesmelidir). Bu nedenle
73175 kiimesinden alinan her vektdr bir ¢oklu egriye
karsihk gelmeyebileceginden &: L, - Z31~5 fonksiyonu
orten degildir. Bununla birlikte tiggen koordinatlarin belirli
bir lineer bilesimi olan ve 1 < i < n — 2 olmak iizere

_ Q2i— Qi1 _ Bi—Bit+1
q =200 ye py =i 3)

p(L) = (a,b) = (ay, ., Ap_2; by, ., bp2) (4

olarak tanimlanan p: £, — Z2"~*\{0} Dynnikov koordinat
fonksiyonu birebir ve ortendir [10, 17, 18, 19, 20].

Sekil 3° de wverilen L ¢oklu egrisinin Dynnikov
koordinatlar1 p(£) = (a,b) = (3,—1;1,3)’ dir. Yardimct
Teorem 2.1 Dynnikov koordinat fonksiyonunun tersini
vermektedir [17]. Makalenin tamaminda x; = max(xy, 0)
ve [x], x’ den kiigik olmayan en kiigik tamsayiy
gostermektedir.

Yardimer Teorem 2.1. (a,b) € Z*"~*\{0} vektorii liggen
koordinatlar1 asagida verilen bir ve yalniz bir £ € £, ¢oklu
egrisine karsilik gelir.

B =2 max [lal +bf +3ii b]-238ii b, (5)

1<ksn-2
. By
{(—1)1%/21 + % fobryp20
a; = i B i 6
' (=D'ary + 1+2F 2l bryp1<0 ©

2.2. Train Track Koordinatlar:

Bu boliimde train track grafikleri [2, 11, 12]
tanitilacak, ¢oklu egrilerin bu  grafiklerle nasil
koordinatlandirildig1 gosterilecektir.
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Tamim 2.2. D, iizerinde T train track grafigi, digme adi
verilen koselerden ve dal adi verilen kenarlardan olusan ve
her bir diigmesinde bir ve yalniz bir T,(t) teget vektorii
bulunan D,> e gémiili 1-boyutlu bir CW komplekstir.
Ayrica, D, — T’ nun her bir bileseni ya bir isaretlenmis
noktali bir p-gen (p=1) ya da isaretlenmis nokta
icermeyen bir k-gen (k = 3) olmalidir (Sekil 4).

A

Sekil 4. Bir isaretlenmis noktali 1-gen ve isaretlenmis
nokta igermeyen bazi cokgenler

Her bir v digmesinde T,(t) teget vektoril i¢in bir yon
belirleyerek  gelendallar  ve gidendallar  soyle
tanimlanabilir: v diigmesine bitisik bir e dalinin yonii T, ()
teget vektoriiniin yoniiyle aym ise e ye gelendal, aksi
takdirde gidendal denir.

Bu makalede 6zel bir train track grafigi olan m;—train track
grafigi [11, 12] kullanilacaktir (Sekil 5). Diger train track
grafik ornekleri igin drnegin [2] ye bakilabilir.

Tanim 2.3. (r—Train Track Grafigi)

D,’ de x; (0 <1i<n), i-inci igaretlenmis nokta
ile i+ 1-inci isaretlenmis nokta arasindaki araligi
gostersin. T, m;—train track grafigi asagidaki kosullari
saglar: x;;, Sekil 5’te gosterildigi gibi T° nun ug noktalart x;
ve x; araliginda olan yaylarimi gostermek iizere

* T’ nun tim diigmeleri x—ekseni iizerindedir ve
her bir x; araliginda T’ nun en fazla bir diigmesi vardir (x;
araliginda biri diskin iist yarisindan digeri altindan gelen
toplamda iki adet yay varsa burada diigme yoktur).

* v; ve vj swastyla X; ve x; araliklarindaki
diigmeler olmak iizere T nun v; ve v; ” yi birlestiren bir ve
yalniz bir dali vardir.

€]

Sekil 5. D, te 3 diigmeli, 4 kenarli, bir 7, —train track grafigi

Tamm 2.4. T lizerinde tanimli p ¢apraz Slgiimii en az bir e
dali ig¢in p(e) # 0 olacak sekilde t” nun her bir dalina
u(e) € R* sayisi tayin eden ve diigme kosullarim saglayan
bir fonksiyondur. Yani, her bir v diigmesi i¢in

Zv deki gelendallar H(e) = ZV deki gidendallar H(e) (7)
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dir. p gapraz 6l¢giimii ile donatilmig bir train track grafigine
Olgiilii train track grafigi denir. t tizerinde tanimli ¢apraz
6l¢timlerin uzay1 Wy (t) ile gosterilir.

Sekil 6. 7> nun bir lifli komsulugu. Burada yesil renkli lif
singiiler liftir

Tamm 2.5. T’ nun N komsulugunun Sekil 6’ da oldugu
gibi r:N—>t retraksiyonunun lifleri ile donatildigi lifli
komsulugunu diistinelim. Burada, T’ nun her bir diigmesi
igin r~(v) Sekil 6’ da gosterildigi gibi bir singiiler liftir.
Verilen bir £ € £, ¢oklu egrisinin homotopi sinifinda N
deki her bir life capraz olan bir temsilcisi varsa £, t
tarafindan tagmiyor denir ve L <t olarak yazilir. T

tarafindan tasinan ¢oklu egrilerin uzaym L(t) ile
gosterecegiz.

Sekil 7. Kirmiz1 egri T tarafindan taginmaktadir

Uyannt 2.6. Yukaridaki tanimlar Ol¢iilii train track

grafiklerinin £, coklu egriler uzay1 i¢in bir koordinat
sistemi verdigini sodyler: Bir ¢oklu egrinin T tarafindan
taginabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul t iizerinde tanimlt
bir ¢apraz Olgiiden elde edilmesidir (yani T nun her bir
diigmesi i¢in diigme kosullarini saglamasidir).

Sezgisel olarak, £ deki her bir egri tren raylarindan gegen
bir tren gibi diislinlilebildiginden train track tarafindan
taginmayan bir egri raylardan ¢ikan bir trene benzetilebilir.
Ayrica, asagida detayl bir sekilde agiklandigi lizere verilen
bir £ € £, ¢oklu egrisinin T train track koordinatlart T’ nun
her bir dalina paralel egri pargasi sayilarindan
olusacagindan T nun her bir e dali i¢in p(e) € Z* dir.
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2.3. Coklu Egrilerin Train Track

Koordinatlarindan Olusturulmasi

T, D, de e, e,...,e dallan ile verilen bir train track
grafigi olsun. T iizerinde (u(e,), ..., n(ex)) € ZX ¢apraz
6l¢timii verilsin. T nun N lifli komsulugunda her bir i igin
e; dalina paralel p(e;) ayrik yay cizelim. p ¢apraz dlgiim
oldugundan Tanim 2.4 geregi her bir v diigmesinde
gelendallarin sayist giden dallarin sayisina esit oldugundan
Sekil 8 de gosterildigi gibi gelendallar gidendallar ile ayrik
bir sekilde tek tiirli birlestirilerek basit kapali bir egri
sistemi elde edilir. D, — T, 0 — gen, 1 — gen, 2 — gen, bir
noktasi isaretlenmis 0 — gen veya halka i¢ermediginden
(n(eq), ..., n(ex)) bir goklu egri verir (Sekil 9). Buradan,
P Wy (1) = L(t) fonksiyonuna ulagilir. Tersine, £’ nin t
tarafindan tasindigini varsayalim. O zaman, £ tarafindan t
nun ey, ..., ex dallara atanan p(e;), ..., u(eyx) tamsayilart £
nin L < N, temsilcisinin e; dali fizerinden (y6n
gbzetmeksizin) gegme sayisi olarak verilir ve bunlar diigme

kosullarini saglar.
; \//I \/

3
Sekil 8. Her bir diigmede egri parcalari tek tiirlii birlestirilir

Buradan, y71: L£(t) —» Wy (1) ters fonksiyonu elde edilir.
Sonug olarak, Y.: Wy(t) - L(t) birebir ve orten bir
doniistimdiir.

Uyan 2.7. T, D’ de ey, e, ..., ey dallari ile verilen bir train
track grafigi ve £ < t olsun. £’ nin T nun dallarina tayin
ettigi (u(ey), ..., p(ex)) € ZX capraz Slgiimiine £ nin (T ya
gore) train track koordinatlari denir. Kolaylik agisindan,
(n(eq), -, nlex)) koordinatlarini €1,€5 v, €k ile
gosterecegiz.

ey, e, ..., e, sembollerinin, ne zaman dallara, ne zaman
koordinatlara karsilik geldikleri agik¢a belirtilecektir.

Sekil 9. Verilen bir egrinin train track koordinatlarindan
olusturulmasi

3. BULGULAR

Bu boliimde oncelikle Dynnikov koordinatlari verilen bir

coklu egrinin my—train track koordinatlar1 hesaplanacaktir.
Daha sonra literatiirde olduk¢a iyi bilinen Yardimer
Teorem 3.12 [3,4,6,10,13] kullamlarak m;—train track
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koordinatlar1  verilen bir
koordinatlar1 hesaplanacaktir.

¢oklu egrinin Dynnikov

3.1. A=Ay U--UAy_; Bolgesinde Yol Bilesenleri

Tammlar 3.1. L, £ € £, nin minimal bir temsilcisi olsun
(0<i<j<n-—-1). az_12i+1 Yyol bileseni (sirasiyla
0lpi2i+2 YOl bileseni), L’ nin u¢ noktalart oy;_; V& 49
(swrasiyla a,; Ve a,iy,) yaylar tlizerinde olan Ay U Ayiyq
bolgesindeki baglantili bilesenidir (Sekil 10). Benzer
sekilde, A = Aj; U -+ U Ayj_; bolgesinde L’ nin asagidaki
baglantili bilesenlerini tanimlayabiliriz (Sekil 10):

* a;; yol bileseni; u¢ noktalar1 a; ve a; lizerinde olan ve
hig bir x. (1 +[i/21<k<[j2]) araligin1 kesmeyen,

* xja; yol bileseni; u¢ noktalari x; araligi ve a; yay
iizerinde olan ve hi¢ bir x, (i<k<[j2] ) arahgm
kesmeyen,
. XE]- yol bileseni; u¢ noktalar1 x; ve x; araliklarinda olan,
hig¢ bir xi (i < k <j) araligini ve a, (i < k <j— 1) yayim
kesmeyen,
* xfj yol bileseni; u¢ noktalar1 x; ve x; araliklarinda olan,
hi¢ bir x, (i<k<j) araligm ve oy 1 (i<k<j—1)
yayimi kesmeyen baglantili bilesenlerdir.

-

Sekil 10. Ay; UAyq Ve A=Ay U--UA,;_; bogelerindeki
yol bilesenleri

Uyant 3.2. Verilen bir £ € £, ¢oklu egrisi i¢in Tanmim
3.1’de tamimlanan x;; sayilarinin £° nin tagindig1 m;—train
track grafikleri hakkinda bilgi verdigine dikkat ediniz.
Ornegin, Xg'3 # 0 ozelligindeki bir £ ¢oklu egrisi Sekil 9’
da verilen m;—train track grafigi tarafindan taginamaz.
Ustelik, verilen bir T 1;—train track grafigi igin £ < T ise Xjj
sayilari Tanim 2.3’ de verilen 1;—train track koordinatlarina
ulagmamizi saglar.

Ayrica, train track koordinatlarindan x;; yol bilesenlerine
ulagabiliriz: Verilen bir e dali diskin {ist veya alt yarisinda
kapsaniyor ise bir tek x;; yol bilesenine karsilik gelirken e
dali diskin hem st hem de alt yarisimt kesiyorsa birden
fazla x;; yol bileseninin bir birlesimidir (6rnegin, Sekil 16’
da gosterilen T, —train track grafigi i¢in e; dali xil_z Ve x5 3
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yol bilesenlerinin birlesimidir). Bu durumda, birlesimdeki

xj; yol bilesenlerinin sayisi birbirine esittir ve e dalina
karsilik gelen train track koordinatidir.
Yardimer Teorem 3.3. L, L€ £,” nin minimal bir

temsilcisi olsun. L> nin A, UA,,; bolgesindeki yol
bilesenleri

Q42 = min(o; — bﬁ/ﬂ' Qjyp — (_b)1++ﬂ/ﬂ)
olarak verilir.

(®)

Uyar1 3.4. i =j durumu igin formiillerin 6zel durumuna
dikkat ediniz. Yani, o; = o dir.

ispat. Genelligi kaybetmeden ispati Opi—12i+1 1¢in
yapacagiz. xj, L’ nin i + 1—inci isaretlenmis nokta ile i + 2—
inci isaretlenmis nokta arasindaki araligt kesme sayisim
gostersin.

it < Ot
(a) sy = oicg (b) i1 < ez

Sekil 11. o3j_1 »i4+1 yol bilesenlerinin hesaplanmasi
* Uyip1 = Oyi—q Olsun. Sekil 11(a)’ da gosterildigi gibi

— + +

Ozip1 = Oi—1 — b +X; —bj )

= 0pi-1 +X; — 2bf
dir. Ayrica
— +
O2i41 = Ogi—12i41 + X; — bj (10)
dir. Buradan,
— +
02i—1,2i41 = Ogi—1 — bj (11)
bulunur.
* 041 < 07 iken Sekil 11(b) * den yararlanarak
— +
0zi—1,2i+1 = Ozis1 — (—D)i41 (12)
elde edilir. Sonug olarak,
+,
0zi—1 — by’; Ozit1 = Opi—q
= + .
Q2i-12i+1 = | Ozi41 — (—b)i}q; Qi1 = Opj—g (13)
bulunur. Benzer sekilde ay; 54, yol bileseni
i — by Oziyz = Oy;

QAzirzit+z = ) Opj42 — (_b)i++1 Oiz < O (14)

olarak hesaplanir. oy;,, = ay; esitsizligi
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girz — (—b)iyy = oy — bf (15)
esitsizligine ve a,j,, < ay; esitsizligi

Oisz — (—b)fiy < 0y —bf (16)
esitsizligine denk oldugundan (Sekil 11)
Qiiyz = Min(ag — b,y iz — (=b)7 77 (7)
elde edilir.
Yardimer Teorem 3.5. L, £€ L£,” nin minimal bir

temsilcisi olsun. L’ nin A = Ay; U -+~ U Ayj_; bdlgesindeki
yol bilesenleri

02i-1,2j-1 = isrl?sijrll(azk—l,zk+l) (18)
Qzizj) = isrl?sijrll(azk,zkn) (19)

dir.

Ispat. Genelligi kaybetmeden ispati Opi—12j—1 16in
yapacaglz. ®yi,; benzer sekilde hesaplanir. Sekil 12° de
gortldiigii gibi ay;_q2j—1 yol bileseni her bir az_; (1<
k <j) yaymm kesen ancak hi¢ bir x, (i < k <j) araligim
kesmeyen bir yol bileseni oldugundan bdyle bilesenlerin
sayist  Apr_ 4 UAy (A <k<j—1) bolgelerindeki
Olpx—1 2k+1 Dilesenlerinin minimumuna esittir. Yani,

02i-1,2j-1 = isrlr<lsijII1(a2k'1'2k+1) (20)

dir.

—~1 1 N\

Xis2 X

Sekil 12. a,;_4 551 yol bilesenlerinin hesaplanmasi

Yardimer Teorem 3.6 L, L€ £, nin  minimal bir
temsilcisi olsun. O zaman,
Xjlpj—1 = |0(2i—1,2j—1 - 0‘21—3,2j—1| (21)
XiOpj = |0z2) — Q2,2 (22)
dir.
Uyan 3.7 Ik ve son araliklar igin formiillerin 6zel
durumlarina dikkat ediniz:

Yani, i = 0 igin Xo0pj_1 = Q_qj_1,Xo0pj = A_q2;j V€
I =ni¢in X, 051 = Opp-3,2j-1, Xnlaj = Uap—2 2j-

Ispat Tamimlar 3.1 geregi ve Sekil 13° deni < j iken
Ozi—12j-1 = XjOzj—1 + 0zi_32j-1 (23)
vei>jiken
Olzj—1,2i-3 = Xjlj—1 T 02j-12i-1 (24)
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Oldugundan XiO(2]-_1 = |O(21_1_2]-_1 - 0(21_3,2]-_1| elde Edi“r.
X;0y; benzer sekilde hesaplanir.

Xji1 Xji2 Xi

Sekil 13. X;0,j_4 yol bilegenlerinin hesaplanmasi

Teorem 3.8, L € L, ¢oklu egrisinin m,—train track
koordinatlarin1 vermektedir.

Teorem 3.8. L, £ € £’ nin minimal bir temsilcisi ve i < j
olsun. O zaman, x;; ve x{; asagidaki sekilde verilir.

ij = Xj0j—3 — XjUzj—1 (25)
xij = X{0pj—z — X{0p; (26)

Ispat. Tanimlar 3.1 geregi ve Sekil 14’ ten

Xj0pj-3 = XiL,lj + X051
dolayistyla x;; elde edilir. x{; benzer sekilde hesaplanir.

(1] 13 [T

"

Xit1 xXj

Sekil 14. x;; yol bilegenlerinin hesaplanmasi

Uyan 3.9 Yardimecr Teorem 3.6°da aj; = a; ve Teorem
3.8’ de x;; = x;; olduguna dikkat ediniz.

Ornek 3.10 D,te p(L) =(-1,1;—-1,1) Dynnikov
koordinatlar1 ile verilen bir ¢oklu egrinin m;—train track
koordinatlarin1 bulalim. Yardimci Teorem 2.1° den £’ nin
icgen koordinatlart §(L) =(3,1,1,3;2,4,2) olarak
bulunur.

Sekil 15. Dynnikov koordinatlar1 p(£) = (—1,1; —1,1)
olan £ ¢oklu egrisi
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Lonin x| x (0 <i,j < 4) m-train track koordinatlarini

ij
bulmak i¢in Teorem 3.8’ de belirtilen
XEj = Xj0pj-3 — Xj0pj—1 27)
(28)

a _—
Xjj = Xjlgj—2 — X{0p;
formiilleri kullanilir. Burada sadece 1, koordinatini

hesaplayacagiz. Diger koordinatlar benzer sekilde bulunur.

lez = X0 — X403 (29)
oldugundan x; o; Ve x, a3 sayilarini hesaplamaliyiz.
Yardime1 Teorem 3.6° dan,

X101 = 00 — 010 (30)

X103 = 010z — O_1 03 (31)

dir. Yardime1 Teorem 3.3 ve Yardimct Teorem 3.5 geregi
a; ;=0 =3ve
a_;; = min(a_; — by, oy — (=b)7) =min(1,3) =1
o;3 = min(a; — b, a3 — (=b)3) =min(3,1) =1
a_;3 =min(a_;q,0;3) =min(1,1) =1
bulunur. Dolayisiyla, x;04 =2 ve x;03 =0 olarak
hesaplanir. Buradan,

X{y = X0y — Xp03 = 2 (32)
elde edilir. Benzer sekilde,
Xgs=x3,=1x3;=x3, =1, x3; =2 ve geri kalan
tim x;; degerleri sifir olarak bulunur. Buna gore, £ ¢oklu
egrisinin tagindig1 m;—train track grafiklerinden birisi Sekil
16” da gosterilmistir ve £’ nin bu train track grafigine gore
koordinatlar1 (e, e,, €3, €4, €5) = (1,0,2,0,1) dir.

Sekil 16. (e, e,, e3,e4,e5) = (1,0,2,0,1)

Uyan 3.11 x;; yol bilesenleri verilen bir £ € £, ¢oklu
egrisinin x; araligini kesme sayisinin
Xj = Zm::i Xiillm + Xﬁm (33)

oldugunu gézlemleyiniz.

Sekil 17. x; aralifini kesen yol bilesenleri
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T, —train track koordinatlari verilen bir ¢oklu egrinin liggen
dolayisiyla Dynnikov  koordinatlarint  hesaplamamizi
saglayan Yardimc1 Teorem 3.12 igin aciklayict bir ispat
verilecektir.

Yardimcar Teorem 3.12 L, £L€ £,” nin minimal bir
temsilcisi olsun. K, D,’de tiim koseleri isaretlenmis
noktalar {izerinde olan ve i¢ kisminda hicbir isaretlenmis
nokta bulunmayan bir dortgen olsun. %, y, z, t, e ve f
sembolleri L’ nin K dortgeninin Sekil 3.12> de gosterilen
kenarlar1 ve kosegenleri ile olan kesisim sayilarini
gostersin. Bu durumda

e+ f=max(x+yz+t) (34)
dir.

Sekil 18. K karesinde L nin yol bilesenleri

Ispat Q, K dortgeni tarafindan smirlanan bélgeyi belirtsin.
xy Ve zt, ’da L’nin u¢ noktalar sirasiyla x ve y ile z ve t
kenarlar1 iizerinde bulunan egri parcalart olsun. L N Q’nin
bilesenleri ayrik oldugundan (L basit kapali egrilerden
olustugundan) xy ve zt sayilarindan en az biri sifir
olmalidir. Xy = 0 oldugunu varsayalim. O zaman, z + t >
X+ yve

X =Xz +xt

y=yz+yt

Z=XZ+yz+ 1zt

t=xt+yt+zt

e=xz+yt+zt

f=xt+yz+zt

dir. Buradan

e+ f=xz+yz+xt+yt+ 2zt

=z+t
bulunur. Benzer sekilde, zt =0 ise x+y>z+t ve e+
f = x 4+ y bulunur. Bu durumda,

e+f=max(x+yz+t)
dir.
Yardimer Teorem 3.13 L € L, ¢oklu egrisinin  x;; yol
bilesenleri verilsin. £ € £, nin tiggen koordinatlar1 §(£) =

(o, B) € Z°"~5\{0}

— i — a
i1 = Z Xgm V€ Qg = Z Xk,m

0<ksi O<ksi
i+1<sms<n i+1<ms<n
(36)
B§ = max(0i_q + 0zi—2, Ozi—3 + Api) — X;
olarak verilir.
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ispat a,;_; ve ay; tizerindeki kesisimlerin, ug noktalart i +
1-inci igaretlenmis noktanin solunda ve sagindaki araliklar
tizerinde bulunan x ,, bilesenlerinden geldigi $ekil 19° dan
aciktir. f3; tizerindeki kesisim sayisini hesaplamak igin
Yardimer Teorem 3.12° den yararlanacagiz. D, in siir1
dD, tek bir O noktasi ile eslestirildiginde i ve i+ 1-inci
isaretlenmis  noktalar ile O noktasinin  koseler,
Ozi_2, Ozi_1, Ozi_3 V@ Oy yaylarinin kenarlar, B; yayi ile x;
araliginin kosegenler oldugu “dejenere” bir dortgen elde
edilir (Sekil 20). O zaman Yardimei Teorem 3.12° den

Bi = max(ayi_1 + 0i_p, 0zi_3 + Az;) — X;
bulunur.
A2i-1

VGV NNE

Azi—2

Sekil 19. a,;_; Ve ay; yaylart lizerindeki kesisimler

Azi—3 Bi g

A2i—2 Azj

Sekil 20. 3; ve x; nin kosegenler oldugu doértgen
4. DEGERLENDIRME VE SONUC

Yukaridaki formiillerden Yardimci Teorem 2.1 yardimiyla
Dynnikov koordinatlarinin elde edilebilecegine dikkat
ediniz.  Makalede verilen m;—train track grafigi
koordinatlarini Dynnikov koordinatlarina baglayan gegis
formiillerinin, cinsi 1 den bilyiik bir yiizeyde tanimli iki
¢oklu egrinin geometrik kesisim sayisini polinomsal
zamanda hesaplayan bir algoritma bulma agik problemine
151k tutmasi beklenmektedir.

Hesaplamali topolojide ¢oklu egriler ile ilgili 6nemli bir
yere sahip olan bu problem igin literatirde belli
algoritmalar verilmis olsa da [20] global koordinatlari
(¢oklu egrileri tek tiirlii belirleyen koordinatlar) kullanan bir
algoritma cinsi 1 den biyiik yiizeyler i¢in heniiz
bulunamamustir.

TESEKKUR

Calisma hakkindaki detayli degerlendirmeleri ve yapici
yorumlari i¢in hakemlere tesekkiir ederiz.
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