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OZET

Bu makalede, simir sartlarinin her ikisinde 6zdeger parametresi
bulunduran bir stireksiz Sturm-Liouville probleminin bazi spektral
ozellikleri incelenmistir. Problemin Green fonksiyonu ve resolvent
operatorii bulunmus, ayrica kendine-eslenikligi ispatlanmustir.

Anahtar kelimeler: Sturm-Liouville problemi, Green fonksiyonu, Resolvent
operatorii

ABSTRACT

In this study, some spectral properties of one discontinuous Sturm-
Liouville problem with eigenvalue parameter in the both boundary
conditions are considered. We derive the Green’s function and Resolvent
operator. In addition, it is proved the self-adjointness of the considered
problem.

Keywords: Sturm-Liouville problem, Green’s function, Resolvent operator
1. GIRIS

Sturm-Liouville Teorisinin matematiksel fizikteki birgok
problemin ¢oztimiinde 6nemli bir rol oynadigi bilinmektedir. Bu

yilizden Sturm-Liouville Teorisi teorik ve uygulamali matematigin en
giincel ve gelisim gosteren alanlarindan biridir. Ozellikle son yillarda
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smir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran smir deger
problemlerinin spektral 6zelliklerinin arastirildig1 bircok makale ve
kitap yazilmistir(bakiniz, 6rnegin, Akdogan, Z., Demirci, M., and
Mukhtarov, O. Sh. 2007; Binding, P. A., Browne, P. J. and Watson, B.
A., 1997; Binding, P. A., Browne, P. J. and Watson, B. A., 2002;
Boumenir, A. 2005; Fulton, 1977; Hinton, 1979; Mukhtarov, O. Sh.,
1994; Mukhtarov, O. S., Kadakal, M. and Altimisik, N., 2003;
Mukhtarov O. Sh. and Tung E., 2004; Mukhtarov, O. Sh., Kadakal, M.
and Muhtarov, F. S. 2004; Schneider, 1974; Shkalikov, 1983; Walter, J.
1973; Yakubov, S. ve Yakubov, Y. 2000; Yang, Qiuxia, 2011; Yang
Qiuxia and Wanyi Wang, 2010; Wang Guixia, Sun Jiong, 2008; Zayed
ve Ibrahim, 1992). Bu makalede,

w=—u"+g(x)u=Au, xe[-10)u(0]] 1)

Sturm-Liouville denkleminden, 6zdeger parametresine bagl

LU = A Bu(~1) - Bu'(~1))+ Bu(-1)— Bu'(~1) =0, @
Lu == A(Au(1) - A1) + Au(1) - Au'(1) =0 o)
simur sartlarindan ve
L,u :=u(0-)-0u(0+)=0 (4)
L,u:=u'(0-)-0ou’(0+)=0, )

gecis sartlarindan meydana gelen sinir-deger-gecis problemini
inceleyecegiz. Burada A kompleks o6zdeger parametresidir; reel
degerli q(x) fonksiyonu[-10) ve (0,1] araliklarinda siireklidir ve

sonlu q(0+)= lim q(x) limitlerine sahiptir; &, £,,5/,(i=1234)
x—0*
reel sayilardir. Ayrica
6>0 ve p;= (_1)j(ﬂéj—lﬂ2j = B2iB51) >0, j=12. (6)

oldugunu kabul edecegiz.
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2.PROBLEMIN TEMEL COZUMLERININ TANIMLANMASI VE
BAZI OZELLIKLERI

Tun¢ ve Mukhtarov (2004) makalesindeki yontem aynen
uygulanarak asagidaki Lemma ispatlanabilir.

Lemma. Reel degerli q(X) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli olsun ve
f(A), g(r) tam fonksiyonlart verilsin. Bu durumda her ) € € igin
—u"+qg(x)u=Au
denklemi
u@="f(1), u'@=9() (veyau(b)="~f(4), u'(b)=g(1))
baglangic sartlarini saglayan tek bir U =U(X,A) ¢oziimiine sahiptir.
Ustelik, her sabit X € [a,b]icin u=u(x, 1), A ‘mn tam fonksiyonudur.

Bu Lemma geregi[-10] aralig iizerinde (1) denkleminin

u(=1)=Ap; + B, u(-1)=4p+p, )

baslangic sartlarim1 saglayan bir tek ¢,,(X) =¢,(X,4) ¢oztiimii
mevcuttur ve bu ¢oziim her sabit X e[-10] i¢cin A ‘min tam
fonksiyonudur. Yine ayni Lemma geregi (1) nolu denklemin [0,1]
araliginda

u(0)=5"¢,(0,4), u'(0)=5"4/(0,4). ®)

baslangic sartlarimi saglayan bir tek ¢,,(X)=¢,(X,A) ¢oziimii
mevcuttur ve bu ¢oziim her sabit Xxe[0]] i¢cin 4 ‘min tam
fonksiyonudur. Sonug olarak,

¢1/1(X)1 Xe [_1’0)
¢2/1(X)’ X 6(0,1]
esitligi ile [-10)U(01] tizerinde tamimlanan ¢, (X):=¢(X,A)

fonksiyonu (1) denkleminin hem (4) ve (5) gegis sartlarmi hem de (2)
simur sartini saglayan bir ¢oziimii olacaktir. Benzer sekilde, [0,1]

(15/1()():{

tizerinde (1) denkleminin
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U(1) =28, + B, U(1)=Afs+ fs. ©)

baslangic sartlarmi saglayan ¢ozimii y,,(X) = x,(X,4) olsun. Bu

¢oziimii tanumladiktan sonra, [-10] iizerinde (1) denkleminin
u(0) =38x,,(0,2), u'(0)=3x,,(0,4). (10)

baslangic sartlarini  saglayan ¢oziminid y,, (X) = (X, 4) ile
gosterecegiz. Sonug olarak,

Zlﬁ(x)! Xe [_1!0)
Zza(x)v xe(0,1]

esitligi ile [-10)u(01] iizerinde tamimlanan y,(X):= y(x,A1)
fonksiyonu (1)'in hem (4) ve (5) gecis sartlarin1 hem de (3) siur

sartin1 saglayan ¢oztimii olacaktir. Diger taraftan lineer diferansiyel
denklemler teorisinden iyi bilinen bir teorem geregi (bak mesela

William E. Boyce, Richard C. DiPrima, 2001) ¢;,(X) ve x,,(X)

fonksiyonlarmin Wronskian't X -den bagimsiz oldugundan sadece A4
parametresine bagl

@; (1) :=W(¢jzv7(jz;x) = ¢ji (X)Z;i (X)_¢}z (X)ij (x), xel i j=12. (11)

Zﬂ(x):{

fonksiyonlarmi tanumlayabiliriz; burada |, =[-1,0] ve I, =[0,1]
gosterilmistir.

Lemma. Her bir ) € Cicin w,(A) = 8°w,( 1) esitligi gecerlidir.

Ispat: (11) Wronskian'lar1 X -den bagimsiz olduklari igin (8) ve (10)
esitliklerinden yararlanarak asagidaki esitlikleri elde ederiz:

(1) = 4, (0) 11, (0) - 4, (0) 1, (0)
=[6¢,, @163, ][54}, (0)]57,,(0)]
=6%(4,,(0) 13, (0) — 4, (0) 1, (0)]
= 5%w,(2)
Ispat bitti.
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®(A)  karakteristik  fonksiyonunu asagidaki  sekilde
tanimlayalim.

o(A) = w, (1) =5w,(A). (12)

Teorem. (1)-(5) probleminin dzdegerleri ile w(A) fonksiyonunun sifirlar:
cakasr.

Ispat: w(4,)=0 olsun. O zaman [-10) ve (0,1] araliklarinin her
birinde
olacaktir. O halde Wronskian'm iyi bilinen ozelligi geregi hem

$1;, (X), X1, (X) fonksiyonlar cifti hem de ¢,, (X), 7,, (X) fonksiyonlar

cifti lineer bagimli olacaktir. Bu durumda
A1, (x)= k1¢1/10 (x) ve X2, ()= k2¢5240 (X) (13)

olacak bigimde k; # 0 ve k, # 0 sabitleri mevcut olacaktir. (13)-deki
birinci esitlik geregi y,(X) fonksiyonu (2) nolu smur sartini da
saglayacaktir. Dolayisiyla y,(X) fonksiyonu (1)-(5) smur deger

probleminin 6zfonksiyonu olacaktir. Boylece ispat etmis olduk ki
@(A) karakteristik fonksiyonunun her sifir yeri ayni zamanda (1)-(5)

smir deger probleminin bir 6zdegeridir. Simdi bunun tersinin de
dogru oldugunu gosterelim. Bunu aksini kabul etme yontemi ile ispat

edecegiz. Kabul edelim ki A=A, bir 6zdeger, U,(X) ise A,
ozdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyon olsun, fakat @(A4,)#0
olsun. O zaman @, (4,)#0 ve ®,(4,) #0 olacagindan ¢, , 7,, ve
P2+ X 24, fonksiyonlart sirastyla [-10) ve (0,1] araliklart tizerinde
lineer bagimsiz olacaktir. Boylece (1) nolu denklemin U, (X) ¢ziimii

C,,C,,C;,C, sabitlerinin en azindan birisi sifirdan farkli olmak tizere
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U (X) = C1¢1/10(X)+027(110(X): xe[-10)
S st (X) +Cazas (X), X €(04]

formunda gosterilebilir. Diger taraftan, U,(X) fonksiyonu bir

ozfonksiyon oldugundan dolay1
Li(up(x))=0, (i=1234) (14)

esitlikleri gecerlidir. Bu esitlikleri c,,C,,C;,C, degiskenlerinin
homojen lineer denklem sistemi olarak yazarak ve (8), (10) ve (11)i
g0z ontine alarak bu sistemin determinantini

0 @,(4,) 0 0
d, (0) YAPR 0 - 00, 0 - X2, (0) _

45,0 71,0 —5¢;,(0) —75,(0)
0 0 @,k 0

—52601 (4o )wzz (4)

seklinde buluruz. (14) denklem sisteminin asikar olmayan ¢oziimi
bulundugundan determinanti sifira esit olur, yani w(4,)=0 elde
edilir. Bu celiskiden dolay1 ispat bitti.

Lemma. Eger A=A, ozdeger ise o zaman ¢(X,A,) ve y(X,A,) lineer
bagimlidur.

Ispat: A =/1, ozdeger olsun. O halde onceki teorem geredi
®,(4,)=0 ve w,(4,)=0 olacagindan (13) esitliklerini saglayan
k,#0 ve k, #0 vardir. k; =k, oldugunu gostermemiz gerekir.
Kabul edelim ki k; #k, olsun. ¢;, (X), x;, (X) ¢oztimlerinin

tanimlarini dikkate alarak (13) den
L3(Zzo )=0(k, =k, )¢2zﬂ(0)
elde ederiz. L,(x,, ) =0 ve &(k; —k,) # 0 oldugundan
¢zzﬂ(0)=0- (15)

elde edilir. Ayniiglemleri L,(y, ) =0 esitligine uygulayarak
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$,,(0)=0. (16)

elde ederiz. ¢,, (X), (15) ve (16) sartlarii saglayan ve [01]
tizerinde (1)'in bir ¢oziimii olmasindan dolayr ¢ozimin tekligi
ozelligi geregi aymi aralik tizerinde ¢,, (X)=0 olur. (10), (15) ve
(16)"y1 kullanarak

¢1%(0):¢1'%(0):O

elde ederiz. ¢,, (X) icin uygulanan yontemin aynisi ile [-10]
tzerinde ¢, (X)=0 elde edilir. Yani [-10)u(01] tizerinde
#(X, 4,) =0 olur. Fakat bu (7) ile gelisir. Ispat bitti.

Sonug. Eger A = A, bir dzdeger ise o zaman hem ¢, (X) hem de y, (X) bu

dzdegere karsilik gelen ozfonksiyonlar olacaktir.

Lemma. Her A 6zdegeri w(A) karakteristik fonksiyonunun basit sifiridir.

Ispat: Iyi bilinen Lagrange formiilii (Naimark, 1967) kullanilarak,
herhangi A icin

(z—zo)[i@(x)m (x)dx+52i¢l<x)¢% (x)de W4, D+ 5W g, (17
oldugu gosterilebilir. (7)'den dolay1
W(g,. 4, -1 =(A-4)p,
yazabiliriz. Ayrica dyle K, # 0 vardir ki
X, (X) =Ko, (%), Xxe[-1,0)w (0]

esitligi saglanir. Burada ¢, (X) ve x,(X) fonksiyonlart 4,

ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlardir. Direkt hesaplamayla
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W(g. 4,0 = L (@) - (- 2)Ry(8,))- (18)

O

buluruz. (18)'i (17)'de yerine koyarak A — A, i¢in limite gegersek

O(¢%x>)2dx+521(¢%(x))2dx o+ () - CR@)- 9
K,

esitligini elde ederiz. Eger (19)'da R; (4, )— " 2 koyarsak @'(4,)#0
0
elde ederiz. Ispat bitti.

3. PROBLEMIN OPERATOR-DENKLEM SEKLINDE iFADESI

Bu kesimde L,[-11]®C®C  Hilbert wuzaymnda
arastirdigimiz probleme 6zgti olan bir i¢ carpim ve bir lineer simetrik
A operatoriinii tamimlayacagiz. L,[-11]® C @ C Hilbert uzayinda

=(f(X),F1,F2) ' G=(g(x),Gl,GZ)

elemanlari i¢in alisilmis
1
(F.G)=[f(\)g(X)dx+FG, +F,G,
a3

i¢ carpimindan farkl olarak

(F.G), —_ff(x)g(x)dx+5J'f(x)g(x)dx+ G_+5—2FZG_2 (20)
Py P

2
esitligi ile (1)-(5) problemine 6zgii olan yeni bir i¢ ¢arpim
tanimlayalim. Kolayca gosterebiliriz ki alisilmis i¢ carpimla yeni
tanimladigimiz i¢ carpim denk normlar {iretiyor. Bu nedenle
L,[-11]®C @ C lineer uzay: (20) nolu i¢ carpima gore de bir Hilbert

uzay1 olacaktir. Bu Hilbert uzayin1 H;  ile gosterecegiz. Kisalik icin

3,p

R, (u) = pu(-1)- B,u'(-1) , Ri(u) = fu(-1)- gu'(-1) (21
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R,(u)=A;u(1)- p,u'(1),Ry(u) = Su(1) - g,u'(1). (22)

notasyonlarini kullanacagiz. Ayrica

R,(f)Ri(g)-Ri(f)R(g)=-pW(fg:-1) (23)
R,(f)R:(9)-Ry(f)R,(9)=p W(fg:l), (24)

oldugunu gostermek kolaydir. Burada p, ve p, degerleri (6)'da
tanimlanmugtir. Verilmis [-1,0) U (0,1] tizerinde tanimli ve sonlu

f(04) = Iim0 f(x) limitlerine sahip olan f(Xx) fonksiyonlar: icin I,
ve |, tizerinde tanimlanan f,,(x) ve f,,(x) fonksiyonlarin

f(x), xe[-10) f(0+), x=0
f(l’(x):{f(O—), x=0 f<2>(X)={f(x), xe(01]

esitlikleri ile tanimlayacagiz. H; , Hilbert uzayinda
D(A):{(f(x), RI(f), Ry(f))e H;, ‘ f;,(x) ve f,(x) fonksiyonlar:

I;, = 2)araliklarinin her birinde mutlak siireklidir ve
rfel[-11], L(f)=0, L,(f)=0} (25)

AF =(d ,—R,(f),—R,(f)), (26)

esitlikleri ile A:H; ——H,  operatoriinii tanimlayarak (1)-(5)

S.p
problemini

AU =AU , U =(u(x),R/(u),R;(u))e D(A)
operator-denklem formunda yazabiliriz.

Teorem. A lineer operatérii simetriktir.

Ispat: F,G € D(A) olsun. (25)-(26) ifadelerini kullanarak
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= (e 1 Sy 6 ST

(AF,G), = jrr gdx+52jrf gdx——R, (f)R/(9) - —R,(f)RL(g).
vp p p
-1 0 1 2

elde ederiz. Iki kere kismi integrasyon uygulayarak (25)-den
yararlanirsak

(AF,G). —(F,AG) =W(f,g;0-)-5*W(f,g;0+). (27)

S,p S,p
esitliginin saglandigini gosterebiliriz. (25)-den f(Xx) ve g(X)
fonksiyonlarmin (4) ve (5) gecis sartlarini sagladigini biliyoruz. Bu
ytizden (27)-nin sag tarafi sifirdir, yani her F,G e D(A)igin

(AF.,G). =(F,AG)

S,p o,p

esitligi saglanir. Ispat bitti.
Sonug. (1)-(5) probleminin biitiin 6zdegerleri reeldir.

Not: (1)-(5) probleminin tiim katsayilar1 reel oldugu icin yukaridaki
sonucu da dikkate alarak biutiin 6zfonksiyonlarn reel degerli
oldugunu kabul edebiliriz.

Sonug. A, ve A, (1)-(5) probleminin iki farkli 6zdegeri olsun. O zaman bu
ozdegerlere karsilik gelen U,(X) ve U, (X) dzfonksiyonlar: asagidaki esitligi
saglar.

o0, ()0 (X (0=~ RiCu, R, )- 2 R, R, ).
-1 0 pl 102

Ispat: A, wve A, Ozdelerlerine karsiik gelen U, (X) ve
U, ( x) dzfonksiyonlart igin

U, = (u, (0, Ri(u), Ry(uy)), U, =(u,(x), Ri(u,), Ry (u,)) € D(A)

EUFBED - Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi Cilt-Sayi: 5-1Yil: 2012 85-102



95

Bir Stireksiz Sturm-Liouwille Probleminin Green Fonksiyonu

oldugunu biliyoruz. Bu nedenle ispat U, ve U, 6zfonksiyonlarinimn
H , Hilbert uzayindaki ortogonalliginden agiktir. Ispat bitti.

4. GREEN FONKSIYONU

Bu kesimde probleme uygun Green fonksiyonunu
tanimlamak ve analitik ifadesini bulmak icin H; , Hilbert uzayinda

(Al-AU =F (28)

operatdr denklemini inceleyecegiz; burada F € H;  keyfi elemandir.

Bu operator denklem
F=(F0),FF,), U =(u0),Riu),R;(u))

olmak {izere asagidaki homojen olmayan smir-deger-gecis problemi
ile esdegerdir:

U +(A-g)u=f(x), xe[-10)u(0]] (29)

Lu=A(Au(=1) - gu'(-1))+ fu(-) - fu'(-1) = F,, (
Lou=A(Bud) - fu' D) + fu@) - pu'Q) = F, (31)
(
(

L,u:=u(0-)-ou(0+)=0 32)
L,u:=u'(0-)-0u’(0+)=0, 33)

30)

@(A) # 0 sart1 altinda bu problemdeki (29) diferansiyel denkleminin
genel ¢oziimiinii ¢, (X) ve y;,(X) fonksiyonlar: ile asagidaki bigcimde
ifade edebiliriz:

)1 0)y €. (4)+ Dz (O x[-20)

o) (2 (34)
u(x,4)= . )
8001008y 5 L ()07 +C. 004Dz, 0.1 0

Burada C,,C,,D,, D, keyfi sabitlerdirler. (34)-den X degiskenine gore
turev alirsak
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T (X)) JX;¢U (y)dy+ ¢ ;)) j:lll/l (y)dy+Cyd, (x)+ Dy, (x),xe[-1,0)

u(x,4)= wrl(/l . . (39)
o Ji 010+ e [ 01007 +C.8,00+ 0.2, 00503

elde ederiz. (34) ve (35) ifadelerini (30) ve (31)-de yerine yazarsak, (7)
ve (9) esitliklerinden de yararlanirsak

D, {(/1:81’ + 5 )Zu (-D- (ﬂﬂé + 5, )7(1'/1 (_1)} =k (36)
CA(ABs + B ), ) = (A8, + B )y, W} = F, (37)

esitlikleri elde edilir. Yine (7) ve (9) baslangi¢c sartlarindan ve (11)
esitliginden yararlanarak sonuncu esitliklerden

D1=_L’ C, =i (38)
w,(4) W,

bulunur. C, ve D, katsayilarini bulmak igin (7) ve (8) ifadelerini (32)
ve (33)-de yerine yazarsak bu katsayilar igin

C4,(0-)—D,x,, (0-)=- (09 (J‘¢u (y) f(y)dy + Flj

a)l(ﬂ) (39)
+5";—(‘2)+)(J Zu(y)f(y)dy+FZJ
' Y ’ o :_}(1,1(0_) p
C.4,(0-) - D, x,,(0-) 7Y [ j ¢u(y>f(y)dy+ﬁ} "

+%[£my)f<y)dy+ﬂ
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bulmus oluruz. Boylece C, ve D, degiskenlerine gore homojen
olmayan lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin determinanti
—,(4) # 0 oldugu igin bir tek ¢oztimii bulunur. Bu ¢6ziimii

1 1
C = o,(1) (!Zzz(y) f(y)dy+ Fg} (41)
D, =2 | a0ty +F w)
’ a)l(ﬂ’) -1 1/1 !

biciminde ifade edebiliriz. C,,C,, D;, D, katsayilar1 i¢in buldugumuz
degerleri (7)-de yerine yazarsak U(X,A) c¢oziimii igin asagidaki
formdiilii elde ederiz:

;cu(x>{j¢u<y) f(y)dy - Fl}

o ; (43)
+¢u(x>{j 2D F Ay +8° [ 20, () f (y)dy+52F2}. x €[-1,0)
u(x,ﬂ):i * °
a,(/’L) X 0
zu(x){az [ D F(dy+ [ 4, (9) F(y)dy + Fl}
+ 5, (X){52 J 2. (0 T (y)dy + 525}, xe(01]
Simdi

M ~1<y<x<l x#0,y=0
w(A)

G, (x.y;4) = S )2 (v 2) (44)
—Zy —1<x<y<l x#0,y#0
(1)
gosteriminden yararlanarak (43) formiiltinti

X 1 2

. 6 YL
u(x4)= j G(x y: ) (y)dy+6 j ST+ a0 D) @)

biciminde yazabiliriz. Diger taraftan
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G, (x-54) _  x(x4)

R/(G,(x,91))=BG,(X,—L 1) - S, =p 46
1(G,(x4)) =BG, (x,~LA) - B 5 P ) (46)
' . ! . ! 8Gl(xil’/1) ¢(X!ﬂ’)

R:(G,(x,9; 1)) = BiG,(x.; 1) - B, =p, 47
@i )= AG (L) = B == o S 47)

ifadelerinden yararlanilarak (45) formiiliinti asagidaki bicimde ifade
edebiliriz:

u(x,4) = [G,(x, y; ) f (Y)dy + 52 [Gy(x, v 4) f (y)dy )
oL R/(G,(x,%A))F, + o R; (G, (x,%; A))F,

1 P
Simdi G, , elemanin
G,(x,%4)
Gy =| RiGi(x%:4)) (49)
R; (G, (x: 1))
esitligi ile tanimlayarak (28) operatdr denkleminin
u(x, 4)
U(F,2)=| R/(u(x, 1)) (50)
R (u(x, 2))
¢oziimi igin asagidaki formuli elde ederiz:
F
U(F, )= ( G,,
G,

Ry«

-n| 'rIIV
\_/
Gi
=

Not: (44) ile tanimli G,(X,Yy;4) fonksiyonuna (1)-(5) probleminin
Green fonksiyonu, (49) ile tanuml1 G, ,-ya (1)-(5) probleminin Green
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elemani, (51) ile tanimh U(F,ﬂ) -ya ise (1)-(5) probleminin
Resolvent'i diyecegiz.

5. RESOLVENT OPERATORU VE PROBLEMIN KENDINE
ESLENIKLIiGI

Simdi (44), (48)-(51) formiillerinden yararlanarak kolayca
goriiriiz ki eger A parametresi A operatoriiniin 6zdegeri degilse, o
halde her F e H;  icin

U(F,1)e D(A) (52)
olacak ve her F € D(A) icin
U((Al -AF,1)=F (53)

esitligi saglanacaktir. Ayrica ImA # 0 olacak bicimde her A icin
UF,D|<mA|F|, FeH,, (54)

esitsizligi de saglanacaktir. O halde ImA # 0 olacak bicimde her
AeC degeri A operatoriinin  regiiler  degeridir ve

R(4, A) = (M - A)ﬁ1 resolvent operatorii i¢in
R(4,AF =U(F, 1), FeH,, (55)

saglanacaktir.

Lemma: A operatiriiniin D(A) tamim bélgesi H;  uzaymnda her yerde
yogundur.

Ispat: Kabul edelim ki F, = (f,(X), Fyy, F, )€ H 5., €lemani D(A) -ya
ortogonal olsun, yani

<F,F,>=0, her FeD(A) igin (56)

oldugunu kabul edelim. C;’ ([—1,0) v (0,1]) ile [-1,0) U (0,1] tizerinde
sonsuz mertebeden diferansiyellenebilir olan ¢yle fonksiyonlar
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uzaymi gosterelim ki bu uzayda her bir fonksiyon -10,1
noktalarmin her birinin en az bir komsulugunda sifir olsun. Eger
vf e Co([-1,0) U (0,4]) icin (f(x),00)e D(A) oldugunu dikkate
alarak (56)-dan Vf € C([-1,0) U (0,1]) icin

} f(x)mdx+62j f(x) f,(x)dx =0

elde edilir. Bu nedenle f,(x) fonksiyonu L,(-10)® L,(0,1)
uzaymdan Cy ([—1,0) U (0,1]) kiimesine ortogonaldir.
Cy ([—1,0)u(0,1]) kiimesi L,(-10)®L,(0,1) uzayinda her yerde
yogun oldugu igin f,(X) fonksiyonu sifir olur. Buradan F, =(0,0,0)
elde edilir. Ispat bitti.

Teorem: A operatirii kendine esleniktir.
Ispat: (51) ve (55) geregi Im A = 0 icin
(41— A)D(A) = (21 — A)D(A) = H

esitligi saglanir. Bu esitlikten ve bir 6nceki Lemmadan literatiirden iyi
bilinen simetrik operatorlerin genisletilmesi hakkindaki teorem
geregi (bak mesela Lang (1983) Teorem?2.2 sayfa 198) D(A*)z D(A)
elde edilir. Ispat bitti.
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