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Öz 

Bu makalede bir normal hemen hemen parakontakt metrik manifoldun �̃�(𝜉, 𝑈1)𝑅 = 0, �̃�(𝜉, 𝑈1)𝑃 = 0, �̃�(𝜉, 𝑈1)𝑍 = 0, 
�̃�(𝜉, 𝑈1)𝑆 = 0 ve �̃�(𝜉, 𝑈1)�̃� = 0, şartlarını sağlaması durumunda ortaya çıkan sonuçlar çalışılmıştır. Bu sonuçlara göre 

manifold karakterize edilmiştir. Burada 𝑅, Riemann eğrilik tensörü, �̃�, quasi-konformal eğrilik tensörü, 𝑃, projektif 

eğrilik tensörü,  𝑍,  concircular eğrilik tensörü ve 𝑆 Ricci tensörüdür. 

 

Anahtar kelimeler: Concircular eğrilik tensörü, Einstein manifold, Normal hemen hemen parakontakt metrik 

manifold, Quasi-konformal eğrilik tensörü 

 

 

Abstract 

In the present paper, we have studied the curvature tensors of a normal almost paracontact metric manifold satisfying 

the conditions �̃�(𝜉, 𝑈1)𝑅 = 0, �̃�(𝜉, 𝑈1)𝑃 = 0, �̃�(𝜉, 𝑈1)𝑍 = 0, �̃�(𝜉, 𝑈1)𝑆 = 0 and �̃�(𝜉, 𝑈1)�̃� = 0. According these 

cases, we classified normal almost paracontact metric manifolds, where 𝑅 is the Riemanniann curvature tensor, �̃�is the 

quasi-conformal curvature tensor, 𝑃 is the projective curvature tensor, 𝑍 is the concircular curvature tensor and 𝑆 is 

the Ricci tensor. 

 

Keywords: Concircular curvature tensor, Einstein manifold, Normal almost paracontact metric manifold, Quasi-

conformal curvature tensor 
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1. Giriş 

 

Parakontakt geometri üzerine çalışmalar ilk olarak 

Sato (1976) ile başlamıştır. Daha sonra Kaneyuki 

ve Williams (1985), manifoldlar üzreinde 

parakontakt yapılar için bazı karakterizasyonlar 

vermişlerdir. Acet vd., (2012; 2016), para-

Sasakian manifoldlarda kanonik parakontakt 

konneksiyon için bazı eğrilik şartlarını 

incelmişlerdir. Ayrıca son yıllarda pek çok yazar, 

matematiğin yanında fizikte de çok önemli bir 

yeri olan normal (para) hemen hemen kontakt 

metrik manifoldların simetri ve eğrilik 

tensörlerinin özelikleri ile ilgili çalışmalar 

yapmışlardır (Szabo, 1982; Olszak, 1986; De ve 

Mondal, 2009; De vd., 2009; Erdem, 2015; Erken, 

2015). 

 

Atçeken ve Yıldırım (2016) quasi-konformal 

eğrilik tensörünü 𝐶(𝛼) −manifoldlarında, 

Atçeken (2013) (𝐿𝐶𝑆)𝑛 −manifoldlarında, De vd. 

(2008) Sasakian manifoldlarında, De ve Sarkar 

(2012) (𝑘, 𝜇) −kontakt metrik manifoldlarında, 

Hosseinzadeh ve Taleshian (2012) 𝑁(𝑘) −quasi-

Einstein manifoldlarında incelemişlerdir. 

 

Biz de şimdiye kadar yapılan bu çalışmalar 

ışığında bir normal hemen hemen parakontakt 

metrik manifoldunda quasi-konformal eğrilik 

tensörünün sağladığı bazı eğrilik şartlarını 

araştırdık ve elde ettiğimiz sonuçlara göre sabit 

kesit eğrilikli bir normal hemen hemen 

parakontakt metrik manifold için bazı 

sınıflandırmalar elde ettik. 

 

2. Temel Bilgiler 

 

Tanım 2.1. 𝑀, 𝑛 − boyutlu bir Riemann 

manifoldu ve 𝑅, 𝑀 Riemann manifoldunun 

Riemanninan eğrilik tensörü olsun. {𝑒1,𝑒2, … , 𝑒𝑛} 

cümlesi 𝜒(𝑀) nin ortonormal vektör alanları 

olmak üzere  ∀𝑈1, 𝑈2 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

𝑆: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝐶∞(𝑀, ℝ)  
 

              (𝑈1, 𝑈2) → 𝑆(𝑈1, 𝑈2) =
∑ 𝑔(𝑅(𝑈1, 𝑒𝑖)𝑒𝑖, 𝑈2)𝑛

𝑖=1   

 

şeklinde tanımlı (0,2)- tipindeki tensöre 𝑀 nin 

Ricci tensörü adı verilir. Kolayca görülebilir ki 

Ricci tensörü simetriktir. Ayrıca 𝑀 nin Ricci 

operatörü 𝑄 ise  

 

𝑆(𝑈1, 𝑈2) = 𝑔(𝑄𝑈1, 𝑈2) 
 
şeklinde tanımlıdır.  

Tanım 2.2. 𝑀, 𝑛 − boyutlu bir Riemann 

manifoldu ve {𝑒1,𝑒2, … , 𝑒𝑛} lokal ortonormal 

vektör alanları olmak üzere 

 

𝑟 = ∑ 𝑆(𝑒𝑖 , 𝑒𝑖)n
i=1   

 

değerine 𝑀 nin skaler eğrilik fonsiyonu denir 

(O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.3. 𝑀, 𝑛 − boyutlu bir Riemann 

manifoldu olmak üzere ∀𝑈1, 𝑈2 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

𝑆(𝑈1, 𝑈2) = 𝜆𝑔(𝑈1, 𝑈2) 
 

olacak biçimde 𝑀 üzerinde bir 𝜆 fonksiyonu 

varsa, yani, 𝑀 nin Ricci tensörü 𝑆, metrik tensör 𝑔 

nin bir katı ise 𝑀 ye Einstein manifoldu adı verilir 

(Boothby, 1986).  

 

Tanım 2.4. 𝑀, 𝑛 − boyutlu bir Riemann 

manifoldu olsun. Eğer, 𝑆 Ricci tensörü olmak 

üzere, ∀ 𝑈1, 𝑈2 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

𝑆(𝑈1, 𝑈2) = 𝑎𝑔(𝑈1, 𝑈2) + 𝑏𝜂(𝑈1)𝜂(𝑈2) 
 

eşitliği sağlanıyorsa 𝑀 ye 𝜂 −Einstein manifoldu 

adı verilir.  

 

Burada 𝑎 ve 𝑏 𝑀 üzerinde fonksiyonlar ve 𝜂 −da 

1 −formdur (Boothby, 1986). 

 

Tanım 2.5. (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. 

𝑇𝑀(𝑝) tanjant uzayının iki boyutlu alt uzayı Π 

olmak üzere 𝑈1, 𝑈2 ∈ Π tanjant vektörleri için 𝑄 

fonksiyonu; 

 

𝑄(𝑈1, 𝑈2) = 𝑔(𝑈1, 𝑈1)𝑔(𝑈2, 𝑈2) − 𝑔(𝑈1, 𝑈2)2 

 

biçiminde tanımlansın. 𝑄(𝑈1, 𝑈2) ≠ 0 olmak 

üzere 

 

𝐾(𝑈1, 𝑈2) =
𝑔(𝑅(𝑈1,𝑈2)𝑈2,𝑈1)

𝑄(𝑈1,𝑈2)
  

olup buna Π nin kesit eğriliği denir ve 𝐾(Π) ile 

gösterilir. 

 

∀𝑝 ∈ 𝑀 ve 𝑈1𝑝
, 𝑈2𝑝

∈ 𝑇𝑀(𝑝) için, 𝐾(𝑈1𝑝
, 𝑈2𝑝

) 

sabit ise 𝑀 ye sabit kesit eğrilikli uzay form veya 

reel uzay form denir.  

 

Tanım 2.6. 𝑀 Riemann manifoldu reel bir uzay 

form ve 𝑐 −sabit kesit eğrilikli ise 𝑀 nin Riemann 

eğrilik tensörü 

 

𝑅(𝑈1, 𝑈2)𝑈3 = 𝑐{𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝑈1 − 𝑔(𝑈1, 𝑈3)𝑈2} 
şeklindedir (Yano ve Kon, 1984). 
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𝑀, 𝑛 −boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olmak üzere 𝑀 üzerinde her bir 𝑈1, 𝑈2 vektör alanı için, 𝜉, 
bir kontravaryant vektör alanı, 𝜂 bir 1-form ve (1,1)-tipinden bir tensör alanı 𝜙 olmak üzere  

 

𝜙2𝑈1 = 𝑈1 − 𝜂(𝑈1)𝜉,   𝜙𝜉 = 0,   𝜂(𝜙𝑈1) = 0,   𝜂(𝜉) = 1                                                                             (1) 

 

ve  

 

𝑔(𝜙𝑈1, 𝜙𝑈2) = 𝑔(𝑈1, 𝑈2) − 𝜂(𝑈1)𝜂(𝑈2),      𝜂(𝑈1) = 𝑔(𝑈1, 𝜉),                                                                   (2) 

 

eşitliklerini sağlayan (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) beşlisine bir hemen hemen parakontakt metrik manifold denir (Sato, 

1976). Bir hemen hemen parakontakt metrik manifoldu  

 

(𝛻𝑈1
𝜙)𝑈2 = −𝑔(𝑈1, 𝑈2)𝜉 − 𝜂(𝑈2)𝑈1 + 2𝜂(𝑈1)𝜂(𝑈2)𝜉                                                                                (3) 

ve  

 

𝜙𝑈1 = 𝛻𝑈1
𝜉                                                                                                                                                      (4) 

 

eşitliklerini de sağlıyorsa bu durumda manifolda normal hemen hemen parakontakt metrik manifold denir.  

 

Ayrıca 𝑐 −sabit kesit eğriliğine sahip bir normal hemen hemen parakontakt metrik manifoldun Riemann 

eğrilik tensörü 𝑅, ∀𝑈1, 𝑈2, 𝑈3 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere  

 

𝑅(𝑈1, 𝑈2)𝑈3 =
𝑐+3

4
{𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝑈1 − 𝑔(𝑈1, 𝑈3)𝑈2}  

                        +
𝑐−1

4
{𝜂(𝑈1)𝜂(𝑈3)𝑈2 − 𝜂(𝑈2)𝜂(𝑈3)𝑈1 + 𝑔(𝑈1, 𝑈3)𝜂(𝑈2)𝜉 − 𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝜂(𝑈1)𝜉  

  +𝑔(𝜙𝑈2, 𝑈3)𝜙𝑈1 − 𝑔(𝜙𝑈1, 𝑈3)𝜙𝑈2 − 2𝑔(𝜙𝑈1, 𝑈2)𝜙𝑈3}                                                 (5) 

 

ile verilir (Sato, 1976).  

 

𝑛 −boyutlu bir Riemann manifoldunun projektif eğrilik tensörü, concircular eğrilik tensörüne quasi 

konformal eğrilik tensörü sırasıyla 

 

𝑃(𝑈1, 𝑈2)𝑈3 = 𝑅(𝑈1, 𝑈2)𝑈3 −
1

𝑛−1
[𝑆(𝑈2, 𝑈3)𝑈1 − 𝑆(𝑈1, 𝑈3)𝑈2],                                                               (6) 

�̃�(𝑈1, 𝑈2)𝑈3 = 𝑅(𝑈1, 𝑈2)𝑈3 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
[𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝑈1 − 𝑔(𝑈1, 𝑈3)𝑈2],                                                                  (7) 

�̃�(𝑈1, 𝑈2)𝑈3 = 𝑎𝑅(𝑈1, 𝑈2)𝑈3 + 𝑏[𝑆(𝑈2, 𝑈3)𝑈1 − 𝑆(𝑈1, 𝑈3)𝑈2 + 𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝑄𝑈1 − 𝑔(𝑈1, 𝑈3)𝑄𝑈2]          

−
𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛−1
+ 2𝑏] [𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝑈1 − 𝑔(𝑈1, 𝑈3)𝑈2]                                                                         (8) 

 

şeklinde tanımlıdır. Burada 𝑎 ve 𝑏 birer sabit, 𝑄, Ricci operatörü, 𝑆, Ricci tensörü ve 𝑟 manifoldun skaler 

eğriliğidir.  

 

𝑀, 𝑛 −boyutlu bir normal hemen hemen parakontakt metrik manifoldu ve 𝑀 nin Riemann eğrilik tensörü 𝑅 

olmak üzere, (5) denkleminde 𝑈1 = 𝜉 seçtiğimizde 

 

𝑅(𝜉, 𝑈2)𝑈3 = 𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝜉 − 𝜂(𝑈3)𝑈2,                                                                                                             (9) 

benzer şekilde (5) de 𝑈3 = 𝜉 seçtiğimizde 

 

𝑅(𝑈1, 𝑈2)𝜉 = 𝜂(𝑈2)𝑈1 − 𝜂(𝑈1)𝑈2,                                                                                                               (10) 

 

eşitlikleri elde edilir. Yine (10) denkleminde 𝑈2 = 𝜉 için,  

 

𝑅(𝑈1, 𝜉)𝜉 = 𝑈1 − 𝜂(𝑈1)𝜉                                                                                                                              (11) 
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elde edilir. Ayrıca (5) denkleminde eşitliğin her iki tarafına 𝜉 ∈ 𝜒(𝑀) uyguladığımızda ise  

 

𝜂(𝑅(𝑈1, 𝑈2)𝑈3) = 𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝜂(𝑈1) − 𝑔(𝑈1, 𝑈3)𝜂(𝑈2)                                                                                (12) 

 

eşitliği hesaplanır. Benzer şekilde (6), (7) ve (8) denklemlerinden, 

 

𝑃(𝜉, 𝑈2)𝑈3 = 𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝜉 −
1

𝑛−1
𝑆(𝑈2, 𝑈3)𝜉,                                                                                                  (13) 

𝑃(𝜉, 𝑈2)𝜉 = 0,                                                                                                                                                                    (14) 

�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈3 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝜉 − 𝜂(𝑈3)𝑈2],                                                                                               (15) 

�̃�(𝜉, 𝑈2)𝜉 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [𝜂(𝑈2)𝜉 − 𝑈2],                                                                                                                    (16) 

�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈3 = [
4𝑎+𝑏(𝑛−5)(1−𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛−1
+ 2𝑏]] [𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝜉 − 𝜂(𝑈3)𝑈2],                                                           (17) 

�̃�(𝜉, 𝑈2)𝜉 = [
4𝑎+𝑏(𝑛−5)(1−𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛−1
+ 2𝑏]] [𝜂(𝑈2)𝜉 − 𝑈2]                                                                       (18) 

eşitlikleri elde edilir.  

 

Ayrıca burada 𝑀 nin {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛−1, 𝜉} bazı için 

 

𝑆(𝑈1, 𝑈2) = ∑ 𝑔(𝑅(𝑈1, 𝑒𝑖)𝑒𝑖 , 𝑈2) + 𝑔(𝑅(𝑈1, 𝜉)𝜉, 𝑈2)

n

i=1

 

 

olduğundan ve eşitlik (5) den 

 

𝑅(𝑈1, 𝑒𝑖)𝑒𝑖 =
𝑐 + 1

4
{𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)𝑈1 − 𝑔(𝑈1, 𝑒𝑖)𝑒𝑖} 

                   +
𝑐−1

4
{−𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)𝜂(𝑈1)𝜉 + 𝑔(𝜙(𝑒𝑖), 𝑒𝑖)𝜙(𝑈1) − 3𝑔(𝜙(𝑈1), 𝑒𝑖)𝜙𝑒𝑖} 

 

olduğundan  

 

𝑆(𝑈1, 𝑈2) = [
𝑐(𝑛−5)+3𝑛+1

4
] 𝑔(𝑈1, 𝑈2) + [

(𝑐−1)(5−𝑛)

4
] 𝜂(𝑈1)𝜂(𝑈2)                                                                (19) 

 

ve  

 

𝑄𝑈1 = [
𝑐(𝑛−5)+3𝑛+1

4
] 𝑈1 + [

(𝑐−1)(5−𝑛)

4
] 𝜂(𝑈1)𝜉                                                                                            (20) 

 

elde edilir.  

 

Sonuç 2.1. Her sabit kesit eğrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik manifold 𝜂 −Einstein 

manifolddur.  

Ayrıca (19) denkleminde 𝑈2 = 𝜉 seçtiğimizde  

 

𝑆(𝑈1, 𝜉) = (𝑛 − 1)𝜂(𝑈1),                                                                                                                              (21) 

benzer şekilde 

 

𝑄𝜉 = (𝑛 − 1)𝜉                                                                                                                                               (22) 

 

olarak hesaplanır. Diğer taraftan 𝑀 nin skaler eğriliği  
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𝑟 =
(𝑛−1)

4
[𝑐(𝑛 − 5) + 3𝑛 + 5]                                                                                                                      (23) 

dir.  

 

3. Bir Normal Hemen Hemen Parakontakt Metrik Manifoldun Quasi-Konformal Eğrilik Tensörü 

 

Bu bölümde sabit kesit eğrilikli bir normal hemen hemen parakontakt metrik manifoldun quasi-konformal 

eğrilik tensörünün diğer eğrilik tensörleri üzerindeki etkiler incelenmiştir.  

 

Teorem 3.1. 𝑛 −boyutlu bir 𝑀(𝑐) −sabit kesit eğrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik 

manifoldunda �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑅 = 0 olması için gerek ve yeter şart ya manifold 𝑀(1) şeklinde bir reel uzay 

formdur yada manifoldun skaler eğriliği  

 

𝑟 =
𝑛(𝑛 − 1)[4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)]

4𝑎 + 8𝑏(𝑛 − 1)
 

 

dir.  

 

Ispat: Kabul edelim ki �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑅 = 0 şartı sağlansın. O zaman ∀𝑈1, 𝑈2, 𝑈3, 𝑈4, 𝑈5 ∈ 𝜒(𝑀) olmak  

 

(�̃�(𝑈1, 𝑈2)𝑅)(𝑈3, 𝑈4, 𝑈5) = �̃�(𝑈1, 𝑈2)𝑅(𝑈3, 𝑈4)𝑈5 − 𝑅(�̃�(𝑈1, 𝑈2)𝑈3, 𝑈4)𝑈5 

−𝑅(𝑈3, �̃�(𝑈1, 𝑈2)𝑈4)𝑈5 − 𝑅(𝑈3, 𝑈4)�̃�(𝑈1, 𝑈2)𝑈5                                                (24) 

 

olduğunu biliyoruz. (24) denkleminde 𝑈1 = 𝜉 seçtiğimizde  

 

(�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑅)(𝑈3, 𝑈4, 𝑈5) = �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑅(𝑈3, 𝑈4)𝑈5 − 𝑅(�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈3, 𝑈4)𝑈5 

                                        −𝑅(𝑈3, �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈4)𝑈5 − 𝑅(𝑈3, 𝑈4)�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈5 

                                  = 0                                                                                                                                        (25) 

halini olur. Bu denklemde (17) kullanıldığında  

 

[
4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] [𝑔(𝑈2, 𝑅(𝑈3, 𝑈4)𝑈5)𝜉 − 𝜂(𝑅(𝑈3, 𝑈4)𝑈5)𝑈2 

                                             −𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝑅(𝜉, 𝑈4)𝑈5 + 𝜂(𝑈3)𝑅(𝑈2, 𝑈4)𝑈5 

                                             −𝑔(𝑈2, 𝑈4)𝑅(𝑈3, 𝜉)𝑈5 + 𝜂(𝑈4)𝑅(𝑈3, 𝑈2)𝑈5 

                                                                       −𝑔(𝑈2, 𝑈5)𝑅(𝑈3, 𝑈4)𝜉 + 𝜂(𝑈5)𝑅(𝑈3, 𝑈4)𝑈2] 

                                          = 0                                                                                         (26) 

bulunur. (26) da (9) ve (10) eşitlikleri kullanıldığında  

 

[
4𝑎+𝑏(𝑛−5)(1−𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛−1
+ 2𝑏]] [𝑅(𝑈2, 𝑈4)𝑈5 + 𝑔(𝑈2, 𝑈5)𝑈4 − 𝑔(𝑈4, 𝑈5)𝑈2] = 0                                   (27) 

 

elde edilir. Buradan ya  

 

𝑅(𝑈2, 𝑈4)𝑈5 = 𝑔(𝑈4, 𝑈5)𝑈2 − 𝑔(𝑈2, 𝑈5)𝑈4 
 

için  𝑀, 𝑐 = 1 sabit kesit eğrilikli bir reel uzay formdur ya da 𝑀 nin skaler eğriliği 

 

𝑟 =
𝑛(𝑛 − 1)[4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)]

4𝑎 + 8𝑏(𝑛 − 1)
 

dir. İspatın tersi açıktır.  
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Teorem 3.2. 𝑛 −boyutlu bir 𝑀(𝑐) −sabit kesit eğrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik 

manifoldunda     �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑃 = 0 olması için gerek ve yeter şart ya 𝑀 bir Einstein manifoldudur ya da 𝑀 nin 

skaler eğriliği  

 

𝑟 =
𝑛(𝑛 − 1)[4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)]

4𝑎 + 8𝑏(𝑛 − 1)
 

 

dir.  

 

Ispat. Kabul edelim ki �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑃 = 0 şartı sağlansın. O zaman ∀ 𝑈2, 𝑈3, 𝑈4, 𝑈5 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere  

 

(�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑃)(𝑈3, 𝑈4, 𝑈5) = �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑃(𝑈3, 𝑈4)𝑈5 − 𝑃(�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈3, 𝑈4)𝑈5 

                                        −𝑃(𝑈3, �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈4)𝑈5 − 𝑃(𝑈3, 𝑈4)�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈5 

  = 0                                                                                                                         (28) 

 

dir. (28) denkleminde (17) kullanılırsa  

 

[
4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] [𝑔(𝑈2, 𝑃(𝑈3, 𝑈4)𝑈5)𝜉 − 𝜂(𝑃(𝑈3, 𝑈4)𝑈5)𝑈2 

                                            −𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝑃(𝜉, 𝑈4)𝑈5 + 𝜂(𝑈3)𝑃(𝑈2, 𝑈4)𝑈5 

                                            −𝑔(𝑈2, 𝑈4)𝑃(𝑈3, 𝜉)𝑈5 + 𝜂(𝑈4)𝑃(𝑈3, 𝑈2)𝑈5 

−𝑔(𝑈2, 𝑈5)𝑃(𝑈3, 𝑈4)𝜉 + 𝜂(𝑈5)𝑃(𝑈3, 𝑈4)𝑈2] = 0                (29) 

 

bulunur. (29) da (13) ve (14) eşitlikleri kullanıldığında ve sonrasında 𝑈3 = 𝜉 seçtiğimizde   

 

[
4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] [𝑃(𝑈2, 𝑈4)𝑈5 + 𝑔(𝑈4, 𝑈2)𝜂(𝑈5)𝜉 

                                                               −
1

𝑛−1
𝑔(𝑈4, 𝑈2)𝜂(𝑈5)𝜉 + 𝑔(𝑈2, 𝑈5)𝜂(𝑈4)𝜉 −

1

𝑛−1
𝑔(𝑈2, 𝑈5)𝜂(𝑈4)𝜉 

                                                              +
1

𝑛−1
𝑆(𝑈4, 𝑈5)𝑈2 − 𝑔(𝑈4, 𝑈5)𝑈2 −

1

𝑛−1
𝑆(𝑈2, 𝑈5)𝜂(𝑈4)𝜉 

                                                              +
1

𝑛−1
𝑔(𝑈2, 𝑈5)𝑈4 −

1

𝑛−1
𝑆(𝑈2, 𝑈4)𝜂(𝑈5)𝜉]  

                                                         = 0                                                                                                   (30) 

 

elde edilir. (30) denkleminde 𝑈5 = 𝜉 seçtiğimizde ve gerekli kısaltmaları yaptığımızda 

  

[
4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] [

1

𝑛 − 1
𝑆(𝑈4, 𝑈2) − 𝑔(𝑈4, 𝑈2)] = 0 

 

bulunur. Buradan ya   𝑀 nin skaler eğriliği 

r =
𝑛(𝑛 − 1)[4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)]

4𝑎 + 8𝑏(𝑛 − 1)
 

 

olarak hesaplanır. Diğer taraftan   

 

𝑆(𝑈4, 𝑈2) = (𝑛 − 1)𝑔(𝑈4, 𝑈2) 
 

olup buradan 𝑀 bir Einstein manifoldudur. İspatın tersi açıktır.  
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Teorem 3.3. 𝑛 −boyutlu bir 𝑀(𝑐) −sabit kesit eğrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik 

manifoldunda    �̃�(𝜉, 𝑈2)�̃� = 0 olması için gerek ve yeter şart ya 𝑀,  𝑐 = 1 sabit kesit eğrilikli bir reel uzay 

formdur ya da 𝑀 nin skaler eğriliği 

 

𝑟 =
𝑛(𝑛 − 1)[4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)]

4𝑎 + 8𝑏(𝑛 − 1)
 

dir.  

 

Ispat: Kabul edelim ki �̃�(𝜉, 𝑈2)�̃� = 0 olsun. O zaman ∀ 𝑈2, 𝑈3, 𝑈4, 𝑈5 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere  

 

(�̃�(𝜉, 𝑈2)�̃�)(𝑈3, 𝑈4, 𝑈5) = �̃�(𝜉, 𝑈2)�̃�(𝑈3, 𝑈4)𝑈5 − �̃�(�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈3, 𝑈4)𝑈5 

                                     −�̃�(𝑈3, �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈4)𝑈5 − �̃�(𝑈3, 𝑈4)�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈5 

                                  = 0                                                                                                                                         (31) 

dir. (31) denkleminde (17) kullanılırsa   

 

[
4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] [𝑔(𝑈2, �̃�(𝑈3, 𝑈4)𝑈5)𝜉 − 𝜂(�̃�(𝑈3, 𝑈4)𝑈5)𝑈2 

                                                                               −𝑔(𝑈2, 𝑈3)�̃�(𝜉, 𝑈4)𝑈5 + 𝜂(𝑈3)�̃�(𝑈2, 𝑈4)𝑈5 

                                                                               −𝑔(𝑈2, 𝑈4)�̃�(𝑈3, 𝜉)𝑈5 + 𝜂(𝑈4)�̃�(𝑈3, 𝑈2)𝑈5 

                                                                −𝑔(𝑈2, 𝑈5)�̃�(𝑈3, 𝑈4)𝜉 + 𝜂(𝑈5)�̃�(𝑈3, 𝑈4)𝑈2] 

   = 0                                                                                                      (32) 

elde edilir. (32) denkleminde (15) ve (16) eşitlikleri kullanıldığında ve sonrasında 𝑈3 = 𝜉 seçtiğimizde  

 

[
4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] [�̃�(𝑈2, 𝑈4)𝑈5 

                                                                                     − [1 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [𝑔(𝑈4, 𝑈5)𝑈2 − 𝑔(𝑈2, 𝑈5)𝑈4]] 

 = 0                                                                                    (33)  

elde edilir. (33) denkleminde (7) kullanılırsa ya 𝑀, 𝑐 = 1 sabit kesit eğrilikli bir reel uzay formdur ya da 𝑀 

nin skaler eğriliği 

 

r =
𝑛(𝑛 − 1)[4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)]

4𝑎 + 8𝑏(𝑛 − 1)
 

 

dir. Böylece ispat tamamlanır, tersi ise açıktır.   

 

Teorem 3.4. n −boyutlu bir 𝑀(𝑐) −sabit kesit eğrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik 

manifoldunda C̃(ξ, 𝑈2)S = 0 olması için gerek ve yeter şart ya M bir Einstein manifoldudur ya da manifoldun 

skaler eğriliği 

𝑟 =
𝑛(𝑛 − 1)[4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)]

4𝑎 + 8𝑏(𝑛 − 1)
 

dir. 

 

Ispat: Kabul edelim ki �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑆 = 0 olsun. O zaman ∀ 𝑈1, 𝑈2, 𝑈3, 𝑈4 ∈ 𝜒(𝑀) için  

𝑆(�̃�(𝑈1, 𝑈2)𝑈3, 𝑈4) + 𝑆(𝑈3, �̃�(𝑈1, 𝑈2)𝑈4) = 0                                                                                            (34) 

 

dir. (34) denkleminde 𝑈1 = 𝜉 seçtiğimizde 
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[
4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] [(𝑛 − 2)𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝜂(𝑈4) + (𝑛 − 2)𝑔(𝑈2, 𝑈4)𝜂(𝑈3) 

                                                                               −𝜂(𝑈3)𝑆(𝑈2, 𝑈4) − 𝜂(𝑈4)𝑆(𝑈3, 𝑈2)] 

= 0                                                                                   (35) 

bulunur. Buradan ya  

 

𝑆(𝑈2, 𝑈4) = (𝑛 − 1)𝑔(𝑈2, 𝑈4) 
 

olup buradan 𝑀 bir Einstein manifoldudur. Ya da 

 

𝑟 =
𝑛(𝑛 − 1)[4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)]

4𝑎 + 8𝑏(𝑛 − 1)
 

 

dir. İspat tamamlanır, tersi açıkça görülür.   

 

Teorem 3.5. 𝑛 −boyutlu bir 𝑀(𝑐) sabit kesit eğrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik 

manifoldunda C̃(ξ, 𝑈2)C̃ = 0 olması için gerek ve yeter şart ya 𝑀 (
4𝑎−𝑏[5𝑛−7−𝑐(3𝑛+5)]

4𝑎
) sabit kesit eğrilikli 

bir reel uzay form ya da 𝑀 nin skaler eğriliği  

 

𝑟 =
𝑛(𝑛 − 1)[4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)]

4𝑎 + 8𝑏(𝑛 − 1)
 

 

dir.  

 

Ispat: Kabul edelim ki �̃�(𝜉, 𝑈2)�̃� = 0 olsun. O zaman ∀ 𝑈2, 𝑈3, 𝑈4, 𝑈5 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere  

 

(�̃�(𝜉, 𝑈2)�̃�)(𝑈4, 𝑈5, 𝑈3) = �̃�(𝜉, 𝑈2)�̃�(𝑈4, 𝑈5)𝑈3 − �̃�(�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈4, 𝑈5)𝑈3 

                                        −�̃�(𝑈4, �̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈5)𝑈3 − �̃�(𝑈4, 𝑈5)�̃�(𝜉, 𝑈2)𝑈3  

= 0                                                                                                              (36) 

dir. (36) eşitliğinde (17) denklemi kullanıldığında   

 

[
4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] [𝑔(𝑈2, �̃�(𝑈4, 𝑈5)𝑈3)𝜉 − 𝜂(�̃�(𝑈4, 𝑈5)𝑈3)𝑈2 

                                             −𝑔(𝑈2, 𝑈4)�̃�(𝜉, 𝑈5)𝑈3 + 𝜂(𝑈4)�̃�(𝑈2, 𝑈5)𝑈3 

                                             −𝑔(𝑈2, 𝑈5)�̃�(𝑈4, 𝜉)𝑈3 + 𝜂(𝑈5)�̃�(𝑈4, 𝑈2)𝑈3 

                                                                 −𝑔(𝑈2, 𝑈3)�̃�(𝑈4, 𝑈5)𝜉 + 𝜂(𝑈3)�̃�(𝑈4, 𝑈5)𝑈2] 

                                                                = 0                                                                                 (37) 

elde edilir. (37) denkleminde tekrar (17) kullanılırsa ve 𝑈4 = 𝜉 seçildiğinde,  

 

[
4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] [�̃�(𝑈2, 𝑈5)𝑈3 

− [
4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)

4
−

𝑟

𝑛
[

𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] [𝑔(𝑈5, 𝑈3)𝑈2 − 𝑔(𝑈2, 𝑈3)𝑈5)]] 

= 0 

eşitliği bulunur. Son eşitlikte 𝑈2 → 𝜙𝑈2 ve  𝑈5 → 𝜙𝑈5 seçilip, sonrasında (8) kullanıldığında 
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𝑅(𝜙𝑈2, 𝜙𝑈5)𝑈3 = [
4𝑎−𝑏[5𝑛−7−𝑐(3𝑛+5)]

4𝑎
] [𝑔(𝜙𝑈5, 𝑈3)𝜙𝑈2 − 𝑔(𝜙𝑈2, 𝑈3)𝜙𝑈5]                                           (38) 

 

olarak hesaplanır. (38) eşitliğinden ise  𝑀 (
4𝑎−𝑏[5𝑛−7−𝑐(3𝑛+5)]

4𝑎
) sabit kesit eğrilikli bir reel uzay formdur.  

Diğer taraftan  𝑀 nin skaler eğriliğinin de   

 

𝑟 =
𝑛(𝑛 − 1)[4𝑎 + 𝑏(𝑛 − 5)(1 − 𝑐)]

4𝑎 + 8𝑏(𝑛 − 1)
 

 

olduğu görülür. İspatın tersi ise açıktır.   

 

Örnek 3.1. ℝ7 de (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, z) standart koordinatlarına göre 𝑀7 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑧) ∈
ℝ7} manifoldunu alalım. 𝑀 nin her bir noktasında lineer bağımsız vektör alanları  

 

𝑒𝑖 = 𝑒𝑧 𝜕

𝜕𝑥𝑖
,    𝑒𝑗 = 𝑒𝑧 𝜕

𝜕𝑦𝑗
,    1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3  ve 𝑒7 =

𝜕

𝜕𝑧
     

olsun. Burada 𝑀 üzerinde Riemann metriği  

 

𝑔 = 𝑒−2𝑧 ∑{𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝑑𝑦𝑖 + 𝑑𝑦𝑖 ⊗ 𝑑𝑦𝑖} + 𝑑𝑧 ⊗ 𝑑𝑧

3

𝑖=1

 

 

olsun. Burada 𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 olup, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 7 olmak üzere 𝑒𝑖 ,  𝑀 nin bir ortonormal bazıdır. 𝑀 üzerinde 

bir vektör alanı  

𝑋 = ∑ (𝑋𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑌𝑖

𝜕

𝜕𝑦𝑖
) + 𝑧

𝜕

𝜕𝑧

3

𝑖=1

 

 

dir. Burada 𝜙 parakontakt yapısını ve 𝜂 1 −formunu ise  

 

𝜙𝑋 = ∑ (−𝑋𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
− 𝑌𝑖

𝜕

𝜕𝑦𝑖
)

3

𝑖=1

 

ve  

𝜂(𝑋) = 𝑔(𝑋, 𝑒7) olarak tanımlayalım. Bundan kolayca görülebilir ki her 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için  

 

𝜙2𝑋 = 𝑋 −  𝜂(𝑋)𝑒7,  

 

𝑔(𝜙𝑋, 𝜙𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) −  𝜂(𝑋) 𝜂(𝑌) 

 

ve  

𝜂(𝑒7) = 1  
 

dir. Böylece (𝜙, 𝜉 = 𝑒7, 𝜂, 𝑔) 𝑀 üzerinde bir hemen hemen parakontakt metrik yapıdır. Burada Lie parantez 

operatörleri de  

[𝑒𝑖, 𝑒7] = −𝑒𝑖,     1 ≤ 𝑖 ≤ 6  ve  [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 0,   1 ≤ 𝑗 ≤ 6  

 

olarak hesaplanır. 

 

Yine Kozsul formülü yardımıyla kovaryant türevler ise  

 

∇𝑒𝑖
𝑒𝑖 = 𝑒7,    ∇𝑒𝑖

𝑒𝑗 = 0,   𝑖 ≠ 𝑗,   1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 6 , 

 

∇𝑒𝑖
𝑒7 = 𝜙𝑒𝑖 = −𝑒𝑖,    ∇𝑒7

𝑒7 = 0,   , ∇𝑒7
𝑒𝑖 = 0  1 ≤ 𝑖 ≤ 6  
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olarak bulunur. Yine burada 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için  

 

(∇𝑋𝜙)𝑌 = −𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝑋 + 2𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝜉 

 

olduğu görülür. Böylece 𝑀7(𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısı bir hemen hemen normal parakontakt metrik manifolddur. 𝑀 

nin Riemann eğrilik tensörü yardımıyla, 

 

𝑅(𝑒𝑖 , 𝑒𝑗)𝑒𝑗 = −𝑒𝑖,     1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 7,  

 

𝑅(𝑒𝑖 , 𝑒𝑗)𝑒𝑘 = 0,     1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤ 6,    𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘 

 

değerleri bulunur. Şimdi 𝑀 üzerindeki 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları  

 

𝑋 = 𝑋𝑖𝑒𝑖,   𝑌 = 𝑌𝑗𝑒𝑗    ve   𝑍 = 𝑍𝑘𝑒𝑘,     1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤ 7   olarak alırsak,  

 

𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑋𝑖𝑌𝑗𝑍𝑘𝑅(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑒𝑘 = 𝑌𝑗𝑍𝑗𝑋𝑖𝑅(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑒𝑗 + 𝑋𝑖𝑌𝑗𝑍𝑖𝑅(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑒𝑖 

 

                = 𝑌𝑗𝑍𝑗𝑋𝑖𝑒𝑖 + 𝑋𝑖𝑍𝑖𝑌𝑗𝑒𝑗 

 

                = −{𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌} 
 

dir. Yani 𝑀  𝑐 = −1 sabit kesit eğriliklidir. Buradan da 𝑀 nin Ricci tensörü  

 

𝑆(𝑋, 𝑌) = −(𝑛 − 1)𝑔(𝑋, 𝑌) 

 

olduğundan  

 

𝑆(𝑋, 𝑌) = −6𝑔(𝑋, 𝑌) dir. Buradan da 𝑀 nin skaler eğriliği 𝑟 = −42 olarak hesaplanır.  

 

Sonuç olarak verdiğimiz bütün teoremleri sağlayan örneğimiz için  𝑐 = −1, 𝑟 = −42 olup ayrıca 𝑎 = −
13

2
𝑏 

bağıntısı vardır. 
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