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Oz

Gergin elastik bir tele bagli kiitlenin dogrusal olmayan titresim hareketi ele alinmistir. Sistemin hareket denklemi
olusturulmustur. Hareket denklemine ¢ok 6lgekli metot (COM) ve cok o6lcekli Lindstedt Poincare (COLP) metodu
uygulanmigtir. Belirtilen metotlar kullanilarak hareket denkleminin yaklagik analitik ¢6ziimleri bulunmustur. Belirtilen
¢oziimler hareket denkleminin sayisal ¢dziimii ile karsilastirnlmistir. Kuvvetli dogrusal olmayan sistemlerde COLP
metodu iyi sonuglar vermistir.

Anahtar kelimeler: Cok Olcekli Lindstedt Poincare Metodu, Cok Olcekli Metot, Kuvvetli Dogrusal Olmayan
Sistemler, Perturbasyon Metotlari, Sayisal Coziimler

Abstract

Nonlinear Oscillation of a Mass Attached to a Stretched Elastic Wire is considered. Equation of motion of the system is
obtained. The classical multiple scales method (MS) and multiple scales Lindstedt Poincare (MSLP) method are
applied to the equation of motion. Approximate analytical solutions of the equation of motion are obtained using the
stated methods. Obtained solutions are compared with numerical solution of the equation of motion. MSLP method
gives better results for strong nonlinearities.
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1. Giris

Perturbasyon teknikleri fiziksel problemlerin
yaklagik analitik ¢oziimlerini tiretmekte kullanilan
teknikler arasindadir. Is1 transferinden, mekanik
titresimlere, kati cisimlerin mukavemetinden
akiskanlar mekanigine kadar birgok fiziksel
probleme ait matematik model bu metotlarla
basarili olarak ¢oziilmiistir (Nayfeh, 1981). Bu
metotta ¢oziim, fiziksel kiigiik bir parametrenin
seri agilimi seklinde ifade edilir. Direk agilim
olarak adlandirilan en basit perturbasyon teknigi
bircok modelde probleme yol agmakta, zaman
igerisinde patlamalara yol agan ¢oziimlere sebep
olmaktadir. Bu yiizden gercek ¢oziimlerle daha
uyumlu c¢oziimler elde edebilmek icin bir¢ok
farkli yontem gelistirilmistir.

Perturbasyon metotlarinin en 6nemli kisitlamasi
denklemde kiigiik bir parametreye ihtiyag
duyulmasi ya da denkleme bu kiigiik parametrenin
yapay olarak eklenmesidir. Bu durumda ¢éziimler
zayif dogrusal olmayan sistemler i¢in gecerli
olmaktadir. Fiziksel parametrenin biiylik oldugu
kuvvetli dogrusal olmayan sistemler i¢in bu
coziimler gecerli olmamaktadir.

Kuvvetli dogrusal olmayan sistemler igin gecerli
perturbasyon ¢oziimleri elde etmek {izere son
zamanlarda bazi calismalar yapilmigtir. Hu ve
Xiong (2004), Duffing denklemini kullanarak
Lindstedt Poincare metodunu iki farkli sekilde ele
almis ve sonuglar karsilastirnuglardir. Oncelikle
denklemi klasik yontem ile ¢ozmiiglerdir. Daha
sonra perturbasyon ag¢iliminda modifikasyon
yaparak doniisiim frekansi yerine dogal frekansi
seriye acarak c¢oOziimler elde etmiglerdir. Elde
edilen ¢oziimler sayisal ¢oziimle karsilastirilmig
ve perturbasyon parametresinin ¢ok biiyiik
degerleri i¢in de uygun ¢oziimler elde edilmistir.
Benzer bir c¢alisma da Duffing denklemi igin
yaklagik  ve tam  ¢Ozimli frekanslar
karsilagtirlmistir (Hu, 2004a). Ayni denklem,
lineer frekansin sifir olma durumu icin de ele
alinmustir (Hu, 2004b). Elde edilen periyodlar tam
¢oziim periyodlar1 ile biiylik parametreler icin
karsilagtirilmis ve iyi bir yakinsama saglanmustir.

COLP (Pakdemirli vd., 2009; Pakdemirli ve
Karahan, 2010; Pakdemirli vd., 2011; Karahan ve
Pakdemirli, 2017a; Karahan ve Pakdemirli,
2017b; Karahan, 2017) metodu zayif ve kuvvetli
dogrusal olmayan sistemlerin yaklasik analitik
¢oziimlerini elde etmek icin kullanilan etkili bir
yontemdir. Cok o0l¢ekli yontem ile Lindstedt
Poincare yonteminin birlestirilmesi bu yontemin
temelini olusturmaktadir.
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Bu ¢alismada gergin elastik bir tele bagl kiitlenin
dogrusal olmayan titresim hareketi ele alinmugtir.
Sistemin hareket denklemine COLP metodu ilk
defa uygulanmistir. COM) ve COLP metotlart
kullanilarak hareket denkleminin yaklasik analitik
¢Oozlimleri elde edilmistir. Bu ¢oziimler hareket
denkleminin sayisal ¢oziimii ile karsilastirilmigtir.
COLP metodu zay1f ve kuvvetli dogrusal olmayan
sistemler i¢in sayisal ¢6ziim ile uyumlu sonuclar
verirken, COM metodunun kuvvetli dogrusal
olmayan sistemler igin sayisal ¢dziim ile uyumlu
sonuclar vermedigi gozlemlenmistir.

Son olarak gergin elastik tele bagh bir kiitlenin
titresim hareketini ele alan bazi calismalara
deginilecektir. Sun vd. (2007), Newton metodu ve
harmonik denge metodunu birlestirerek yeni bir
yaklasim elde etmislerdir. Elde edilen yeni
yaklagim belirtilen modelin hareket denklemine
uygulanmig ve biiyiik genlik degerleri i¢in sayisal
¢Oziim ile uyumlu sonuglar elde etmislerdir.
Durmaz vd. (2011), He’nin maksimum-minimum
yaklagimini, He’nin frekans-genlik metodunu ve
parametrelerin - agilimi  metodunu  kullanarak
belirtilen model i¢in ¢ozlimler elde etmislerdir.
Jamshidi ve Ganji (2010), gergin elastik tele bagl
kiitlenin ~ titresim  hareketinin  diferansiyel
denklemini enerji denge ve varyasyonel iterasyon
metotlarin1 kullanarak yaklasik analitik periyodlar
elde etmiglerdir. Elde edilen degerler tam ¢6ziim
ile karsilastirilmis uyumlu sonuglar goézlemlen-
mistir.

2. Hareket Denklemi

Sistem gergin durumdaki bir telin merkezine baglh
bir m kiitlesinden olusmaktadir. Bu kiitlenin
yapmis oldugu salinim hareketi incelenmektedir.
Parcacik, tek boyutta sadece x yoniinde hareket ile
sinirlandirilmigtir. Sekil 1°deki kiitlenin hareket
denklemini elde etmek igin, kiitleye X yoniinde
etki eden kuvvetler toplami yazilir.

' > Sekil 1. Gergin
o™ elastik bir telin
L 0 . merkezindeki
To kiitle
s x(t)
L To ST
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mX=-2T sin& (1)

Burada T elastik telin gerilme kuvvetidir. Kiitle
baglangicta  duragan ve  x  konumunda
bulunmaktadir. Bu nedenle baslangic sartlar
asagidaki gibi olacaktir.

x(0)=x, x(0)=0 2
Telin gerilme kuvveti

'L2+ 2 _L2
— 0 ©)

T=T,+EA
seklinde ifade edilir. Burada, T, telin

baglangigtaki gerilme kuvveti, EA ise telin
eksenel rijitlik kuvvetidir. Denklem (3), denklem
(1)’ de yerine konulursa

X
m¥X + 2EA5+#2
1+(Xj
L

elde edilir. Denklemi boyutsuzlagtirmak igin
boyutsuz degiskenler asagidaki gibi tanimlanir.

(2T,-2EA)=0 (4

X t
—, T=
L mL

2EA

()

3.1. Cok Ol¢ekli Metot

Hizli ve yavas zaman Olgekleri agagidaki gibi ifade edilir.

Boyutsuz degiskenler denklem (4)’de yerine
konur ve asagidaki ifade elde edilir.

Al
U+u-— =0 (6)
J1+u?
Burada
TO
A=1-——, 0<A<1 @)
AE

seklinde tanimlanir.

Hareket denklemindeki kare koklii ifadeyi elimine
etmek adma terim Taylor serisine acilir ve
denkleme & perturbasyon parametresi uygun bir
sekilde yerlestirilir ise denklemin ve baglangi¢
sartlarinin nihai durumu asagidaki gibi elde edilir.

i+(1-2)u +%u3=0 (8)
X .

u(0)=E=ao,u(o)=o 9)

3. Analitik Coziimler

Bu boliimde elde edilen hareket denklemi, COM
ve COLP metotlar1 ile ¢ozilip, elde edilen
¢Oziimler sayisal sonuglar ile karsilastirilacaktir.

To=t, T=et, T,=¢% (10)
Zaman tiirevleri

d 2 d 2 2 2 2

- Do +eDiHE Dy =D 42D s (D +2D,D, ) +.. (11)
seklinde ifade edilir. Bagimli degisken asagidaki gibi seriye acilir,

u=uy (T, T, T,) + Uy (T, T, T, ) + &°u, (T, T, T, )+ (12)

bu a¢ilim orijinal denkleme yerlestirilir ve mertebe ayristirmasi yapilir. Aym sekilde baslangic sartlar1 da

mertebe ayristirmasina tabi tutulursa
O(l) : Dozuo +(1— /1)u0 =0
O(z): DU, +(1— A)u, =—2D,Dyu, - %uos

u,(0)=0,(Dyu, + Dy, )(0)=0

Uy (0)=8,, Dyuy(0)=0 (13)

(14)
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O(&’):Dy’u, +(1- A)u, =-2D,Dyy, - (D;* +2D,D, )u, —%uo u (15)

ifadeleri elde edilir.
Birinci mertebedeki ¢6ziim

U, = A(T,,T,)eV 1 ke (16)
olarak elde edilir. Burada kompleks genlik asagidaki gibi ifade edilir.

A= %aeiﬁ (17)

Gergek genlik ve faz acisindan birinci mertebe ¢oziim

Uy =a(T, T, )eos( (1= 2T, + A(T.T,)) (18)

seklinde elde edilir. Denkleme baslangi¢ sartlari uygulanirsa

a(O)zao, ,B(O)zO (19
ifadeleri elde edilir. Birinci mertebe ¢6ziim, denklem (14)’e yerlestirilir ve sekiiler terimleri elimine edecek
olan denklem asagidaki gibi elde edilir.

34

~2i\(1-2)DA+iIA-- AA=0 (20)

Kompleks genlik denklem (20)’ye yerlestirilirse agagidaki ifadeler elde edilir.

31
= =— = a7 T
a=a(T,), B ™ T-@a L+ 5(T,) (21)

& mertebesindeki ¢ozliim asagidaki sekildedir.

_ A A pset Ty (22)
"16(1-2)

Gergek genlik ve faz i¢in, U, ¢oziimii

u = bcos( (1-2)T, +7 )+

A
Va2

seklinde ifade edilir. Burada

a® cos(3,f{L- )T, +35) (23)

1. .
— “pe'” 24
> (24)

olarak alinir. Denkleme baglangic¢ sartlar1 uygulanirsa

b(0)=——2—a?,  #(0)=0 (25)
64 (1—/1)

ifadeleri elde edilir. Son mertebede, denklemler (16) ve (22), denklem (15)’de yerine konur ve sekiiler

terimleri yok edecek denklemden asagidaki ifadeler elde edilir.

2122
py=—t a4 g, 26
(1 i)ao ’ 16~/ 1024(1- 1)’ 0

Nihai sonug asagldakl gibidir.
u=a, cos( (1-2) +ﬂ)+ﬁ{l)aos [cos(3 (1—ﬂ)t+3ﬁ)—cos( (1-A) +ﬁ)}+o(52) (27)

a=a, b=-
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3.2. Cok Olcekli Lindstedt Poincare Metot
Denklem (8)’e 7 = wt zaman doniisiimii uygulanir ise
a)zu”+(1—ﬂ,)u+%su3 =0 (28)

elde edilir. Burada ( )" gosterimi, yeni zaman degiskeni olan 7 ’ya gore tiirevi ifade etmektedir. Hizli ve
yavas zaman Olgekleri yeni zaman degiskeni cinsinden asagidaki gibi ifade edilir.

T, =7 =ot, T =er=¢cot, T, =eir=c’wt (29)
Yeni zaman tiirevleri

d 2
% =D, +&D, +&°D, +... 17 Dy’ +26D,D, +£° (D, +26D,D, ) +.. (30)
seklinde ifade edilir. Bagimli degisken ve tabii frekans agagidaki gibi seriye agilir.
u=u, (T, T, T,) + U, (Ty, T, T, ) + &0, (To, T, T, )+ (31)
(1-2)=0" - em, - £’ ... (32

bu agilimlar denklem (28)’e yerlestirilir ve mertebe ayristirmasi yapilir. Ayni sekilde baslangic sartlar1 da
mertebe ayrigtirmasina tabi tutulursa

O(1): @’Dy’u, + @’y =0 U, (0)=a,,  Dyu,(0)=0 (33)
A
O(¢): @’ Dy’u, + @’u, =—20°DyDyu, + oy, — Eu(f (34)
U, (0)=0,(Dyu, + Dy, )(0)=0
0(£%):@’Dy’u, + w’u, =-20°D Dy, - »* (D}’ +2D,D, ) (u,)
(35)

3,
+w U, + COZUO - 7[.]0 U,

ifadeleri elde edilir.

Birinci mertebedeki ¢ozim
Uy = AT, T,)e™ +ke=a(T,,T,)cos(T, + B(T,.T,)) (36)

Denkleme baslangi¢ sartlar1 uygulanirsa

a(0)=a,,  B(0)=0 37)
ifadeleri elde edilir. Birinci mertebe ¢ozlim, denklem (34)’e yerlestirilir ve sekiiler terimleri elimine edecek
olan denklem asagidaki sekilde elde edilir.

DA A a2 pA-g (38)
@ 20
Sekiiler ifadede, D;A=0 se¢ildiginde @, kompleks yapida olmaz. Bu yiizden se¢im uygundur. Bu durumda

a= a(Tz), p=p (Tz) olacaktir. @, ise asagidaki gibi bulunur.

31, - 31
a)l=?AA=?a2 (39)

& mertebesinde ¢oziim asagidaki gibidir.

_ A _
u, =Be'™ + —— A%*" + ke =bcos(T, +7)+
: 160 (o 7)* S
Denkleme baslangi¢ sartlar1 uygulanirsa

a’ cos(3T, +3) (40)
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Aay
b(0)=——""==, 0)=0 41
ifadeleri elde edilir. Son mertebede, denklemler (36) ve (40), denklem (35)’de yerine konur ve sekiiler
terimleri yok edecek denklem

2iDlB+2iD2A—%B—£§A+3—};(A2I§+L25\2A3+2A5\Bj=0 (42)
@ 1) 20 16w

seklinde ifade edilir.

Sekiiler ifadede, D,A=0 secilir ise®, kompleks yapida olmaz. Bu yiizden secim uygundur. Cebirsel
islemler sonrasinda denklem (42)’den asagidaki ifadeler elde edilir.

i, 3,

a=aq, b=—">=,8=y=0, 0, =——— 43

° 6a? P77 =0 T B 43)
Nihai ¢6ziim

YN 2
u=a,cos(mt)+ v [cos(3t) - cos (et )] +O(£?) (44)
0]

seklinde elde edilir.
Burada frekans ifadesi asagidaki gibidir.

1 3ed _,) 1 3, 12&°4% _,
o= |=1-1+— += | 1-A+— - 45

\/2( 8a0) 2\/( 880j 512a0 (49)

3.3. Sayisal Coziimler ile Karsilastirma

Bu bolimde, COM ve COLP yontemlerinin
yaklasik analitik ¢oziimleri, MATHEMATICA' da
yerlesik bir yontem olan Runge-Kutta yontemi u
kullanilarak sayisal olarak dogrusal olmayan adi
diferansiyel denklemi dogrudan integre ederek
elde edilen sayisal integrasyon ¢ozimii ile
kargilagtirllmigtir.  Karsilagtirma,  denklemde
bulunan parametrelerin farkli degerleri igin

yapilmistir. Bu nedenle denklemdeki her bir - t

parametrenin, denklemi nasil etkﬂedigi Sekil 2. Analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilagtirilmast
incelenmistir. Sekiller 2 - 4’de a, =1ve 1=0.5 £=1(a,=11=05)

secilmistir. Sekil 2’de kargilagtirma &£=1 i¢in 10

yapilmistir. Sayisal ¢oziim ile COLP ¢oziimii
cakismasma ragmen COM yontemi ile sayisal
¢Oziim birbirinden ayrilmaktadir. Sekil 3’de
perturbasyon parametresinin degeri artirilarak
g£=10almmistir. Ayni1 sekildle COLP ¢oziimii
sayisal ¢oziim ile uygun sonuglar gostermektedir.
Ancak COM yéntemi ile sayisal ¢oziimiin genlik
degerleri uyumlu sonuglar gosterir iken frekans
degerleri bakimindan uygun sonuglar
gostermedigi goriilmektedir.

Sekil 3. Analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastiriimasi
£=10(a, =1,4=0.5)

212



Karahan ve Bostanci / GUFBED 9(2) (2019) 207-214

Sekil 4’de sonuglar £=100 icin
karsilastirilnustir. COLP ¢dziim ile sayisal ¢oziim
uyum iginde olmasina ragmen COM yoéntemi ile
elde edilen c¢oziim fiziksel olmayan sonuclar
gostermektedir. Goritildigi tizere kiitlenin yapmis
oldugu titresim hareketinin yapisi, kuvvetli
dogrusal olmayan ve zayif dogrusal olmayan
sistemler i¢in farkliliklar icermektedir.

55"
s

o £ 5

P ey

o

Sekil 4. Analitik ¢Oziimlerin

sayisal

Ve

COLP yénteminin dogrulugunu godstermek igin,
bagka metotlar ile elde edilen periyodlar ve tam
¢Oziim periyod degerleri Tablo 1’de sunulmustur.
Gorildiigi gibi hem kii¢iik salinim hem de biiytik
salimim genlik degerleri i¢in COLP metodunun,
tam ve baska metot ¢oziimleri ile uyum iginde
oldugu gorilmiistiir.

4. Sonuc¢

Gergin elastik bir tele baglh kiitlenin dogrusal
olmayan titresim hareketi incelenmistir. Sistemin
hareket denklemine COLP metodu ilk defa
uygulanmistir.  COM) ve COLP yontemleri
kullanilarak hareket denkleminin yaklasik analitik
¢ozlimleri elde edilmistir. Belirtilen ¢oziimler
hareket denkleminin sayisal ¢Oziimii ile
karsilastirilmistir. COLP metodu zayif ve kuvvetli
dogrusal olmayan sistemler i¢in sayisal ¢oziim ile
uyumlu sonuglar verirken, COM metodunun
kuvvetli lineer olmayan sistemler igin sayisal

kargilagtirilmasi ¢=100(a, =1,4=0.5) ¢6zim ile uyumlu sonuglar  vermedigi
gozlemlenmistir.

Tablo 1. Yaklasik analitik periyodlarin tam ¢6ziim periyod ile kargilagtirilmasi

2 Tram T Tho Tyim Tepm

(Sun vd., 2007) COLP (Sun vd., 2007) | (Jamshidi ve Ganji, 2010) | (Jamshidi ve Ganji, 2010)

0.1 6.621688 6.621680 6.621688 6.621237 6.621737

1 6.537508 6.533706 6.538331 6.517854 6.535726

10 6.322939 6.290502 6.323065 6.314678 6.320056
Kaynaklar Karahan, M. M. F., 2017. Approximate Solutions for

Durmaz, S., Demirbag, S. A., Kaya, M. O., 2011.
Approximate solutions for nonlinear oscillation
of a mass attached to a stretched elastic wire,
Computers and Mathematics with Applications,
61, 578-585.

Hu, H., 2004a. A classical perturbation technique
which is valid for large parameters, Journal of
Sound and Vibration, 269, 409-412.

Hu, H., 2004b. A classical perturbation technique that
works even when the linear part of restoring
force is zero, Journal of Sound and Vibration,
271, 1175-1179.

Hu, H., ve Xiong, Z. G., 2004. Comparison of two
Lindstedt-Poincare type perturbation methods,
Journal of Sound and Vibration, 278, 437-444.

Jamshidi, N. ve Ganji, D. D., 2010. Application of
energy balance method and variational iteration
method to an oscillation of a mass attached to a
stretched elastic wire, Current Applied Physics,
10, 484-486.

213

the Nonlinear Third-Order Ordinary Differential
Equations, Zeitschrift fiir Naturforschung A,
72(6), 547-557.

Karahan, M. M. F., Pakdemirli, M., 2017a. Free and
Forced Vibrations of the Strongly Nonlinear
Cubic-Quintic Duffing Oscillators, Zeitschrift
fiir Naturforschung A, 72(1), 59-69.

Karahan, M. M. F., Pakdemirli, M., 2017b. Vibration
Analysis of a Beam on a Nonlinear Elastic
Foundation,  Structural  Engineering  and
Mechanics, 62(2), 171-178.

Nayfeh, A. H., 1981. Introduction to Perturbation
Techniques, John Wiley and Sons, New York,
532p.

Pakdemirli M. ve Karahan, M. M. F., 2010. A New
Perturbation Solution for Systems with Strong
Quadratic and Cubic Nonlinearities,
Mathematical Methods in the Applied Sciences,
33, 704-712.



Karahan ve Bostanci / GUFBED 9(2) (2019) 207-214

Pakdemirli, M., Karahan, M. M. F. Karahan ve Boyaci1
H., 2009. A new perturbation algorithm with
better convergence properties: Multiple Scales
Lindstedt Poincare method, Mathematical and
Computational Applications, 14, 31-44.

Pakdemirli, M., Karahan, M. M. F. Karahan ve Boyact
H., 2011. Forced Vibrations of Strongly
Nonlinear Systems with Multiple Scales

214

Lindstedt Poincare Method, Mathematical and
Computational Applications, 16, 879-889.

Sun, W. P, Wu, B. S. Ve Lim, C. W., 2007.
Approximate analytical solutions for oscillation
of a mass attached to a stretched elastic wire,
Journal of Sound and Vibration, 300, 1042-
1047.



