Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisti Dergisi
Cilt 23, Say1 1, 272-276, 2019

Siileyman Demirel University
Journal of Natural and Applied Sciences
Volume 23, Issue 1, 272-276, 2019

DOI: 10.19113/sdufenbed.478565

Topolojik R-Modiil Grupoid Ortiileri

Nazmiye ALEMDAR

Erciyes Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Bsliimii, 38039, Kayseri

(ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0819-6613)

(Alinis / Received: 05.11.2018, Kabul / Accepted: 06.04.2019, Online Yayinlanma / Published Online: 26.04.2019)

Anahtar Kelimeler
Grup-grupoid,

Ortii grupoidi,

R-Modiil grupoid,
Topolojik R-Modiil grupoid

Ozet: Bu makalede ilk olarak bir topolojik R-modiil grupoid, topolojik R-
modiillerin kategorisinde bir grupoid obje olarak tanimlandi. Daha sonra R,
birim elemani 1; olan birimli bir diskre topolojik halka ve N, topolojik uzayi
evrensel oOrtiiye sahip olan bir topolojik R-modil olmak iizere myN temel
grupoidinin bir topolojik R-modiil grupoid oldugu gosterildi. Son olarak da
p:N — N objeleri icin N ve N birer evrensel ortiiye sahip olacak sekilde
T;ModCov/N kategorisinin bir dolu alt kategorisi UTy;ModCov/N ve p:G — m;N
objeleri i¢in de N ve N = G, birer evrensel ortilye sahip olacak sekilde
T,GdMCov/ ;N kategorisinin bir dolu alt kategorisi olan UT,;GdMCov/ N
tamimlanip, UT;ModCov/N ve UT;GdMCov/m;N Kkategorilerinin denk
kategoriler oldugu ispatlanmistir.
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Abstract: In this paper, firstly a topological R-module groupoid is defined as a
groupoid object in the category of topological R-modules. Then it is proved that
the fundamental groupoid ;N is a topological R-module groupoid, where R is
a discrete topological ring with identity 1z and N is a topological R-module
whose underlying space has a universal covering. Finally, it is proved that the
categories UT;ModCov/N and UT;GdMCov/mN are equivalent, where
UT;ModCov/N is a full subcategory of T;ModCov/N in which for objects
p:N = N both Nand N have universal coverings and UT;GdMCov/ ;N is the
full subcategory of T,GdMCov/ ;N in which for objects p:G —» m;N both
N =G, and N have universal coverings.

1. Giris

kategorilerinin denk

ispatlanmistir.

kategoriler oldugu

Her morfizmi bir izomorfizm olan bir kategoriye
grupoid denir [1]. Bir grup tek objeli grupoiddir,
ayrica bir grupoid ise c¢ok objeli grup gibi
diisiiniilebilir[2]. Grupoidlerin kategorisinde bir grup
objeye grup-grupoid denir[1]. Bu tanimdan yola
cikilarak [3] de halka-grupoid ve [4] de R-modiil
grupoid tanimlar1 verilmistir.

Ortii uzaylar1 ve ortii grupoidleri teorisi cebirsel
topolojinin iki 6nemli baghgidir. X, topolojik uzayi
basit irtibath ortiiye sahip olan bir topolojik grup ise
X in topolojik grup ortiilerinin kategorisi TGpCov /X
ve m, X temel grupoidinin grup-grupoid ortiilerinin
kategorisi GpGdCov/m,X denk Kkategorilerdir[5],[6].
Benzer bir sonu¢ halka-grupoidler icin [3] de elde
edilmistir. icen, Ozcan ve Giirsoy tarafindan [7] de
UTCov/X ve UTGCov/m,X kategorileri tanimlanip, bu
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Bir R-modiil grupoid, grupoidlerin kategorisinde bir
R-modil objedir[4]. Alemdar ve Mucuk tarafindan
[4] de eger R, birim elemani 1; olan birimli bir
topolojik halka ve N bir topolojik R-modiil ise m; N
temel grupoidinin bir R-modil grupoid oldugu
gosterilmistir. Ayrica [4] de R, birim elemani 1 olan
birimli bir topolojik halka ve N, topolojik uzay1
evrensel ortiiye sahip olan bir topolojik R-modiil ise
N topolojik  R-modilinin topolojik  R-modiil
ortilerinin TModCov/N kategorisi ile m N
temel grupoidinin R -modiil grupoid 6rtiilerinin
GdMCov /m,N kategorisinin denk kategoriler oldugu
ispatlanmistir.

Bu makalede ilk olarak topolojik R-modil grupoid
tanimlandi. Daha sonra R, birim elemani 1; olan
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birimli bir diskre topolojik halka ve N, topolojik uzayi
evrensel ortilye sahip olan bir topolojik R-modiil ise
m; N temel grupoidinin bir topolojik R-modiil grupoid
oldugu gosterildi. Son olarak ta UT;ModCov/N ve
UT,GpMCov/m;N  kategorileri tanimlandi ve bu
kategorilerin denk kategoriler oldugu ispatlandi.

2. R-Modiil Grupoidler ve Ortiileri

p:X - X topolojik uzaylarin bir fonksiyonu olsun.
Eger X topolojik uzaymin bir U alt climlesi agik,
egrisel irtibatli ve p~(U) nun her bir egrisel irtibath
bileseni X da acik ve p ile homeomorfik olarak
U tizerine doniisiirse U ya p ye gore kanoniktir denir.
Ayrica p~1(U) nun her bir egrisel irtibath bilesenine
de kanonik komsuluk adi verilir. Eger X de her bir x
noktasinin bir kanonik komsulugu varsa p ye orti
doniisiimii ve X topolojik uzaymna X topolojik
uzayimn 6rtii uzayr denir. Eger X ve X egrisel irtibath
ise p ortl dontisiimii irtibatlidir denir [8].

Bir G grupoidi bir G, objeler ctumlesi, bir G
morfizmler ciimlesi ile sirasiyla baslangi¢c ve bitis
doniigtimleri s,t:G > Gy , see = t.g = 15, olacak
sekilde birim doénilisim &:Gy — G, inversiyon
doniisim y: G — G ve

Gex,G={(ab)€EGxG|s(b) = t()}

ciimlesi lizerinde taniml kismi bileske
doniisiimiinden olusur ve bu déniisimler asagidaki
sartlari saglar,

1) (b,a) EGs X G icin s(ba) =s(a) ve t(ba) =
t(b) dir.

2)s(c) = t(b), s(b) = t(a) olacak sekildekia, b,c € G
icin c(ba) = (ch)a dir.

3) Her bir x € G, i¢in 1,, x objesinde birim morfizm
olmak iizere s(1,) = t(1,) = x dir.

4)Her a € G iginalyg) = 1yqya = a dir.

5)Her bir a€G icin y(a) =a™! olmak iizere
s(a™) = t(a), tla) =s(a) ve ala=lyygy,
aa_l = 1t(a) dir [9]

Kisaca bir grupoid her bir morfizmi tersinir olan bir
kiciik kategoridir [8].

X bir topolojik uzay olsun. X de birim uzunlukta
a:[0,1] — X egrilerinin u¢ noktalarina gére homotopi
sinifi olan [a] larin m;X climlesi X {lizerinde bir
grupoiddir. Bu grupoid temel grupoid olarak
adlandirlir.

G ve H iki grupoid olsun. f:G - H ve f;:Gy— H,
dontsiim ikilisi icin sf = fys, tf = fot ve her (b, a) €
G X Gigin f(b-a) = f(b)-f (a) sartlar1 saglaniyorsa
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f:G - H doniisimiine bir grupoid morfizmi denir.
Buradan objeleri grupoidler ve morfizmleri grupoid
morfizmleri olan bir kategori elde edilir ki bu
kategori Gd ile gosterilir[2].

Grupoid ortii morfizmi
tanimlanmigstir:

[8] de asagidaki gibi

f:G - H bir grupoid morfizmi olsun. Eger her bir
X € Gy igin f in f,: Gy > Hy () Kisitlamas bijektif ise
fmorfizmine bir grupoid értii morfizmi denir.

Ayrica [10] dan bilindigi Uizere;

GsXp Hy={(a,x) €G X Hy | s(a)=fo(x)} bir
geri cekme (pullback) olsun. f:G — H bir orti
morfizmidir ancak ve ancak (f,s):H — Gg X Hy
bijektiftir.

Bir G grupoidinin G, objeler climlesi ve G morfizmler
climlesi birer topolojiye sahip ve grupoid yapisinin
s, t, e,y donlsimleri ve grupoid kismi bileske
dontsimii strekli ise G ye topolojik grupoid denir
[10]. Bir topolojik grupoid morfizmi siirekli olan
fo: Gy = Hyve f:G - H doniisimlerinden olusur.

Danesh-Naruie

Asagidaki sonu¢ Brown and

tarafindan [11] da verilmistir:

Eger X evrensel ortiiye sahip bir topolojik uzay ise
m;X temel grupoidi bir topolojik grupoiddir.

Bir G grubu iizerinde bir topoloji tamimli ve bu
topolojiye gore grup carpim ve ters islemleri siirekli
ise G ye bir topolojik grup denir. Bir topolojik grup
morfizmi siirekli bir grup homomorfizmidir.

Brown and Spencer tarafindan [1] de grup-grupoid,
grupoidlerin kategorisinde bir grup obje olarak
tanimlanmistir. Ayrica bolim grup-grupoidi tanimi
da Mucuk vd. tarafindan [12] de yapilmistir.

Bir kii¢iik G topolojik grupoidi icin sirasiyla ¢arpim,
invers ve birim olarak adlandirilan ve grup sartlarin
saglayan

I1m:GXG—->G
2.inv:G > G
3.id: {*} » G ( burada {*} tek objeli diskre kategori)

stirekli fanktorlar1 mevcut ise G ye topolojik grup-
grupoid denir[7].

Ornek 2.1: X bir topolojik grup olsun. Bu taktirde X=
X XX , objelerinin cliimlesi X olan s(x,y) = x,
t(x,y) =y, e(x) = (%, %), y(x,y) = (y,x)  siirekli
doniisimleri ve (y,z)-(x,y) = (x,z) stirekli kismi
bileske islemi doniistimii ile bir topolojik grupoiddir.
Ayrica
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®:XxX-X (x,y)® (x’,y') = (x+x’, y+y)
inv:X - X, (x,y)™! = (=x,—y)
id: {x} » X,e=0,1, = (0,0)
X bir

Stuirekli fanktorlar1 ile

grupoiddir[13].

topolojik  grup-

Asagidaki sonug [7] de verilmistir:

Onerme 2.2: X bir topolojik grup olsun. Eger X in
topolojik uzay yapisi evrensel ortliye sahip ise m; X
temel grupoidi bir topolojik grup-grupoiddir.

G ve H birer topolojik grup-grupoid olsun.
F = (fy,f):G - H grupoid morfizmi ic¢in f;: G, = Hy
ve f:G — H birer topolojik grup homomorfizmi ise F
ye bir topolojik grup-grupoid morfizmi denir[7].

Boylece topolojik grup-grupoidler ve onlar arasindaki
morfizmler bir kategori olusturur ve bu kategori
TGpGd ile gosterilir.

Teorem 2.3: X, topolojik uzay1 evrensel ortiiye sahip
bir topolojik grup olsun. Bu durumda X topolojik
grubunun topolojik grup ortiilerinin kategorisi olan
TGCov/X kategorisi, m;X temel grupoidinin grup-
grupoid ortiilerinin GpGdCov/m,X Kkategorisine
denktir[5], [6].

tarafindan de

Asagidaki sonu¢ Igen vd.

ispatlanmistir:

(7]

Onerme 2.4: p: X — X objeleri i¢cin X ve X in her ikisi
de birer evrensel Grtiiye sahip olmak Uzere TGCov/X
kategorisinin bir dolu alt kategorisi UTGCov/X olsun.
p:G - m, X objeleri icin G, = X ve X in her ikisi de
birer evrensel Ortiiye sahip olmak {zere
TGpGdCov/ mX nin bir dolu alt Kkategorisi
UTGpGdCov/m, X olsun. Bu durumda UTGpGdCov/m X
ve UTGCov/X kategorileri denk kategorilerdir.

R birim elemani 1; olan birimli bir topolojik halka
olsun. Bir topolojik (sol) R-modiil, bir N toplamsal
degismeli topolojik grubunun 6:R XN = N, (r,a) =
ra stirekli fonksiyonu ile olusturdugu bir R-
modiildiir. Bir topolojik R-modiiliin, R-modiil
yapisinin evrensel oOrtiistine nasil yiikseltildigi
Alemdar and Mucuk tarafindan [14] de
ispatlanmistir.

R birim elemani1 1; olan birimli bir halka olsun. N,
objelerinin ciimlesi ve morfizmlerinin climlesi birer
R-modiil  olan bir grupoid olmak {lizere sirasiyla
baslangic ve bitis doniisiimleri s,t: N — Ny, birim
doniisimii  &: N, —» N, inversiyon doniisimiiy: N —
N ve grupoid kismi bileske doniisimi u:Ng X N —
N birer R-modiil morfizmi ise N grupoidine bir R-
modiil grupoid denir [4].
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Ayrica bir N, R-modiil grupoidir € R,x € Nyvea,b €
N i¢in grupoid kismi bileske islemi ab seklinde
tanimlandiginda s(ra) =rs(a) , t(ra) =rt(a) ,
ra)t=rat, e@x)=rl, ve (ra)(rb) =r(ab)
olan bir grup-grupoiddir[4].

N ve N birer R-modiil grupoid olsun. R-modiil yapisini
koruyan f:N — N grup-grupoid morfizmine bir R-
modiil grupoid morfizmi denir. Eger bir f:N - N R-
modiil grupoid morfizmi grupoid yapilar1 iizerinde
ortli morfizmi ise fye R-modiil grupoid értii morfizmi
denir[4].

Ornek 2.5: R birim elemani 1; olan birimli bir
topolojik halka ve N bir topolojik R-modiil ise m; N
temel grupoidi bir R-modiil grupoiddir[4].

Ornek 2.6: Eger N bir topolojik R-modiil ise Ornek
2.1 deki gibi tamimlanan N = N X N grupoidi bir
grup-grupoiddir. Buna ek olarakr € R, x,y,z € N ve
a=(xy),b=(y,2) €Nicin s(ra) =rs(a), t(ra) =
rt(a), (ra) ' =ra™!, e(rx) = r1, dir. Buradan
N bir R-modiil grupoiddir[4].

3. Topolojik R-Modiil Grupoidler ve Ortiileri

Tanim 3.1: R birim elemani 1, olan birimli bir
topolojik halka olsun. Bir N, R-modiil grupoidinde N,
ve N birer topolojik R-modil ve grupoid yapisin
olusturan tiim dontsimler s,t:N - Ny, e:Ny = N,
y:N -> Nve u:Ng X, N - N bu topolojilerle uyumlu
birer siirekli R-modiil morfizmi ise N ye bir topolojik
R-modiil grupoid denir.

Bir baska deyisle bir topolojik R-modiil grupoid,
topolojik R-modiillerin kategorisinde bir grupoid
objedir.

Ornek 3.2: R birim elemani 1 olan birimli bir diskre
topolojik halka olsun. Eger N topolojik R-modiil ise
Ornek 2.1 de N = N x N grupoidinin bir topolojik
grup-grupoid oldugu gosterilmistir. Buna ek olarak
Ornek 2.6 da N min bir R-modiil grupoid oldugu
gosterilmistir. Ayrica 6:RXN->N,(r,a)— ra
stirekli doniisiimii ile birlikte N bir topolojik R-modiil
grupoiddir.

Onerme 3.3: R birim elemani 1 olan birimli bir
diskre topolojik halka ve N, topolojik uzay1 evrensel
ortiiye sahip olan bir topolojik R-modiil olsun. Bu
durumda ;N bir topolojik R-modiil grupoiddir.

ispat: [7] den m;N nin bir topolojik grup-grupoid
oldugu bilinmektedir. Kabul edelim ki N, stirekli olan
m:N XN —= N,(a,b)= a+b grup toplami, siirekli
olann: N = N, at> —a invers donlisiimii ve siirekli
olan 6:RXN —> N, (r,a) ra etkimesi ile bir
topolojik R-modiil olsun. Bu déniisiimlerden
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myom: N X ;N - n;N, ([a], [b]) = [a + b],
mn: TN - m;N,[a] [—a] = —][a],

ve ra egrisit € [0,1] i¢in (ra)(t) = ra(t) seklinde
tanmimlanmak iizere

§:R x N = m;N, (r,[a]) = r[a] = [ra]

grupoid morfizmlerinin {retildigi ve m;N nin bir
R-modiill grupoid oldugu Alemdar Mucuk
tarafindan [4] de ispatlanmistir.

ve

0 halde ispati tamamlamak i¢in &:R x m;N - m;N
morfizminin  siirekli  oldugunu  goéstermemiz
yeterlidir.

U’ ve V' sirasiyla (ra)(0) = ra(0) ve (ra)(1) = ra(1)
in kanonik komsuluklari olmak iizere [ra] nin bir baz
komsulugu  V'[ra]U’~* olsun. &§:RXN->N
doniisiimi siirekli oldugundan r, a(0) ve a(1) in R ve
Nde f(WxU)cU' ve f(W x V)<V’ olacak sekilde
sirasiyla W, U ve V kanonik komgsuluklar1 mevcuttur.
R diskre uzay oldugundanr X (V[a]U™'),R X mN
de (r,[a]) nin bir kanonik komsulugudur ve

§(r,(V1a)0 ")) = r(V[a]0 )
=1V [ralrUt<V'[ra]U'*

dir. Bu da & nin siirekli oldugunu ispatlar.

Nve N birer topolojik R-modiil grupoid olsun. R-
modiil yapisim koruyan f:N — N topolojik grupoid
morfizmine bir topolojik R-modiil grupoid morfizmi
denir. Eger bir f:N — N topolojik R-modiil grupoid
morfizmi grupoid yapilari lizerinde ortii morfizmi ise
f ye topolojik R-modiil grupoid ortii morfizmi denir.

N bir topolojik R-modiil grupoid olsun. Objeleri
p: N — N topolojik R-modiil ortiileri ve p: N - N den
q:M — N ye bir morfizmi de p=qf olacak sekilde bir
f:N—>M (burada f bir orti déniisimidiir)
doniisiimii olan bir kategori elde edilir. Bu kategori
TModCov/N ile gosterilir. Benzer sekilde bir N
topolojik  R-modiili i¢cin objeleri mN temel
grupoidinin p: G —» m;N 6rtii morfizmleri ve p:G —
m,N den q: H - m;N ye bir morfizmi de p=qf olacak
sekilde bir f: G — H(burada fbir 6rtii morfizmidir) R-
modiil grupoid morfizmi olan bir kategori elde edilir.
Bu kategori GdMCov/ 1N ile gosterilir[4].

Asagidaki sonu¢ Alemdar ve Mucuk tarafindan [4] de
verilmistir.

Onerme 3.4: R birim elemani 1; olan birimli bir
topolojik halka ve N, topolojik uzay1 evrensel ortiiye
sahip olan bir topolojik R-modiil olsun. N topolojik R-
modiilinin  orti  doniisiimlerinin  TModCov/N
kategorisi, m;N temel grupoidinin grupoid orti
morfizmlerinin GdMCov/ ;N kategorisine denktir.
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R birim elemani 15 olan birimli bir diskre topolojik
halka olmak tizere TModCov/N kategorisinin bir dolu
alt kategorisi T4 ModCov/N ve GdMCov/ myN
kategorisinin bir dolu alt kategorisi T;GdMCov/ N
kategorisini g6z oniine alalim.

Ayricap:N — N objeleri icin N ve N birer evrensel
ortilye  sahip olacak sekilde T;ModCov/N
kategorisinin bir dolu alt kategorisi UT;ModCov/N
olsun. p: G » m;N objeleri icin N ve N = G, birer
evrensel ortiiye sahip olacak sekilde T;GdMCov/ m; N
kategorisinin bir dolu alt kategorisi UT;GdMCov/ ;N
olsun.

Bu makalede asagidaki sonug ispatlanmistir.

Teorem 3.5: UT;ModCov/N ve UT;GdMCov/ ;N
kategorileri denk kategorilerdir.

Ispat: Bir
m: UTyModCov/N — UT;GdMCov/ N

fanktoru asagidaki sekilde tanimlansin:

Kabul edelim ki p:N - N bir topolojik R -modiil
olsun. Bu durumda p:N - N den iiretilen
myp: N - m;N morfizminin bir R-modiil grupoid
morfizmi oldugu Alemdar ve Mucuk tarafindan [4] de
ispatlanmistir. Ayrica N ve N birer topolojik grup
oldugundan m;p:m;N — m;N nin bir topolojik grup-
grupoid morfizmi oldugu Igcen vd. tarafindan [7]
ispatlanmistir. Bunlardan dolay1 m;p bir topolojik R-
modiil grupoid morfizmidir.

Simdi asagidaki sekilde bir
6: UT;GdMCov/ ;N — UT;ModCov/N

fanktoru tanimlansin:

Kabul edelim ki ¢:G - m,N, N ve N = G, birer
evrensel Ortiiye sahip olacak sekilde bir topolojik
R-modiil grupoid morfizmi olsun. Buradan p =
qo:N > N topolojik  uzaylarin  bir  orti
doniisimiidiir[8].Burada N iizerindeki topolojinin
yukseltilmis topoloji olduguna dikkat edilmelidir.
Ayrica q bir topolojik R-modiill grupoid morfizmi
oldugundan g, ve gq birer topolojik R-modiil
morfizmidir.

Teorem 2.3 den N topolojik grubunun topolojik grup
ortiilerinin kategorisi, myN temel grupoidinin grup-
grupoid ortiilerinin kategorisine denk oldugundan
asagidaki diyagram ispati tamamlar:

UTyModCov/N — UT;GdMCov/myN

l l
TGCov/N - GpGdCov /N
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