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n-kere Tiirevlenebilen h-konveks ve h-konkav fonksiyonlar icin integral Esitsizlikler

Huriye KADAKALY

OZET: Bu calismada, hem Holder hem de Power-Mean integral esitsizligi ile birlikte bir integral
esitligi kullanilarak n-kere tiirevlenebilen h-konveks ve h-konkav fonksiyonlar igin bir ka¢ yeni
esitsizlik bulunmustur.
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ABSTRACT: In this study, we get several new inequalities for n-times differentiable h-convex and h-
concave functions by applying an integral identity together with both the Hélder and the Power-Mean
integral inequality.
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GIRIS

Tamm 1.1 Her u,ve€l ve te€[0,1] igcin

asagidaki esitsizlik saglanirsa f:I S R->R
fonksiyonu konveks  fonksiyon olarak
adlandirilir:

ftu+ A=) <tfW+ A -t)f(w).
Eger esitsizlik tersine ise o zaman f fonksiyonu
I # @ aralig1 lizerinde konkav olarak adlandirilir.
Literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in birgok
esitsizlik verilmistir. Fakat Hermite-Hadamard
integral esitsizligi bu esitsizlikler icerisinde
geometrik dnemi ve uygulamalariyla olduk¢a 6n
plana ¢ikmistir. Bu esitsizlik asagidaki gibi ifade
edilir.

Tanmm 1.2 f:1 € R—> R fonksiyonu konveks
isea,b €1 (a <b)igin

b
f(asz)Sff(x)def(a);f(b)

esitsizligi gegerlidir. Bu esitsizlik literatiirde
Hermite-Hadamard  esitsizligi  olarak  iyi
bilinmektedir.
Tanim 1.3 s € (0,1] bir reel say1 olsun. Eger
her u, v € [0,) ve t € [0,1] i¢in
fu+ A=) <t°f(w) + (A -0)°f(v)

esitsizligi  saglaniyorsa  f:[0,00) — [0, 00)
fonksiyonuna s-konveks (ikinci anlamda)
fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin simifi K2 ile
gosterilir (Breckner, 1978).
Tanmmm 1.4 f:1 c R —> R bir fonksiyon olsun.
Eger f negatif olmayan bir fonksiyon ve her
u,velvet € (0,1) igin

ftu+ (A —-1t)v) < Ltu)+ {(_v)t
esitsizligi saglaniyorsa o zaman f fonksiyonuna
bir Godunova-Levin fonksiyonu denir. Bu tip
fonksiyonlarmm  smifi  Q(I) ile
(Godunova ve Levin, 1985).
Tanmm 1.5 Eger f:1 —» R fonksiyonu negatif
olmayan bir fonksiyon ve her u,vel ve
t € (0,1) igin

fu+ @A -v) < fw+f(w).

gosterilir

esitsizligi saglanirsa o zaman f fonksiyonuna bir
P-function denir. Bu durumda f fonksiyonuna
P(I) smifina aittir denir (Dragomir ve ark.,
1995).

Tammm 1.6 h:J € R —» R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Eger f:I € R — R negatif
olmayan bir fonksiyon ve her u,vel ve
t € (0,1) i¢in

fu+ 1 -t)v) <h(@®OfW +h1-0f W)

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna h-konveks
veya f’ye SX(h, I) sinifina aittir denir.

Eger yukaridaki esitsizlik tersine ise o zaman f
fonksiyonu h-konkav olarak adlandirilir, yani
f € SV(h,I)’dir. Eger h(t) =t ise bu durumda
negatif  olmayan fonksiyonlarin
SX(h,I) smifina ait oldugu ve her negatif
olmayan konkav fonksiyonun SV (h,I) sinifina

konveks

ait oldugu; eger h(t)=% ise bu durumda

SX(h,I) = Q(I) oldugu; eger h(t) =1 ise bu
durumda SX(h,I) 2 P(I) oldugu ve eger
s € (0,1) olmak tizere h(t) = t° ise bu durumda
SX(h,I) 2 K? oldugu aciktir (VaroSanec, 2007).
Son  zamanlarda literatirde,  h-konveks
fonksiyonlar, h-konkav fonksiyonlar, konvekslik
ve konvekslik  ¢esitleri  {izerine  gesitli
uygulamalar, genellestirmeler ve bunlarla ilgili
bazi esitsizlikleri iceren c¢ok sayida caligmalar
i¢in Pecari¢ ve ark., 1992; Cerone ve ark., 2000;
Dragomir ve Pearce, 2000; Hwang, 2003;
Ozdemir ve Kirmaci, 2003; Varosanec 2007;
Sarikaya ve ark., 2008; Set ve ark., 2010; Bai ve
ark., 2012; Jiang ve ark., 2012; Ozdemir ve
Yildiz, 2013; Tung, 2013; Xi ve Qi, 2013;
Maden ve ark., 2017 kaynaklarina bakilabilir.
h-konveks fonksiyonlar i¢in yazilmis olan
Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki teorem
ile verilir:
Teorem 11 a<pB olmak iizere f €
SX(Ch,),a,p €l ve fe€L([apB]) olsun. O
Zaman
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1 a+pf
Tl

esitsizligi gecerlidir. Eger bu esitsizlikler tersine
ise 0 zaman f fonksiyonu h-konkav olarak
adlandirilir (Sarikaya ve ark., 2008).

MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, esas sonuclari elde etmek igin
Maden ve ark., (2017) tarafindan verilen
asagidaki Lemma ile birlikte Holder integral

n-1

(OB — O (a)a
Z(; =1 ( (r+ 1)!
elde edilir.

Tamim 2.1 (Holder Integral Esitsizligi) p > 1
ve %+ ; =1 olsun. Eger f ve g fonksiyonlar

@, B] kapali araliginda tamimli reel degerli
fonksiyonlar, [f(x)|? ve |g(x)|? fonksiyonlari

B B
j FO0g(0)ldx < j FOOPdx

integral esitsizligi gegerlidir (Mitrinovié, 1970).

Tamim 2.2 (Power-Mean Integral Esitsizligi)
q=1 olsun. f ve g fonksiyonlann [a,p]
araliginda tanimli  ve integrallenebilir iki
fonksiyon olsun. |f(x)| ve |g(x)|? fonksiyonlari

B B
j FG)g()ldx < f £ (O)ldx

= ! ﬁ dx < 1h d
)—B_aaff@ X—[f<a)+f(ﬁ)]oj (@)da.

esitsizligi ve Power-mean integral esitsizligi
verilecektir.

Lemma 2.1 neNve f:1 € R - R fonksiyonu
I'iizerinde n-kere diferansiyellenebilir  bir
fonksiyon ve a,B€I’, a <f olmak iizere
f™ € L[a, B] olsun. Bu durumda

B B
-1 n+1
>— f fx)dx = %f x"f ™ (x)dx,

a

[, B] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar
ise bu durumda

1 1
p q

B
f g (0)dx

[a, B] arahiginda integrallenebilen fonksiyonlar

1Se

1 1

1-= =
q q

B
f £ GO llg ()1 dx

integral esitsizligi gecerlidir (Mitrinovié, ve ark., 1993).

Bu caligmada bundan sonra kolaylik saglamasi
acisindan asagidaki notasyonlart kullanacagiz.
J=[0,0)c R=(—o,40) ve 0<m<n

Genellestirilmis Logaritmik Ortalama: L,(m,n) = (

nP+1i_gyp+i

(p+1)(n-m)

olmak flizere m,ne€j ve f' €L[mmn] ve

m,n > 0 icin
m+n

Aritmetik ortalama: A(m,n) = -

)p,m #n,p €ER,p #—1,0.
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BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimde, I ve J’nin R iizerinde
araliklar, (0,1) ©J ve h ve f fonksiyonlarinin
sirastyla I ve J araliklar {izerinde tanimli negatif

olmayan fonksiyonlar, h G) # 0 oldugu
varsayilacaktir.
Ozellikle belirtmek gerekir ki, 6zel

durumlarda elde edilen sonuglar asagidaki
sonuglara indirgenir:

i. Bu c¢alismada elde edilen sonuglar,
h(t) =t olmast durumunda (Maden ve ark.,
2017)’nin sonuglarina indirgenir.

ii. Bu c¢alismada elde edilen
sonuglar, h(t) = 1 olmasi durumunda (Kadakal

ve ark., 2017a)’nin sonuglarina indirgenir.

iii. Bu calismada elde edilen
sonuglar, h(t) = t° olmasi durumunda (Kadakal
ve ark., 2017b)’nin sonuglarina indirgenir.

iv. Bu calismada elde edilen

sonuglar, h(t) =% olmasi durumunda (Kadakal
ve ark., 2017¢)’nin sonuglarina indirgenir.
Teorem 31 neN ve f:1c[0,00)->R
fonksiyonu I'iizerinde n-kere
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve a,B €I’
a < f8 olsun. Eger f™ € L[a, 5] ve q > 1 igin
|F™|* fonksiyonu [a,B] araligi iizerinde h-
konveks fonksiyon ise bu durumda

n-1 @) r+1
22(_1)r<f BB
=0

B
_ f(r) (a)ar+1
r+ 1) )—Jf&ﬂx

a

1
< —(zmq(ﬁ — @)Ly (@, ﬁ)Aq(|f<">(a)| Fo@)|*)

esitsizligi gegerlidir, burada, H = | 01 h(u)du dir.

ispat. Eger ¢ > 1 igin |f™|? fonksiyonu [a, 8] aralig: iizerinde h-konveks fonksiyon ise Lemma 2.1,

Holder integral esitsizligi ve

ol = (52 e < (2

esitsizligi kullanilarak

B -

Dol +r(E=2)]

B -

n-1 B
(PGB = FO@ar
Zo< 1) ( i )— [ reodx
L
SE x”|f(”)(x)|dx
v /8 :
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=

1

. B p /B q
< J o) ([ G2 w2 oo
1 1
B 7 2

1 1
1
= fx"pdx (ﬁ—a)lf(")(ﬂ)quh(t)dw B —a)lf(")(a)quh(t)dt

B 'Bnp+1 np+1 " .

= _(5 —a)p [(np TG l [2(/3 —a)A(|f( Y@ IF™ @) )H]
=L amyan, @ pai(|F @] F @)

elde ed|I|r.

Sonu¢ 3.1 n = 1 i¢in Teorem 3.1’in sartlarin1 dikkate alarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

fBB — f()a
p—a

B
1 1 1
= aff(x)dx < CH)Ly(a, PAI(f @I 1 (BID)

Teorem 32 neN ve f:Ic[0o)—>R  |r™|7 fonksiyonu [a,B] arahgn iizerinde h-
fonksiyonu I'tizerinde n-kere  konveks fonksiyon ise bu durumda asagidaki

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve a,B €I’ esitsizlik gecerlidir:
a < f olsun. Eger f™ € L[a, ] ve q¢ =1 icin

(OB - rO@art
Z(—l)r< >—Jf(x)dx
r=0 a

(r+1)!

1 nd-1 1
<— @=L, " @P)|[fB)|"Hi(@pm) + |[f" (@] Hy(a )"

Burada p = 1—§vep> 1
1

Hy(a, Bn) = j [£(8 — a) + a]" h(D)dt

0
1

Hy(a, Bn) = f B — (8 — )]" h(D)dt
dir. ’
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Ispat. Lemma 2.1 ve iyi bilinen Power mean integral esitsizliginden,

nz:( Iy (f(r)(ﬁ)ﬁr“ f(r)(a)ar“) ~ ff(x)dx
Fo (r+ 1! J
B
S—! xnlf(n)(x)ldx
a B 7 /8 @
H{[er) ([ b G o

- d

B
=%<J-x"dx> q(f(n>(/3)| fx h )dx+|f<n>(a)| fx h Ddx)q

n+1 n+1 1=
H(E—TT—) (66 IF P @) Hy e ) + 6 — DI F O @[ )]

n
1

W@wﬂmwnm+vwmnwwnm]

,Bn+1 n+

D@ -
=—w—wL auwvwwﬂmwam+vwmnmw@m]

=—(ﬁ )[(

elde edilir.

Sonug¢ 3.2 n = 1 i¢in Teorem 3.2’in sartlarin1 dikkate alarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

fBB—f@a 1
F—a  B-

B
f(x)dx

Sonug¢ 3.3 g = 1 i¢in Sonug 3.2 nin sartlarini dikkate alarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

f(BIB - f(@)a
f—a

g
_ﬁiajf(x)dx < If' (®)|H (0,8, 1) + |f' (@) |Hy(a, B, 1).

-1 1
< AT (@B B)IH; (@ B 1) + |f (@)|Hy (@ B, 1)]a
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Teorem 33 neN ve f:Ic[0,o)—>R  |rM|7 fonksiyonu [a,B] arahgi iizerinde h-

fonksiyonu I"tizerinde n-kere  konveks fonksiyon ise bu durumda asagidaki
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve a,B €I’ esitsizlik gegerlidir:

a < f8 olsun. Eger f™ € L[a, f] ve q > 1 igin

n-l FORB = FO(@)ar*? f
;(_1) ( (r+ 1! >_ff(x)dx
B 1
<EE @) e b + @] Haa
Burada,

Hy(a, f.m,q) = [[t(8 — @) + a]™@ h(t)dt,
1
Hy(a,Bom,q) = f (B — t(8 — )]™ h(t)dt

0
gosterimleri kullanilmistir.

fspat. Eger g >1 olmak fiizere | f(n)lq bilinen Holder integral esitsizligini uygulayarak
fonksiyonu [a, B] araligi iizerinde h-konveks  asagidaki esitsizlik elde edilir:
fonksiyon ise o zaman Lemma 2.1’i1 ve iyi

1 1
(1t B " B p /B . q
zj”f(”)(x)dx < jlpdx Jx”q|f(”)(x)| dx
. a . a a
1 1
B p /B q

s% fl.dx fan[(

a a

1 — 1
=— (B -0 -2l PB|"Hs (@B, + B - D|f (@) Hala B, )]

)lf(n)(ﬁ)l +h( >|f(n)( )l ]dx

1 1
= — B - d)|[fP®)|"Hs (@B ) + | (@) Hi(a. B, |"

Sonu¢ 3.4 n = 1 i¢in Teorem 3.3’iin sartlarin1 dikkate alarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

‘f(ﬁ)ﬁ — f@a

B
1 1
B—a  B- af fdx| < [If' (B Hs(a, B,1,9) + |f'(@)|"Hy(a, B, 1,914

Teorem 34 neN ve f:(0,0)cR->R  [[q,B] veq>1icin |f™|" fonksiyonu [, B]
fonksiyonu n-kere diferansiyellenebilir  bir araligi iizerinde h-konkav fonksiyon ise bu
fonksiyon ve 0 <a <p olsun. Eger f € durumda asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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n-1 f(r)(ﬁ)ﬁr+1 _ f(r)(a)ar+1 B
Z(—l)r< >—ff(x)dx

(r+1)!

a+,8>|l

<226 Q)] men]o (4

ispat. Eger ¢ > 1 igin | f(n)|q fonksiyonu [a, 8] Holder esitsizligini  uygulayarak asagidaki
araliginda h-konkav fonksiyon ise bu durumda  esitsizlik elde edilir:

Lemma 2.1, h-konveks fonksiyonlar i¢in

yazilmis olan Hermite-Hadamard esitsizligi ve

(@B - rO@ar
Z()(—n ( s )— [ reodx

B
< %f x”|f(”)(x)|dx
(74

1 1

) B p /B q
SE(I x™Pdx f|f(”)(x)|qu
(ED [ ———)
<—| | x"dx —a n
n@)
q

o)

Sonu¢ 3.5 n = 1 i¢in Teorem 3.4’iin sonuclarini1 dikkate alarak

- @pE-o|h (%)]"

1

B _=
f(ﬂ)[f:];(a)a—ﬁiajf(x)dx < 2_%[h(%>] qu(a,ﬁ) |f’ (a-lz_ﬁ)|

esitsizligi elde edilir.
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SONUC

Bu c¢alismada, n-kere tiirevlenebilen h-konveks
ve  h-konkav
esitsizlikler elde edilmistir. Benzer yontem ve
lemmalar kullanilarak, diger konvekslik cesitleri

fonksiyonlar i¢in  integral

icin de benzer ¢alismalar yapilabilir.
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