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Ozet: Bu galismada gecikmeli bir yenileme siireci olarak olusturulan sabit bekleme zamanl tip
IT sayag siirecinin ortalama deger ve varyans fonksiyonlar1 analitik olarak elde edilmektedir.
Gecikmeli yenileme siiregleri ile ilgili uygulamalarda genellikle dagilim fonksiyonlar sekilsel
olarak bilinirken bazi parametreleri bilinmez. Bu durumda ortalama deger ve varyans
fonksiyonlar1 veriden tahmin edilmek zorundadir. Bu ¢alismada tip II sayag siirecinin ortalama
deger ve varyans fonksiyonlari analitik olarak elde edildikten sonra, analitik ifadelerine bagli
bigimde, parametrik olarak bu fonksiyonlarin degerlerinin tahmin edilmesi tizerinde durulmakta
ve bazi tahmin ediciler 6nerilmektedir. Bu tahmin edicilerin performanslari kiigiik 6rneklem
hacimleri ig¢in yan, hata kareler ortalamasi kriterlerine gore bir simiilasyon calismasi ile
degerlendirilmektedir.

Anahtar kelimeler: Yenileme siireci, Gecikmeli yenileme siireci, Tip Il sayag siireci, Ortalama
deger fonksiyonu, Varyans fonksiyonu, Parametrik tahmin.

Parametric Estimation of the Mean Value and Variance Functions in Type Il
Counter Process with Constant Locking Time

Abstract: In this study, the mean value and variance functions of type Il counter process
constituted as a delayed renewal process are obtained analytically. In the applications of the
delayed renewal process, generally, the functional forms of the distributions are known but
some parameters of the distributions are unknown. In those cases, the mean value and the
variance functions must be estimated from the data. In this study, after obtaining the mean value
and variance functions of type Il counter process analytically, depending on the analytical
expressions, we deal with the problem of estimating these functions and some estimators are
proposed. Performance of the estimators is evaluated for small sample sizes by a simulation
study according to bias and mean square error criteria.

Keywords: Renewal process, Delayed renewal process, Type Il counter process, Mean value
function, Variance functions, Parametric estimation.

1. Giris

Yenileme siirecleri envanter, kuyruk, risk, giivenirlik teorisi ve uygulamali istatistigin
birgok alaninda kullanilan 6nemli bir sayma siireci modelidir. Bu sayma stireci ile ilgili
bazi tanimlamalar ve kavramlar asagidaki gibi verilir.

Tanmm: {X;,k = 1,2,...} pozitif degerli, bagimsiz ve aym1 F dagilim fonksiyonuna
sahip rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. X; rasgele degiskeni ilk olay (yenileme)
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gerceklesinceye kadar gecen zaman olmak lizere X, rasgele degiskeni (k —1). ve k.
olaylar (yenilemeler) arasinda gegen zamani temsil etsin. S =0, S5, =X; + X, + -+
X,, n=12,.. ve N(t) = maks{n:S, <t}, t zamanina kadar, yani (0,t] zaman
araliginda yapilan yenilemelerin sayist olmak tizere {N(t),t = 0} stokastik siirecine
alisilmis anlamda bir yenileme siireci denir.

{Xi, k = 1,2, ...} pozitif degerli, bagimsiz ve 1/1 parametresi ile listel dagilima sahip
rasgele degiskenler oldugunda bu dizi tizerine kurulu {N(t),t = 0} yenileme siireci A
oranli homojen bir Poisson siireci olur.

{N(t),t = 0} alistlmig anlamda bir yenileme siireci olmak tizere M(t) = E(N(t)),t =
0 ile verilen M fonksiyonuna yenileme siirecinin ortalama deger fonksiyonu denir. Bu
fonksiyon ayni zamanda yenileme fonksiyonu olarak da adlandirilir. M yenileme
fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik gegerlidir.

M(t) = X3, F¥*(8),t 20 (1

Burada F**, F’nin kendisi ile k kez Stieltjes konvoliisyonudur. Ayrica M yenileme
fonksiyonu yenileme denklemi olarak bilinen asagidaki integral denklemi saglar.

M(t) = F(£) + f; M(t — x)dF (x),t > 0 @)
Yukaridaki yenileme denklemine Laplace-Stieltjes doniigiimiiniin uygulanmasiyla

Frs(t)
M s(t) = ﬁm(t)’t >0 3)
bulunur. Burada M, ve F,s fonksiyonlari sirasiyla M;¢(t) = fooo e ™dM(x),t =0 ve

Fis(t) = Ooo e ™dF(x),t =0 ile tamimlanan M ve F fonksiyonlarinin Laplace-
Stieltjes dontisiimleridir [5,6].

{N(t),t = 0} alistlmus anlamda bir yenileme siireci olmak iizere V(t) = E(N?(t)) —
E(N(t))?t =0 ile verilen V fonksiyonuna yenileme siirecinin varyans fonksiyonu
denir. V varyans fonksiyonu konvoliisyon serilerine bagli olarak asagidaki gibi elde
edilir.

V() = 23 kFF(6) — Do FF () (L + X2, FR (), 6 2 0 (4)
Ayrica V varyans fonksiyonu i¢in

V) =M@ (1 —M(@)) +2M « M(t),t = 0 (5)
dir [5,7]. Burada belirtelim ki her t = 0 i¢in M(t) ve V(t) sonludur.

Tanmm: Pozitif degerli ve bagimsiz {X), k = 1,2, ... } rasgele degiskenleri igin X,, X5, ...
rasgele degiskenleri F dagilim fonksiyonu ile ayni dagilima sahip iken, X; rasgele
degiskeni F’den farkli bir G dagilim fonksiyonuna sahip ise {X;, k = 1,2, ... } rasgele
degisken dizisi tizerine kurulu olarak N;(t) = maks{n: S,, < t} ile verilen {N,(t),t =

0} sayma siirecine bir gecikmeli yenileme siireci denir, burada S,, = X; + X, + - + X,,,
n=12,...
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{N4(t),t = 0} bir gecikmeli yenileme siireci olmak tizere M;(t) = E(Ny4(t)),t = 0 ile
tanimlanan M, fonksiyonuna gecikmeli yenileme siirecinin ortalama deger fonksiyonu
denir. M, ortalama deger fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik gegerlidir.

My(t) = Y3, G+ FED*(1),t = 0 (6)

0,t<0

0* —
burada F°*(t) = {1, £>0

Ayrica M, gecikmeli yenileme fonksiyonunun

Mq(t) = G(t) + [ My(t — x)dF (x),t > 0 (7)

integral denklemini sagladigi bilinen bir sonugtur. Bu integral denkleme Laplace-
Stieltjes donlisiimiiniin uygulanmasi ile

Grs(t)
(Mg)ps(t) = ﬁw(t), t>0 (8)

bulunur [5,6].

{N,4(t),t =0} bir gecikmeli yenileme siireci olmak tizere V,(t) =E (Né (t)) —

E (Nd(t))z,t > 0 ile verilen V; fonksiyonuna gecikmeli yenileme siirecinin varyans
fonksiyonu denir. V; varyans fonksiyonu asagida verilen integral denklemi saglar.

Va(®) = Mg(®)(1 — Mg (t)) + 2Mg * M(t),t = 0 9)

(9) esitliginde M ve M, fonksiyonlarinin sirastyla (1) ve (6) konvoliisyon serilerine
bagli ifadeleri goz oniine alindiginda

Va(t) = Ty G+ FED7(0) (1 = TRy G + FED* (D) + 2 B2, kG + F** () (10)
olarak bulunur [5,7].

Burada not edelim ki yukarida verilen My(t) ve V,;(t) fonksiyonlari her t = 0 igin
sonludur.

Yenileme siirecinin O6nemli uygulama alanlarindan biri de matematik ve fizik
literatiiriinde sik¢a kullanilan ve belirli bir kaynaktan yayilan parcaciklart sayan
sayaglardir. Sayaglar, bir kaynaktan yayilan pargaciklari tespit eder ve kayit altina alir.
Ancak yayilan her pargacik sayag tarafindan tespit edilemeyebilir. Bir parcacigin sayag
tarafindan kaydedilmesinden sonra bu pargacik sayag¢ tarafindan ¢oziimlenme asamasina
gireceginden belli bir siire kendini kapatmak zorunda kalir. Bu nedenle bu siirede
sayaca ulasan parcaciklar kayit altina alinamaz. Parcaciklarin kayit altina alinmadiklari
bu zamana bekleme zamani denir. Sayaca ilk ulasan parcacik hi¢ beklemeden
kaydedilir. Bundan sonraki asamada ise sayacin bekleme zamanini tamamlamasiyla
sayaca ulasan parcacik Kaydedileceginden, ilk kaydedilme zamani disindaki diger
kaydedilme zamanlarimin ayni dagilimli oldugu, ancak ilk kaydedilme zamanindan
farkli bir dagilima sahip olacaklar1 aciktir. Boylelikle, parcaciklarin gelisleri bir
yenileme siirecine gore gerceklestiginde kaydedilen pargaciklar arasi gecen zaman dizisi
bir gecikmeli yenileme siireci olusturur. Sayaclarin bekleme zamaninin belirlenmesi
problemi ve bazi uygulama alanlarina iliskin olarak [8, 9, 10] kaynaklar1 incelenebilir.
Bu calismada belirli bir radyoaktif kaynaktan yayilan parcaciklarin A orani ile bir
Poisson siirecine gore yayildiklari, sayacin parcacigl kaydetmesi ile belirli ve sabit bir L
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siire kapali kaldigr durum go6zoniine alinir. Bu durumda kaydedilen parcaciklar arasi
gecen zamanlar tip II sayag siireci olarak adlandirilan bir gecikmeli yenileme siireci
olusturur [5]. Bu siirecin ortalama deger fonksiyonunun analitik ifadesi literatiirde
verilmigstir [5]. Fakat su ana kadar bu silirecin varyans fonksiyonu i¢in herhangi bir
analitik ifade elde edilmemistir. Bu ¢alismada M, (t) nin yan1 sira V,;(t) igin analitik bir
ifade elde edilmektedir. Bu analitik ifadelere bagli olarak bu fonksiyonlarin degerlerinin
parametrik tahminleri bilinmeyen A oran parametresinin tahmini yardimiyla elde edilir.
Ayrica bu tahmin edicilerin tutarli olduklar1 gosterilmektedir. Son olarak da bu tahmin
edicilerin kiiglik Orneklem ozellikleri bir simiilasyon ¢alismasi ile hata kareler
ortalamasi ve yan kriterlerine gore degerlendirilmektedir.

2. Tip 1l Sayag Siireci icin M;(t) ve V4(t) Fonksiyonlarinin Analitik Hesabi

Belli bir radyoaktif madde A oranli bir {N,(t),t = 0} Poisson siirecine gore parcaciklar
yaymaktadir. Radyoaktif maddeden yayilan pargaciklari tespit eden ve bu parcgaciklari
kaydeden bir sayaci géz Oniine alalim. Bir pargacigin sayag tarafindan kaydedilmesi ile
birlikte saya¢ pargacigi analiz etmekte ve bu nedenle belirli sabit bir L siire kapali
kalmaktadir. Pargaci@in analizi sirasinda saya¢ kapali olacagindan sayaca ulasan
parcaciklar kaydedilmeyecektir. Sayaca ulagan bir parg¢acigin kaydedilmesi icin gerek
ve yeter sart sayacin kapali kaldigi L silire boyunca higbir pargacigin gelmemesi
olacagindan bir parcacigin saya¢ tarafindan kaydedilmesi olasihigi p = e ** olur.
Y1, Y,, ... rasgele degiskenleri kaydedilen pargaciklar arasinda gecen zaman olarak
tanimlandiginda, bu rasgele degiskenler {izerine kurulu sayma siireci {N,(t),t = 0}
olmak tizere N,(t),(0,t] araliginda saya¢ tarafindan kaydedilen parcacik sayisi
olacaktir. Y;,Y,,.. rasgele degiskenleri bagimsiz olup, Y; rasgele degiskeni A
parametreli (1/A ortalamal1) istel dagilima sahip iken, Y,,Ys, ... rasgele degiskenleri
aynt dagilimh fakat Y; rasgele degiskeninin dagilimindan farklidirlar. Boylelikle
{N,(t),t = 0} bir gecikmeli yenileme siirecidir. Bu siirecin ortalama deger ve varyans
fonksiyonlar1 sirasiyla (8) ve (9) ifadelerinden asagidaki gibi elde edilir.

Y, bagimsiz ve ayni dagihimli Y5, Y5, ... rasgele degiskenlerinin bir temsilcisi olsun. Y, ilk
parcacik kaydedildikten sonra herhangi kaydedilen iki parcacik arasindaki zaman ifade
eder. Ilk olarak Y rasgele degiskeninin dagilimmi Laplace-Stieltjes doniisiimii
yardimiyla bulalim. Y siirede saya¢ tarafindan kaydedilmeyen pargaciklarin sayist W
olsun. Sayaca gelen par¢acigin kaydedilmesi olasihigi p = e~* oldugundan W rasgele
degiskeninin olasilik fonksiyonu

PW=w)=e M1 - w=01,..

olur. Y siiresi boyunca, ilk kaydedilmis parcaciktan sonra birinci kaydedilmemis
parcacik gelene kadar gegen zaman U; olmak fiizere i = 2,3,... igin U;, (i —1).
kaydedilmemis pargacik ile i. kaydedilmemis pargacik arasinda gegen zamani ifade
etsin. U;, U,, ... rasgele degiskenlerinin bagimsiz ve ayni dagilimli oldugu agiktir. V
rasgele degiskeni son kaydedilmemis parcacik ile kaydedilmis parcacik arasinda gegen
zaman1 gostersin. Variglar bir Poisson siirecine gore gergeklestiginden V, Uy, U, ...
rasgele degiskenleri bagimsizdir. Boylece bu degiskenler yardimiyla Y rasgele degiskeni

Y=Y U +V

bi¢ciminde ifade edilir. Bu durum gorsel olarak tip II siirecinin bir gergeklenisi ile
asagidaki sekilde aciklanir. Asagida verilen sekilde Y;~Ustel(1) olmak iizere i =

d
2,3, ... icinY; =Y’dir.
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n Y, Y3

u “U, U V v

% : Kaydedilen parcacik & : Kaydedilmeyen pargacik
Sekil 1. Tip II sayag siirecinin bir ger¢eklenisi

Bagimsiz ve ayn1 dagilimhi Uy, U,, ... rasgele degiskenleri bir U rasgele degiskeni ile
temsil edilsin. X sayaca gelen iki pargacik arasinda gegen zamani gosteren,
A parametresi ile tistel dagilimli bir rasgele degisken olmak tizere U = X|X <L veV =
X|X > L dir. U ve V rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlar1 sirasiyla

1—e~Au <L
Fy(w)=PX <ulX<L)= {1_e—AL’u =
1 ,u> L

ve

FF)=PX<vX>L)=1—e20"D p>

olur. U ve V rasgele degiskenlerinin dagilimlarinin Laplace-Stieltjes doniisiimleri
sirastyla

! _
py() = =g (1 — e+

ve

Ae_Lt
t+1

dy(t) =

bigiminde bulunur. Y’nin dagilimimimn Laplace-Stieltjes doniisiimii W rasgele degiskeni
tizerinden kosullandirma ile

-1

r(t) = E(e™) = Tu_o E(e™ W = w)P(W = w) = {1+ e +D)] (11)

dir. Bu durumda {N,(t),t =0} gecikmeli yenileme siirecinin My ortalama deger
fonksiyonunun Laplace-Stieltjes doniisimii (8) denkleminde ¢y (t) = ﬁ,t > —1 ve
(11) ifadesinin kullanilmasiyla

_ 9x® _ 2 —L(t+A)
P, (t) = rrwrro by (t + Ze ),t>0

bulunur. Bu ifadenin ters Laplace-Stieltjes donilisiimiiniin alinmasiyla M, ortalama
deger fonksiyonu

1—e M L 0<t<lL

12
l—e M4 AUt-—Le ™, t>1L 12)

My(t) = {
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olarak elde edilir.

Simdi (9) ifadesini g6z Oniine alarak {N,(t),t = 0} gecikmeli yenileme siirecinin V,
varyans fonksiyonunu analitik olarak elde edelim. Bunun i¢in ilk olarak Y rasgele
degiskeninin dagilimina dayali alisilmis anlamdaki yenileme siirecinin M yenileme
fonksiyonunu bulalim. (3) ifadesinin kullanilmasiyla

Py A __L(t+A)
Pu(t) = oy = ¢ >0

olup bu fonksiyonun ters Laplace-Stieltjes donilisiimiiniin alinmasiyla M yenileme
fonksiyonu

Mt_{o ,0<t<L
()‘Aa—LyﬂatzL

olarak bulunur. Bu durumda M, * M (t) konvoliisyonu hesaplamalar sonucunda

0< t<L
! (t—-L)Ae—1L4-e At _ g=AL L<t<2L

Mg+ M(t) =\ (AL + e~ — 1)e™* + (t — 2L) (13)
I AZ

| x [Ae2E+1) — e=24t (¢4 4 22, - 25)| ¢ > 2L

bigiminde elde edilir. Boylece {N,(t),t = 0} gecikmeli yenileme siirecinin V,; varyans
fonksiyonu (9) denkleminde (12) ve (13) ifadelerinin kullanilmasiyla

1—e™* 0<t<lL
[e™* — de M (t — L)][1 — e A + Ae (¢t — L)]
V() = +2[(t — L)Ae M 4+ e~ — e~ L] JL<t<2L (14)

[e™ — 2e (¢ — LY][L — e + Ae~A(t — L)] + 2[(AL + e~ — 1)~
| +(t —2L) {Ae‘)‘(t“) — e M (Ae‘u + A2L — Azt)}] t>2L

bi¢iminde bulunur.
3. M4(t) ve V4(t) Fonksiyonlari icin Parametrik Tahmin Ediciler

Alisilmis anlamdaki bir yenileme siirecinin yenileme ve varyans fonksiyonlarinin
tahmin problemi [1, 2, 3] tarafindan ele alinmigtir. Calismanin bu bdliimiinde gecikmeli
yenileme siireci tizerine kurulu olan tip II sayac siirecinin ortalama deger ve varyans
fonksiyonlarinin parametrik tahmini iizerinde durulur.

Genelde bir {N,(t),t = 0} gecikmeli yenileme siirecinde, siirecin ortalama deger ve
varyans fonksiyonlarinin parametrik tahmini asagidaki gibi elde edilir. Kabul edelim ki
G ve F dagilim fonksiyonlar sekilsel olarak bilinirken bazi parametreleri bilinmesin.
0:,0,, ...,0,, G dagilminin ve yq,Y,, ...,¥s, F dagilimimin bilinmeyen parametreleri
olmak lizere G = G(64,0,...,0;) ve F = F(y1,Y2, --,¥s) yazalim. Kabul edelim ki,
Yi,Y,, ...,Y, G dagilimindan m birimlik rasgele bir 6rneklem ve X;,X,,..,X,, F
dagilimindan n birimlik rasgele bir 6rneklem olsun. Y3,Y,, ..., Y, Orneklemine dayal
olarak elde edilen 8,,8,, ..., 0, tahmin edicileri sirasiyla 64, 6,, ..., 8, parametrelerinin
ve X;,X;,...,X, orneklemine dayali olarak elde edilen 4,75, ...,7s tahmin edicileri
strastyla yq,v5, .., ¥s parametrelerinin tahmin edicileri olmak {izere G ve F’nin dogal

33



tahmin edicileri sirasiyla G,, = G(8,,0,, ...,0,) ve E, = F(#1,72, ..., 75) ile verilir. EF*,
E,’nin k.nc1 konvoliisyonu olmak iizere M, (t) ve V,;(t) fonksiyonlarinin sirastyla (6) ve
(10) ifadelerinde G ve F’nin yerine tahmin edicileri olan G, ve E, alinmasiyla her sabit
t > 0 i¢in My(t) ve V4(t) fonksiyonlarinin parametrik tahmin edicileri

My =X, G xEX D (@0), 2 0 (15)
ve
=) GurEEO(1-) G BT 0)
k=1 o k=1
+2 Z kG, + BV () (16)
k=1

ile tanimlanir.

M;(t) ve V,(t) tahmin edicilerine iliskin asimptotik sonuglarn elde edilebilmesi i¢in
m’nin n’ye bagl, yani m = m(n) bigiminde oldugu ve n — o iken m — oo oldugu
varsayilir.

Simdi {N,(t), t = 0} tip II sayag siireci olsun. Burada G, A parametresi ile tistel dagihim
ve F, Laplace-Stieltjes doniisiimii (11) ile verilen dagilim fonksiyonudur. Bu modelde
bilinmeyen tek parametre A’dir. Bu durumda A’nin siiregten gelen bir veri kiimesine
bagl olarak tahmin edilmesiyle (12) ve (14) ifadelerinden her sabit t = 0 ve bilinen L
sabiti icin M4(t) ve V,(t) fonksiyonlarmmn tahmin edicilerine ulasilir: A, A’nin bir
tahmin edicisi olsun. (12) ve (14) ifadelerinde A yerine A almmasiyla her sabit t > 0
icin My (t) ve V4(t)’ nin tahmin edicileri sirasiyla asagidaki gibi elde edilir.

_ 1—eM 0<t<L
My (t) = { AL . 3 _aL 17)
1—e 4+ i(t—Le*, t>1L
ve
1—e L 0<t<lL
[e~t — Ae=2L(t — L)][1 — e~ + Ae~AL(t — L)]
D) = { +2[(t _ALMAe_M + e M~ e‘A“] o ) L <At <2L ) (18)
[e™ —Ae M (t —L)][1 —e M+ e (t — L)] + 2[(AL + e * — 1)~
+(e -2 {le i — o2 (Rt 4 ("L =B e a1,

A, A parametresi igin tutarli bir tahmin edici oldugunda, siirekli déniisiim teoreminden
her sabit t > 0 igin My(t) ve V,(t) tahmin edicileri de M, (t) ve V,(t) igin tutarl
tahmin ediciler olurlar.

(17) ve (18) ifadeleri géz oniine alindiginda tip II sayag siirecinin ortalama deger ve
varyans fonksiyonlarinin tahmin probleminin, A parametresinin tahmin problemine
indirgendigi agiktir. Simdi A parametresinin tahmin problemi i¢in asagida verilen iki
farkli 6rnekleme planini g6z 6niine alalim.

Ornekleme Plam 1: Tip II sayag siirecini ilk olayr gerceklesinceye kadar bagimsiz
olarak m-kez goézlemleyelim. Bu durumda Y}, Y2, .., Y™, G dagilm fonksiyonundan
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gelen ve hacmi m olan bir 6rneklem olacaktir. Burada G dagilim fonksiyonunun A
parametresi ile listel dagilima sahip oldugu aciktir. Bu ornekleme planma gore A

parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi 1 = % m_ Y¢ olur. Boylece her sabit

t > 0 icin, (17) ve (18) ifadeleri yardimiyla M;(t) ve V;(t)’nin gigli tutarli tahmin
edicilerine ulagsilir.

Pratikte bir siirecin m kez gbzlemlenmesi kullanish bir gézlem yontemi degildir. A, G
ve F dagilim fonksiyonlarmin ortak parametresi oldugundan, bu parametre siirecin n
adimlik bir tek gerceklesine karsilik gelen bir veri kiimesine dayali olarak asagidaki gibi
tahmin edilebilir.

Ormnekleme Plani 2: Tip II sayac siirecini ardisik n tane olay gerceklesinceye kadar
gozlemleyelim. Bu durumda karsimiza c¢ikacak olan {Y;,Y,,...,Y,} veri kiimesi
yardimiyla A parametresi en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi ile tahmin edilebilir. Burada
Y; rasgele degiskeni A parametresi ile {istel dagilima sahip iken, Y, ..., Y, rastgele

degiskenleri, Laplace-Stieltjes dontisimii (11) ile verilen F dagilim fonksiyonuna
-1

sahiptir. F dagilim fonksiyonunun karakteristik fonksiyonu ¢(t) = {1 - ;—teL("‘it)}

olup ters doniisiim yontemi ile F analitik olarak elde edilememektedir. Burada i =
v/—1’dir. Bu durumda bu fonksiyonun sayisal olarak hesap edilmesi gerekmektedir. [4]
tarafindan, karakteristik fonksiyonu bilinen bir rasgele degiskenin dagilim
fonksiyonunun sayisal olarak hesap edilebilmesi i¢in asagida tarif edilen bir yontem
verilmistir. ¢ karakteristik fonksiyonuna sahip, ortalamasi y ve standart sapmasi ¢ olan
bir F dagilim fonksiyonu igin

t 2 in(pkt) k
F(8) = 2+ 25, 5500 C () Reg (k) (19)

dir. Burada |t]| < 1icin C(¢t) = (1 — t)cosmt +%|sinnt| ve lt| = 1icin C(t) =0, p =
Vs
u+3o0+2t

ve N yeterince biiyiik bir sayidir [4]. Y rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

e—/lL(ellL_LA)Z

(19) denklemi yardimiyla sayisal olarak hesaplanmis ve parametreleri a = TRCYR)

erl(eAl—2L2)
A(eAL—L2)
hesaplamalar sonucunda goriilmiistiir. Burada a ve B, (11) denkleminden elde edilen

AL 2AL AL
E(Y) =-ve E(Y?) = 2‘;—2 - ZLj

gamma dagiliminin ilk iki momentine sirasiyla esitlenmesi ile bulunmustur. Bu nedenle
Y,, ..., Y, rasgele degiskenleri i¢in a ve B parametreli L Gtelemeli gamma dagilimi
onerilmistir. Boylece Y; rasgele degiskeni A parametresi ile listel dagilima ve Y5, ..., Y,
rasgele degiskenleri a ve [ parametreli L otelemeli gamma dagilimina sahip olmak
tizere {Y;,Y,,...,Y,} veri kimesine dayali olarak log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki
gibi olusturulur.

_ 1 e~(e™ — La)"
In(¢@) = ~In@) -5 = (n = Dln (F (W

~ (M) (- Dn <eu(eu - 2L/1)> ~ ( A — L2) )Zn i)

ve f = olan L otelemeli gamma dagilimma olduk¢a yakin c¢iktigi

ifadelerinin L kadar 6telenmis a ve S parametreli

el —2LA AleM —LA) ell(er —2L2) i=2
e—AL(eAL _ L/1)2 n
_— 1 1 i — L 2
+ ( 0 2., nGi—L) (20)
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burada T'(.) gamma fonksiyonudur. Log-olabilirlik fonksiyonu yardimiyla A
parametresinin en c¢ok olabilirlik A tahmin degeri sayisal olarak bulunabilir. Sonug
olarak her sabit ¢t > 0 igin, A tahmin degeri ile (17) ve (18) ifadelerinden M,(t) ve
V4 (t)’nin tahminlerine ulasilmis olur.

Not edelim ki ele aldigimiz tahmin probleminde bilinen L sabiti bilinmeyen bir
parametre olarak gdzoniine alinirsa L nin tip I sayag siirecinden gelen bir veri kiimesine
dayali olarak A ile birlikte tutarli bir tahmin edicisi elde edilebilir. Yine bu tutarli tahmin
edicilerin sirastyla (12) ve (14) ifadelerinde yerine konulmasiyla her sabit t = 0 i¢in
M4(t) ve V,4(t) tutarli tahmin edicileri bulunur. Birinci 6rneklem planinda siirec
bagimsiz olarak m-kez ilk iki olay gergeklesinceye kadar gbzlenirse m tane ilk olayin
gerceklesme zamanlarinin aritmetik ortalamasi A igin tutarli bir tahmin edici olurken
geriye kalan m tane ikinci olay i¢in ger¢eklesme zamanlarinin minimumu L i¢in tutarli
bir tahmin edici olur. Ikinci ornekleme planinda siireci bir kez ardistk n olay
gerceklesinceye kadar gozlersek bu durumda (20) de verilen log-olabilirlik fonksiyonu
A ve L’ye baglh olacaktir. L’nin tutarli bir tahmin edicisi olarak veri kiimesindeki ilk
gozlem hari¢ geri kalan diger gozlemlerin minimumu alinir ve L’nin bu tahmin
degerinin olabilirlik denkleminde kullanilmasi ile A’nin tutarli tahmini sayisal olarak
elde edilir.

4. Simiilasyon Calismasi

Bu bolimde M, (t) ve V,(t) fonksiyonlari igin Onerilen tahmin edicilerinin kiigiik
orneklem hacimlerindeki performanslarinin degerlendirilmesi amaciyla bir simiilasyon
calismasi yapilir. Bu simiilasyon c¢alismasi MATLAB paket programi kullanilarak
gerceklestirilmistir. Tiim simiilasyonlar 1000 tekrar iizerine kuruludur ve orneklem
hacimleri 10, 30 ve 50 olarak alinmustur.

Belli bir radyoaktif maddenin A = 2 oranli bir {N,(t),t = 0} Poisson siirecine gore
parcaciklar yaydigini kabul edelim. Sabit bekleme zamani L = 2 ve zaman noktalari
t =0.1,0.5,1, 3,5 ve 8 olarak alinsin. Tip Il sayag siirecinin ortalama deger ve varyans
fonksiyonlar1 sirasiyla (12) ve (14) denklemlerinden, tahmin degerleri ise (17) ve (18)
denklemlerinden hesap edilir. Bu fonksiyonlarin gercek degerleri M;(t) ve V;(t),
tahmin edicileri ise M,(t) ve V,(t) olarak asagidaki tablolarda verilmistir. Tablo 1,
birinci drnekleme plani altinda elde edilen tahmin edicileri gosterirken Tablo 2, ikinci
ornekleme plani altinda elde edilen tahmin edicileri géstermektedir. Ayrica tahmin
edicilere iligkin hata kareler ortalamasi (HKO) ve yan degerleri de tablolarda
verilmektedir.

Tablo 1. Plan 1 i¢in A = 2 ve L = 2 iken Tip II Saya¢ Siirecinin M, (t) Fonksiyonu ve Tahmini

n=10 n=230 n=>50
A HKO Yan - HKO Yan — HKO Yan
t mue) MO wmwy muw) MO @) @y MO mywyy @)

0.1 0.1813 0.1820 0.0026 0.0007 0.1807 0.0009 -0.0006 0.1808 0.0006 -0.0005
05 0.6321 0.6117 0.0078 -0.0204 0.6266 0.0017 -0.0055 0.6267 0.0008 -0.0054
0.8647 0.8391 0.0084 -0.0256 0.8554 0.0025 -0.0093 0.8600 0.0015 -0.0047
1.0183 1.0155 0.0001 -0.0028 1.0178 0.0000 -0.0005 1.0181 0.0000 -0.0002
1.0916 1.1133 0.0057 0.0217 1.1009 0.0023 0.0093 1.0946 0.0013 0.003

1.2015 1.2653 0.0375 0.0638 1.2192 0.0114 0.0177 1.2161 0.0077 0.0146

oo U1l W -
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Tablo 2. Plan 1 i¢in A = 2 ve L = 2 iken Tip II Sayag Siirecinin V,;(t) Fonksiyonu ve Tahmini

n=10 n=30 n=>50
_ HKO Yan - HKO Yan - HKO Yan
t vy YO @y muwy VO @y @aey YO @) @)

0.1 0.1484 0.1455 0.0008  -0.0029  0.1467 0.0003 -0.0017 0.1468 0.0002  -0.0016
0.5 0.2325 0.2250 0.0008  -0.0075  0.2294 0.0003 -0.0031 0.2312 0.0002  -0.0013
1 0.1170 0.1254  0.0030 0.0084 0.1201 0.0012 0.0031 0.1207 0.0007 0.0037
3 0.0229 0.0340 0.0010 0.0111 0.0259 0.0002 0.003 0.0249 0.0001 0.002
5 0.0839 0.0998 0.0037 0.0159 0.0896 0.0014 0.0057 0.0879 0.0009 0.004
8 0.1777 0.2016 0.0132 0.0239 0.1882 0.0055 0.0105 0.1829 0.0033 0.0052

Tablo 3. Plan 2 i¢in A = 2 ve L = 2 iken Tip II Sayag Siirecinin M, (t) Fonksiyonu ve Tahmini

n=10 n=30 n=>50
- HKO Yan - HKO Yan — HKO Yan
e mye) MO mey mgwy MO muwy) @y MO myw)  dw)

0.1 0.1813 0.1978  0.0007 0.0165 0.1896 0.0007 0.0083 0.1855 0.0006 0.0042
0.5 0.6321 0.6819 0.0134 0.0498 0.6159 0.0093 -0.0162 0.6320 0.0010 -0.0001
1 0.8647 0.8739 0.0155 0.0092 0.8736 0.0099 0.0089 0.8701 0.0022 0.0054
3 10183 0.9689  0.0009 -0.0494 1.0246 0.0009 0.0063 1.0199 0.0002 0.0016
5 10916 10768 0.0074 -0.0148 1.0799 0.0060 -0.0117 1.0899 0.0013 -0.0017
8 12015 1.1732  0.0298 -0.0283 1.1941 0.0091 -0.0074 1.1992 0.0067 -0.0023

Tablo 4. Plan 2 i¢in A = 2 ve L = 2 iken Tip II Sayag Siirecinin V,(t) Fonksiyonu ve Tahmini

n=10 n=230 n =50
- HKO Yan -~ HKO Yan —~ HKO Yan
et vy O gy @uey VO @) @y VO @ue) @@

0.1 01484 0.1582  0.0003  0.0098 0.1428 0.0002  -0.0056 0.1455 0.0002  -0.0029
05 02325 0.2160 0.0104 -0.0165 0.2366 0.0072  0.0041 0.2320 0.0007  -0.0005
1 0.1170  0.1007  0.0113 -0.0163 0.1082 0.0111  -0.0088 0.1102 0.0083  -0.0068
3 0.0229 0.0293  0.0008  0.0064 0.0276 0.0004  0.0047 0.0230 0.0002  0.0001
5 0.0839 0.0712  0.0113 -0.0127 0.0740 0.0062  -0.0099 0.0801 0.0012  -0.0038
8 0.1777  0.1556  0.0235  -0.0221 0.1720 0.0079  -0.0057 0.1828 0.0031  0.0051

t zaman noktasi, L sabit bekleme zamani degerine yaklastik¢a tahmin edicilere iliskin
HKO degerleri her iki drnekleme plani altinda da artmaktadir. HKO degerlerindeki bu
artisin, Plan 2’den elde edilen tahmin edicilerde daha fazla oldugu goriilmektedir. t
zaman noktasinin, L sabit bekleme zamani degerine yakin olan degerleri igin Plan 2
altinda elde edilen tahmin edicilere ait HKO degerlerinin, Plan 1’e gore elde edilen
tahmin edicilerin HKO degerlerinden daha fazla oldugu tablolardan sdylenebilir. Ayrica
biiyiik t degerleri i¢in Plan 1’e gore elde edilen tahmin edicilerin HKO degerleri, Plan 2
altinda elde edilen tahmin edicilerin HKO degerlerine gore daha hizli artmaktadir.

Her bir 6rnekleme plani i¢in 6rneklem hacminin artmasiyla birlikte tahmin edicilere ait
HKO degerlerinin de azaldign goriilmektedir. Ornedin, ¢ zaman noktast 1 olarak
secildiginde, varyans fonksiyonunun Plan 1’e gore elde edilen tahmin edicisine iliskin
HKO degerleri, n = 10 i¢in 0.0030, n = 30 i¢in 0.0012 ve n = 50 i¢in 0.0007 olarak
elde edilmistir. Agiktir ki, 6rneklem hacminin artmasiyla HKO degerleri azalmakta ve
tahmin edicilerin performanslar1 artmaktadir. Benzer durum Plan 2 i¢in de gegerlidir.

5. Sonuc¢

Bu ¢aligmada tip II sayag siirecinin varyans fonksiyonu analitik olarak elde edilmistir.
Daha sonra bu siirecin ortalama deger ve varyans fonksiyonlar1 i¢in uygulamada
karsilagilabilecek orneklem planlart dikkate alinarak birer parametrik tahmin edicileri
onerilmis ve tutarli olduklar1 gdsterilmistir. Onerilen tahmin edicilerin degerlendirilmesi
amaciyla bir simiilasyon c¢aligmasi yapilmistir. Yapilan simiilasyon ¢aligmasi ile bu
tahmin edicilerin kii¢iik 6rneklem i¢in bile iyi bir performans sergiledikleri ortaya
¢ikmustir.
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