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This research concerns a non-uniform beam with a three dimensional rigid tip mass whose center of gravity is
not coincided with the attachment point of the beam and subjected to both torsional and flexural deformations
in two orthogonal planes. A semi-numerical method called Multi-Step Differential Transform Method
(MDTM) is employed to obtain natural frequencies and mode shapes of the system for two different boundary
conditions, i.e. the left end clamped or free. The influence of tip mass dimensions, beam length and taper ratio
on the natural frequencies are studied, and the finite element software (ANSYS) is employed to compare the
results and confirm the accuracy of the model.
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Figure A. The mesh view of the system in the ANSYS and the first two mode shapes along Y-axis for Clamped beam
Purpose:

The aim of the study is to obtain natural frequencies and mode shapes of a tapered Euler Bernoulli (EB) beam
with tip mass by using MDTM and verify the results by finite element model.

Theory and Methods:

First, DTM and MDTM are briefly introduced. Then, the governing equations of motion are obtained for the
non-uniform EB beam and solved by MDTM. Later, the system is modelled in ANSY'S environment to obtain
natural frequencies and mode shapes.

Results:

According to the parametric study, natural frequencies of the system are inversely proportional to the beam
length and dimensions of the tip mass, and they are proportional to the taper ratio of the beam. Furthermore,
the results obtained by MDTM and ANSYS are in general close to each other, and the differences become
more apparent for the short beam and high frequencies. The main reason of this is the insufficiency of the EB
hypothesis at high frequencies and for short beams.

Conclusion:
It is proved that results obtained by MDTM and ANSYS are sufficiently close to each other.
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Kirig-ug kiitle sistemlerinin dinamik analizi robot kollart ve manipulatdrler gibi mekanik sistemlerin basarili
bir gekilde tasarlanmasi agisindan olduk¢a 6nemlidir. Literatiirdeki bir¢ok ¢aligmada bu sistemlerin serbest
titresimini analitik olarak ¢oziimlemek igin az sayida degisken kesitli kiris modeli dikkate alinmus,
cogunlukla sabit kesitli kirig modeli kullanilmistir. Ayrica, ug kiitlenin noktasal oldugu, kiris ve ug kiitle
koordinat merkezlerinin ¢akisik oldugu kabul edilmistir. Mevcut ¢alismada burulmaya ve iki farkli diizlemde
egilmeye maruz, kiris ve ug kiitle merkezlerinin ¢akisik olmadig1 bir sistem ele alinmig ve serbest titresim
analizi i¢in yari-niimerik yontem olan Multi-Step Diferansiyel Transform Metodu (MDTM) uygulanmistir.
Sistemin dogal frekanslar1 ve mod sekilleri iki farkli sinir sart1 (sol ucun ankastre veya serbest olma durumu)
icin elde edilmistir. Ayrica, kirig uzunlugu, ug kiitle boyutlari, kesit daralma orani (taper ratio) gibi
parametrelerin dogal frekanslar lizerindeki etkisi incelenmistir. Elde edilen sonuglarin dogrulugu yaygin bir
sekilde kullanilan sonlu eleman yazilimi (ANSYS) ile karsilastirilmis ve yeterince uyumlu oldugu
gozlenmistir.
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Dynamic analysis of beam-tip mass systems is a significant issue in terms of providing successful design of
mechanisms such as robot arms and manipulators. In the relevant literature, uniform beams have been mostly
considered for the free vibration analysis of these systems whereas the number of studies using nonuniform
beam is limited. Furthermore, center of tip mas is, in general, coincident with the attachment point of the
beam, and the tip mass is assumed to be a point mass. This research concerns a non-uniform beam with a
three dimensional rigid tip mass whose center of gravity is not coincident with the attachment point of the
beam and subjected to both torsional and flexural deformations in two orthogonal planes. A semi-numerical
method called Multi-Step Differential Transform Method (MDTM) is employed for the solution of governing
equations of the system. Natural frequencies and mode shapes of the system are obtained for two different
boundary conditions, i.e. the left end clamped or free. The influence of tip mass dimensions, beam length
and taper ratio on the natural frequencies are studied, and the well-known finite element software (ANSY'S)
is employed to compare the results and confirm the accuracy of the model. It is proved that results obtained
by MDTM and ANSYS are sufficiently close to each other.
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1. GIRIS (INTRODUCTION)

Kiriglerin titregsimi problemi makine, ingaat mithendisligi ve
havacilikta robot sistemleri, helikopter ve tiirbin kanatlari,
uzay araglart ve mekanizmalari, binalar ve yiiksek kuleler,
anten yapilar1 gibi uygulama alanlar1 bakimindan genis ¢apta
caligilmigtir. Bu tiir sistemlerin titresim analizi yapilirken
asil tagiyici yapi olan kiris sabit ya da degisken kesitli olarak
modellenmekte ve bunun igin genellikle Euler-Bernoulli
(EB) ya da Timoshenko kiris teorileri kullanilmaktadir.
Konuyla ilgili ¢aligmalarda kiriglere ug¢ kiitle, kiitle-yay
sistemi ya da soniim elemani eklenerek gergek hayattaki
titresim problemlerine ¢dziimler Tretilmistir. Birgok
aragtirmaci ug kiitle eklentili kiris sistemlerinde ug kiitlenin
dogal frekanslar ve dinamik davranislari {izerindeki etkisini
incelemistir. Bu konudaki ilk ¢aligmalardan birinde [1] ug
kiitleli doénen bir kirigsin serbest titresimi incelenmistir.
Benzer bir caligmada [2] Reissener Varyasyon Metodu
kullamlmstir. Tlgili ¢aligmalarda ug kiitlenin kiitle merkezi
ile kirigin kiitle merkezinin ¢akisik oldugu varsayilmusgtir.
Giirgoze vd.[3] ug kiitleli kiris sistemine soniim elemani
ekleyerek sistemin titresim analizini yapmuglardir. Giirgéze
[4] bu ¢alismaya benzer olarak kiris sistemlerine ug kiitlenin
yani sira yay-kiitle sistemlerini eklemis ve dogal
frekanslarini incelemistir. Degisken kesitli kiris modeliyle
ilgili ilk ¢aligmalardan birinde [5] konik kesitli kiris modeli
dikkate alinmistir. Baska bir ¢alismada [6] degisken kesitli,
uc kiitleli, donen bir kirigin titresim analizi yapilmistir.
Benzer calismalarda ug kiitlenin eksantrik olmasi ve donme
ataleti gbz Oniine alinarak iiniform olmayan kirisin [7], iki
parcali degisken parametrelere sahip konik kesit halindeki ug
eklentili kirisin [8], kontrolli bir sekilde kesme
deformasyonuna maruz kalan konik kesitli ug kiitleli kirigin
[9], dogal frekanslar iizerine etki eden parametrelerin (suyun
yiiksekligi, toprak sertlik orani, vb.) incelendigi suya
gomiilmiis tiniform olmayan ug eklentili kirisin [10] ve
Bessel fonksiyonlari kullanilarak tiniform kesitli kirigin [11]
titresimleri ele alinmigtir. Bazi aragtirmacilar degisken
kesitli, ug kiitleli kirig sistemine 6teleme ve donmeye direng
gosteren yaylar ekleyerek sistemin dinamik davranigini
incelemislerdir [12]. Giincel bir ¢alismada ug kiitleli karbon
nano tiiplerin titresim analizi Timoshenko kirig teorisi ile
gerceklestirilmistir [13]. Yapilan ¢aligmalarda genellikle ug
kiitlenin kiitle merkezi ile kiris u¢ noktasi ¢akisiktir. Fakat
baska bir ¢alismada [14] ug¢ kiitle eklentili doénen kirig
problemi incelenirken kiitle merkezi ve kiris u¢ noktasinin
cakisik olmadign goriilmektedir. Ilgili calismada sonlu
elemanlar modeli kullanilarak ayar agist ve kok yarigapimin
dogal frekanslara etkisi incelenmistir. 2003 yilinda
Oguamanam eksantrik ug¢ kiitle eklentili EB kiriginin
titresimlerini incelemistir [15]. Bu caligma, tiiriiniin ilk
ornegi niteligindedir. Ciinkii, ilk kez bu c¢aligmada ug
kiitlenin merkezi ile kirig u¢ noktasi arasinda ii¢ boyutlu (3B)
bir kagiklik oldugu kabul edilmis ve ug kiitle 3B bir cisim
gibi modellenmistir. Dolayisiyla eklentinin kiitlesi yaninda
kiitle atalet momenti bilesenlerinin de sinir sartlarinda ortaya
ciktigl gorilmiistiir. Smur sartlarindaki bu durum Kkirisin
egilme ve burulma hareketleri arasinda bir baglantiya

(coupling) sebep olmustur. Yani, normalde bu iki hareket
bagimsiz iken bu halde bagimli hale gelmistir. Gokdag ve
Kopmaz ilgili sistemdeki kirisi tek simetri eksenli bir kirigle
degistirerek benzer ¢alismalar yapmuslardir [16]. Bu halde
kirisin kendisi de bizatihi egilme ve burulmanin kuplajli
(coupled) oldugu bir kiristir. Yani, bu iki hareket arasindaki
baglanti sadece sinir sart1 lizerinden degildir. Oguamanam ve
Arshad hem iki yonde egilmenin hem de burulmanin
etkisinde olan ug kiitle eklentili EB kiriginin frekanslarini
analitik yontem ile elde etmislerdir [17]. Ug kiitle kagik
merkezli diisiiniilmiis olmasina ragmen, yapilan parametrik
calismada sadece kiris ekseni dogrultusundaki kagiklik
dikkate almmigtir. Daha sonra Salarieha ve Ghorashi [18]
Oguamanam [15] tarafindan ortaya koyulan modeli
Timoshenko kiris teorisini kullanarak giincellemislerdir.
Literatiirde bu ¢aligmalara atif yapilan baska caligmalar da
mevcuttur [19-22], fakat higbirinde ug¢ kiitlenin onceki
caligmalardaki gibi modellenmedigi goriilmektedir. Konuyla
ilgili en giincel ¢aligmada Kat1 ve Gokdag 3B rijit kiitle
tastyan Uniform bir kirisin deneysel olarak dogal
frekanslarmi ve mod sekillerini 6l¢miis, bunlar1 analitik
¢Oziim ve sonlu elemanlar yontemiyle karsilastirmuglardir
[23]. S6z konusu ¢aligmada, boyle bir eklentili kiriste ilk kez
modal parametreler deneysel olarak dl¢iilmiistiir.

Literatiirde bahsi gecen ug¢ eklentili kiris problemlerindeki
hareket denklemleri ¢ikarilirken daha gok Hamilton Prensibi,
Lagrange metodu gibi yontemler kullanilmig olup, hareket
denklemlerinin ¢6ziimiinde genellikle Raylegh-Ritz Metodu,
Bessel Fonksiyonlari, Dunkerly, Southwell, Muller ve
Bolotin Metodlari, Sonlu Elemanlar Yontemi ve Newton-
Raphson Metodu gibi yaklasik ¢6zim metotlart
kullanilmistir. Son yillarda bu yontemlere alternatif olarak
yari analitik bir ¢6ziim metodu olan Diferansiyel Transform
Metodu (DTM) ve bunun kademeli uygulanmasi esasina
dayali Multi-step Diferansiyel Transform Metodu (MDTM)
kullanilmaya baslanmustir. ilk olarak Pukhov [24, 25]
tarafindan elektrik devre analizlerinde karsilasilan lineer ve
lineer olmayan baslangi¢ deger problemlerini ¢6zmek igin
ortaya atilan ve daha sonra Zhou [26] tarafindan gelistirilen
DTM’nin avantajlarindan birisi, sade ve basit bir doniisiimle
adi ve kismi diferansiyel denklemin cebirsel bir denkleme
doniistiiriilmesidir. Ayrica bu yontem kullanilarak integro-
diferansiyel denklemler, 6zdeger problemleri, baslangic ve
sinir deger problemleri, 1s1 iletim ve titresim problemleri gibi
birgok farkli alandaki problemler ¢6ziilebilmektedir [27-36].

Ozetle, eksantrik ug kiitleli kiris titresimi ile ilgili az sayida
calisma yapildigr goriilmektedir. Ug kiitlenin 3B cisim gibi
modellendigi ¢aligmalar ise daha da azdir. Ustelik bu
caligmalarda kirigin sabit kesitli ve malzemece homojen
oldugu, c¢ogunda kirigin tek diizlemde egildigi kabul
edilmistir. Mevcut caligmada Oguamanam ve Arshad’in [17]
onerdigi model degisken kesitli ve malzemece homojen
oncelikle Hamilton prensibi ile sistemin hareket denklemleri
ve muhtemel biitlin sinir sartlar1 elde edilmistir. Coziim igin,
bilgisayar ortaminda kodlamasi daha kolay ve yeterli sayida
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terim kullanildiginda kesin degerlere ¢ok yakin sonuglar
veren MDTM yo6ntemi kullanilmistir. Bu sekilde elde edilen
sonuglar ANSYS ortaminda yapilan modal analiz sonuglari
ile kiyaslanmistir.

2. DIFERANSIYEL TRANSFORM METODU
(DIFFERENTIAL TRANSFORM METHOD) (DTM)

DTM Taylor serisi agilimma dayanan, adi veya kismi
diferansiyel denklemlere polinomlar seklinde ¢dziim 6neren
yar1 analitik/niimerik bir yontemdir. Taylor serisi ¢6ziimleri
cok fazla sayida sembolik islem ve wuzun zaman
gerektirmesine ragmen DTM’de daha basit hesaplamalarla
hizli bir sekilde dogru sonuglar elde edilmektedir [34].
Diferansiyel denklemlerin doniistiiriilmesinde Tablo 1 ve
2’de verilen donligiim kurallar1 uygulanir. f(x) orijinal
fonksiyon ve F[k] diferansiyel doniisiimii alinmis fonksiyon
olmak tizere;

Flk] = %[%} (1)

F[k] nin ters diferansiyel doniisiim fonksiyonu;

£ =3 Flk)(x-x,)" @

Es. 1 Es. 2°de yerine yazilarak Es. 3 elde edilir.

£ = Z(" ’!‘0) {ddi(x)} | 3)

Dolayisiyla, pratik olarak f(x) fonksiyonu sonlu sayida bir
kuvvet serisi olarak Es. 4 gibi kabul edilmektedir.

o d' f(x)
Sx) = AZ(;F[k , Flk]= k{ G lo “4)

2.1. Multi-Step Diferansiyel Transform Metodu
( Multi-Step Differential Transform Method, ) ( MDTM, )

DTM’deki yakinsama problemini gidermek i¢in MDTM
gelistirilmis olup bunu izah etmek i¢in Es. 5’de verilen lineer
olmayan baslangi¢ problemini ele alalim.

f&, .9,y =0 (5)

Problemin baslangic sartlann  y®(0)=cy, k=0,1,...,p-1
seklindedir. DTM’ye gore bu problemin [0,T] araligindaki
¢Ozlimii asagidaki gibi bir seri toplami bigimindedir (Es. 6).

N
y(t) = Za"t"
n=0

, t€[0,T] (6)

Tablol. Onemli bazi DTM déniisiim kurallar1 ( Some important DTM rules )

Orijinal Fonksiyon Diferansiyel Transform Fonksiyonu
J(x)=g(x)£h(x) Flk]=Glk]+ H[k]
J(x)=cg(x) Flk]=cGlk]
f(x)=d"g(x)/ \ k]=(k+")/ Glk +n]
dx

S (x) = g(x)h(x) Z Glk 1H[k -k ]

= Fk=otk-m =10 "
J)=x - w= 0 k#n

Tablo 2. Sinir sartlar1 igin DTM déniisiim kurallari ( DTM rules for boundary conditions )
x=0 x=L
Dontigiimii alinmis halde sinir Doniigiimii alinmig
Sinir Sart1 sarts Sinir Sart1 halde smir sart:
f(0)=0 F[0]=0 f(L)=0 > I'Flk]1=0
k=0

YO/ o FN=0 Ly —0 Y rFR=0

dx dx ;
¢SO/ 0 F21=0 CILY oS k(DI Fk] =

2 =0 (2] (2 =0 ;k(k DL F[k]=0

C10)/ g

d3f(L%C3 o

ik(k —-D)(k-2)L"F[k]=0
k=0
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MDTM uygulanacagi zaman [0,T] araligit M adet [tm-1, tm],
m=1,2,...,M alt araliga h=T/M olacak sekilde esit adimlarla
béliiniir. Ik énce [0,t;] araliginda verilen probleme DTM
uygulanir ve y;®=cy baslangig sartlar ile Es. 7°deki yaklagik
¢Oziim elde edilir.

»n@®= ialnt" , t€[0,4,] @)
k=0

m>2 igin her alt aralikta yn®(tm.1)= Ym1®(tm1) baslangic
sartlar1 ile DTM tekrar tekrar uygulanir. Sonugta bir dizi
ym(t), m=1,2,...,M yaklasik ¢ozlimii ile y(t) fonksiyonu Es.8
seklinde elde edilir.

K
ym (t) = Zamn (t_tm—l)n ’ ! E[tm’tm-%-l] (8)
n=0

Burada N=KM’dir. Aslinda MDTM, ¢6ziimiin agagidaki gibi
pargali oldugunu varsayar (Es. 9).

yw(t)  1e[0,4]

y(l‘)z J/2:(t) te[?,tz] ©)

Y (t) te [tM—I’tM]

Adimm uzunlugu h=T oldugunda MDTM klasik DTM’ye
doniisiir. MDTM’nin daha iyi anlasilmasi i¢in bu yoéntemin
yalin bir EB kirigine uygulanmasini ele alan referans ¢alisma
[28] incelenebilir.

3. HAREKET DENKLEMLERININ

CIKARILMASI
(OBTAINING GOVERNING EQUATIONS OF MOTION)

Bu boliimde iki yonde egilen ve ayni1 zamanda kirig ekseni
etrafinda burulan, eksantrik ug kiitle tasiyan, degisken kesitli
EB kirisinin (Sekil 1) hareket denklemleri Hamilton Prensibi
kullanilarak ¢ikartilmistir. Kirisin sol ucu ankastre veya
serbest olabilir. Sag ug¢ta bulunan kiitle ise kirigten bagka
herhangi bir yere bagli degildir. Serbest titresim halinde tiim
sistemin kinetik ve potansiyel enerjileri asagidaki gibi
yazilabilir (Es. 10, Es. 11).

T= %! P(x)A(x) (%j dx +% ! P(x)A(x) [%j dx +
15 00Y 1 (10
E!IP(x)(Ej dx+5jrde

©)
1% o*v ’
V:E_([E(x)ll(x)(gj dx +

2 (11)
1% o*w 1§ 20
E!E(x)lz(x)[yJ dx+5'!G(x)J(x)[aj dx

ty
|
|
|
Aey | Ax) z
| ; [ — Y
l /719(&,3‘11
| C
by ———— ] Ll — >
) i+ o x
/ A
I X
1 1
Mz ' ’
7 1 L .:

Sekil 1. Kiris-ug kiitle sistemi (Beam-tip mass system)

Bunlarin Hamilton Prensibi’'nde kullanilmasiyla hareket
denklemleri Es.12-Es.14 seklinde ortaya cikar.

v o o*v
B——+—| B.— |=0
"or 6x2( ’ axz) (12)
w82 o*w
B—+—| B,— |=0 1
"o axz( ! aﬁ] (13)
0’0 0 00
-B,—+—| B.— =0 14
25 8x( s ﬁx) (14

Burada Bi=p(x)A(x), Bo=I;(x), Bs=E(x)Ii(x), Bs~E(x)Ix(x)
ve Bs=G(x)J(x) seklinde tamimli olup, sirasiyla birim
boydaki kiitle, kiitle eylemsizlik momenti, Y ve Z
eksenlerindeki egilme katiligi ve burulma katiligidir. Sol
ucun ankastre ya da serbest olmasina gore simir sartlari
asagidaki gibidir (Es. 15-Es. 24)

x=0, Ankastre Serbest

a[ azvj
M, =0 —|B,—| =0 (15)
0 Ox o ),
M o5 o (16)
o, 3 ox’ o
-0 0 o*w B
W, = = B4¥ =0 (17)
2
My Bf”zv =0 (18)
x|, Oox 0
00
6| _,=0 5570:0 (19)
x=L
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3 2 2
L2 w2y 127
orox| _, or|_, “Tor|_
\ R (20)
- Ow ov
+[yz P) za Y =0
tox| _, ox L
D L
" ortox| ort|_, Yo,
o N o 21
- O oIw| 0
Tortex| ,  ax|,
2 2
Ma—: —Mza—f
or|_, or|._,
53 0 0* @)
ME—— =B =0
orox|_, ox( ToxT)
or| _, Y or|
) ’ (23)
ow 0 o*w
tMr——| =B —| =0
orox|_, ox( = ox )|
D L R
T, or| _, or| (24)
— dOw — & 06
waial  le3a s—| =0
Ot ox| _ ot'ox| _, Ox|,.;
Burada
Tu=Ia+MEZ +7%) (25)
I,=1 +M(x* +7%) (26)
L= +ME +3%) 27)
I,=1+My (28)
I_XZ =1_+Mxz (29)
I, =1, +Mz (30)

olup M ug kiitleyi, Iy, Ly, L2, Ixy , Iyz, Ixz, ise eklentinin kiitle
atalet momenti bilesenlerini gosterir (Es. 25-Es. 30) X,y,Z
eklenti merkezinin (G) kirisin u¢ noktasmma (C) gore
koordinatlaridir.  Degiskenlerine  ayrisgtirma  metodu
v(x,)=VX)T(), w(x,)=W(x)T(t), 0(x,t)=0(x)T(t))
uygulandiginda hareket denklemleri seklinde elde edilir.

(BV") ~Ba*V =0 (1)

1684

(BW") ~Ba'W =0 (32)

(B.®') +B,0’®=0 33)

Es. 31-33’de V ve W sirastyla Y ve Z eksenlerindeki sehimi,
O ise burulma agisini ifade etmektedir.

Sinir sartlart ise Es. 34-Es. 43 biciminde elde edilir.

x=0

Ankastre Serbest

V(0)=0 B(0)V"(0)+ B,(0)V""(0)=0 (34)
V'(0)=0 B,(0)V"(0)=0 (35)
W(0)=0 B;(O)W"(0)+B,(0)W"'(0)=0 (36)
W'0)=0 B,(0)W"(0)=0 37
6(0)=0 B,(0)0'(0)=0 (3%)
x=L

LoV (L) + MEo™V (L)~ T 0 0(L)+ 3
T W'(L)~By(L)V"(L)=0 (39)

T 2117 2 T 2
T, oW'(L)+ Mi'W(L)+1,0°O(L) +

_ (40)
1.o0V'(L)-B,(LW"(L)=0

Mo'V(L)-Mzo*O(L)+ Mxw’V'(L) + @1
BJ(LV'"(L)+ B,(LV"'(L)=0

Mo W(L)+ My’ O(L)+ Mxo*'W'(L) + “2)
B,(LYW"(L)+B,(LYW'"'(L)=0

1 0*O(L)~ Mz V(L) + My W (L)+ 23
LoW'(L)~1.0V'(L)-B{(L)®'(L) =0 @)

4. MDTM’ NIN UYGULANMASI
(APPLICATION OF MDTM )

Bu caligmada hareket denklemleri dordiinci mertebeden
olup esitliklerde ¢ok fazla degisken mevcuttur. Yontemi
uygularken kolaylik olmas1 agisindan asagidaki gibi (Es. 44-
Es. 47) Dbaz1 doniisiimlerle tiirevlerin  mertebesi
diisliriilmiistiir. Boylece tekrarlama bagintilarinin yazilmasi
ve bilgisayarda kodlanmasi daha kolaydir. Burada;
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V'=¢ (44)
w'=¢& (45)
olarak tanimlanirsa

v=¢ (46)
=g )

olur. Y ve Z eksenlerindeki egilme momentleri Es. 48, Es.
49 ve burulma momenti ise Es. 50’deki gibi diizenlenir.

BV"=B¢' =M, (48)
BW"=B,E =M, (49)
M, =B,0' (50)

Su halde bu diizlemlerdeki kesme kuvvetleri sirasiyla Es. 51
ve Es. 52’deki gibi yazilabilir.

Y=(BV") =M, 1
Z=BW") =M! (52)

Son durumda ilgili denklemler asagidaki gibi birinci mertebe
denklemlere doniismiis olur (Es. 53-Es. 55)

Y'-B &V =0 (53)
Z'-B o'W =0 (54)
M!+B,0’®=0 (53)

V'=¢ esitliginin dontisimii almmis foksiyonu Es. 56’daki
gibidir. MATLAB programinda kodlamanin daha kolay
olmasi bakimindan Es. 57°de belirtildigi gibi u; fonksiyonu
¢' fonksiyonunu tamimlamak i¢in kullanilmis ve doniistimii
almmustir.

(k+ )V [k+1]=¢[k] = V[k+1]_(—¢[] (56)

)

=¢' = U[k]l=(k+)g[k+1] (57)
Z B,[110,[k — 1] = B,[0Y[4]

1=0 (58)

U,[k]= =L , k=1 (59)

Es. 58’de egilme momenti fonksiyonunun donisiimii
almmus, Es. 59°da ise Uj[k] fonksiyonu ve doniigiimii
almmig egilme momenti fonksiyonu arasindaki iliski
belirtilmistir. Ayrica kesme kuvvetinin (Y) doniigimii
alimmis fonksiyonu Es. 60°daki gibidir.

Y[k]=(k+ DM, [k+1] (60)

Dolayisiyla Es. 53°den ilk tekrarlama bagintisi;

Y[k +1] (k 5 @ Y BIIWk-1, k=0 (61)

1=0

Es. 61 olarak bulunur. ilk tekrarlama bagmtismin elde
edilmesinde uygulanan islem basamaklart benzer sekilde 2.
ve 3. tekrarlama bagintilarini elde etmek i¢in asagidaki gibi
uygulanir.

(k+DW[k+11=E[k] = W[k+1]=LE[k] (62)
(k+1)

=& = U,[k]=(k+1)E[k+1] (63)

M _[K]= ﬁimﬁz[k — 1= B,[0)U,[k]
. =0 (64)
Z (U, [k -1

Mz[k]—ﬁi[l]ﬁz[k—l]

U, k= B 10] , k>1 (65)
i k1= 2K (66)
k+1
2. tekrarlama bagintist;
k
Z| k+1]= B! W k-1, k>0 67
[ (k D ;; [/] (67)
Es. 50 ve Es. 52°den ;
(k+DW[k+11=E[k] = W[k+1]:ﬂ§[] (68)
=0 = U,k]=(k+1)O[k+1] (69)

k

M,[k1=" B,[1U,[k —11= B,[0]U,[k]
1=0 (70)

zk: BT,k -1]
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T,k]= . k21 (71)

bagintilar1 yazilir. Es. 55’in diferansiyel doniigiimii alinarak
3. tekrarlama bagintisi;

M [k+1]= (k 5 120: k>0 (72)

seklinde elde edilir. Calismada kiris boyunun [0,L] ii¢ esit
parcaya boliindiigii kabul edilmis olup her bir parga igin
denklemler Es. 73 ve Es. 74’deki gibi ifade edilmistir.

(¥ (x),
g( VKL WIAD(x-x)"  xe[0,x]

W(x))= i(V[k], WIkD(x-x,)"  xelx,x,] (73)
§< VLKL WIKD(=x)" xelx,x]
;Z(;l[k](x—xl)" xe[0,x]

O(x) = 2@ [Kl(x—x,)" xelx,x] (74)
/i JKl(x-x)" xelx.x]

Bu esitliklerde x;= L/3, x,= 2L/3 ve x5= L’dir. Ardisik kirig
pargalart arasindaki uygunluk sartlar1 ise Es. 75-84’de
verilmistir.

V. Tk = VIKICx, = x, ) (75)
W, [k]= W [k](x, - %) (76)
0,.,[k] = 6,[k](x, —x_,)" (77)
8.1k = glk1(x, —x.) (78)
&alk] = SIKI0; —x)f (79)
M, [K]=M, [k —x)",

i=12and k=0,1,2,.K (80)
Y[k = YIkI(x, —x,)" (1)
Z,[K]= Z,[k)(x, - x.,)" (82)
M, [k]=M_ [K](x, —x_)" (83)

Zivl
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M, [k]=M,[k](x, —x_)" (84)

Orijinal sinir gartlarina Tablo 2’deki doniisiim kurallari
uygulandiginda ankastre ve serbest sinir sartlart igin
asagidaki denklemler elde edilir (Es. 85-Es. 94).

x=0"daki sinir sartlart;

Ankastre Serbest

7[0]=0 M,[0]=0 (85)
W[0]=0 M_[0]=0 (86)
0[0]1=0 M,[0]=0 (87)
$[0]=0 Y[0]=0 (88)
£[0]1=0 Z[0]=0 (89)

x=L’deki sinir sartlari;

I $[L]+ Mxa*V[L]-T_w*O[L]+ %
I &[L]-M [L]=0 ¢
1,0 E[L]+ Mxa'W[L]+1,0°O[L]+ o1
1,0’ ¢[L]-M [L]=0 Gl
Z 'O(L) - Mz V[L]+ My W[ L]+ )
I é[L]-1 o ¢[L]—M,[ 1=0
Mo V[L]- Mz*O[ L]+ Mx@*¢[L]+Y[L]=0 (93)
MWL+ My O[ L]+ Mx*E[L]+ Z[L] =0 (94)

Kirisin sol ucunun ankastre veya serbest olmasi durumunda
sirastyla Es. 95 ve Es. 96°daki kabuller yapilip yukarida
verilen denklemler (Es. 90-94) matris formunda Es. 97°deki
gibi yazilir.

M, [0]=c,, Y[0]=c,, M [0]=c,

_ _ 95)
Z[0]=¢,, M,[0]=c;

VI0l=¢,, W[0]=c,, ©[0]=c;, ¢[0]=c,, E[0]=c; (96)

Hy(@) Hy(@) Hy(@) Hy0) H(@)](cq
Hy(0) Hy(w) Hy(w) H,y(0) Hs()||c
H, (o) Hy(w) Hy(w) Hy(w) Hg(w)
H,(ow) H,(0 Hy(ow) Hy(ow) Hgs®||c,
| Hy(@) Hy() Hy(o) Hy(o) Hg(o)||c

)

H
Il
S O O O O
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Burada Hj(o), (1,j=1,2,3,4,5) frekans parametresine bagli
olarak hesaplanan katsayilardir. Sistemin dogal frekanslari
Es. 98°deki gibi katsayilar matrisinin determinant1 sifira
esitlenerek, mod sekilleri ise elde edilen dogal frekanslarin
Es. 97°de yerine yazilmasiyla elde edilir.

H, (o) Hy(w) Hj(@) H,(0) H;s(o)
H,(0) Hy(w) Hy(w) H,(0) Hy(o)
H,(0) H,(w) Hy(w) H,(0) Hs(@)|=0 (98)
H, (o) H,(®w) Hj(w) Hy(o) Hig(o)
Hy(0) Hg(w) Hg(o) Hy(o) Hs(o)

5. SONUCLAR VE TARTISMALAR
(RESULTS AND DISCUSSIONS)

Dikdortgen kesitli EB kiris modelinde, kiris genisligi ve
uzunlugu sabit tutulup sadece Y yoniinde lineer olarak bir
kesit daralmasi géz Oniine alinmigtir. Kiris boyunca kesit
alan1 ve alan atalet momentlerinin degisimi A(X)=Ao(1-
cnx/L), Li(x)=Iio(1-cpx/L), I2(X)=I20(1-cnx/L) olup cv=1-hi/ho
kesit daralma oranimi gostermektedir. Kiris ve ug kiitle
malzemeleri ¢elik olup, Sekil 1°deki sistemin fiziksel
6zellikleri Tablo 3 ve Tablo 4’de verilmistir.

Bu caligmada iki farkli sinir kosuluna sahip sistem igin dogal
frekanslar ve mod sekilleri belirlenmis ve sonuglar sonlu
eleman modeli (ANSYY) ile karsilastirilmistir. Ayrica farkli
kesit daralma oranlar, kiri uzunlugu ve ug¢ kiitle
boyutlarmin  dogal  frekanslar  {izerindeki  etkileri
aragtirtlmigtir. Sistemin ANSYS Workbench ortamindaki
analizinde SOLID187 elemani kullanilmis, otomatik mesh
(uniform, fine mesh) uygulanarak 2779 elemana boliinmiis

ve mesh goriintiisii Sekil 2” de verilmistir. Modal analiz i¢in
Block Lanczos yontemi uygulanmistir. Bu tanimlamalarin
yani sira, kiris iizerinde Z-ekseni ve Y-ekseni
dogrultusundaki egilme modlarini elde etmek icin Sekil 3’de
gosterilen yollar (path) tanmimlanmis ve mod sekilleri bu
yollar iizerinden elde edilmistir. Zira bdyle bir sistemin
deneysel mod sekli dlgiilecek olsaydi ivmedlger muhtemelen
bu yollar {izerinde uygun bir konuma yerlestirilecekti.

Tablo 5’de farkli sinir sartlar1 i¢in kiris-ug kiitle sisteminin
Y ve Z eksenleri boyunca ilk ii¢ dogal frekansi gosterilmistir.
MDTM ile elde edilen frekanslar ANSYS ile elde edilenlerle
karsilagtirilmustir. Tablodan goriildiigii gibi s6z konusu yar1
analitik yontem sonuglar1 ile sonlu eleman sonuglar1 oldukca
uyumludur.

Diger bir parametrik caligma olarak kirig uzunlugunun dogal
frekanslar {izerindeki etkisi ankastre smir sarti igin
incelenmis, ug kiitle ve kirisin geometrik 6zellikleri Tablo 3
ve 4’deki gibi dikkate alinmistir. Tablo 6’dan acikca
goriilmektedir ki kiris boyu kisaldik¢a sistemin dogal
frekanslart artmaktadir. Sonlu elemanlar yonteminin
kullandig: kirig modeli ve EB kirig hipotezi arasindaki fark
nedeniyle frekans arttik¢a iki yontemin sonuglari arasindaki
fark da (6zellikle kisa kiriglerde) belirginlesmektedir.

Tablo 7, 8 ve 9 ug kiitle boyutlarmin dogal frekanslar
iizerindeki etkisini gostermektedir. Oguamanam ve Arshad
[17] yaptiklar1 ¢alismada ug kiitlenin etkisini incelerken, ug
kiitle ile kirig kiitle merkezlerinin sadece tek bir eksende
cakisik olmadigi durumu dikkate almiglardir. Bu ¢aligmada
diger dogrultudaki kagikliklarin etkisi de incelenmistir.
Tablo 7 ug kiitle boyutlarinin esit oranlarda artirtlmast
durumunda sistemin dogal frekanslarindaki degisimi
gostermektedir. Bu durumda sistemin dogal frekanslari, ug

Tablo 3. Kirisin geometri ve malzeme 6zellikleri ( Beam geometry and material properties)

Elastisite . Poisson Ik Son .
Y luk

Modulii (;’%‘m Orani EJLZ)“nluk yiikseklik yiikseklik g’fngl)‘k

(E) (v) (ho) (h) "

200GPa 7850 kg/m? 0,3 I m 40 mm 20 mm 30 mm

Tablo 4. Ug kiitlenin geometri ve malzeme 6zellikleri ( Tip mass geometry and material properties )

E Y v X y

Z Xt M Z

200 GPa 7850 kg/m? 0,3 50 mm

50 mm

50 mm 25 mm 15 mm 10 mm

Sekil 2. Sistemin ANSY'S ortamindaki mesh goriintiisii (The mesh view of the system in the ANSYS environment)

1687



Kat1 ve Gokdag / Journal of the Faculty of Engineering and Architecture of Gazi University 34:4 (2019) 1679-1693

b)

Sekil 3. Kiris iizerinde a) Z-eksenindeki b) Y-eksenindeki egilme modlarmin eldesi i¢in yol (path) tanimlanmasi
(Paths along the beam axis for bending modes along (a) Z-axis (b) Y-axis)

Tablo 5. Ankastre ve serbest sinir sartlart icin MDTM (M) ve ANSYS (A) sonuglarinin karsilastirilmasi
(Comparison of MDTM and ANSYS results for clamped and free boundary conditions )

Z-ekseni boyunca (Hz)

Y-ekseni boyunca (Hz)

Sinir Sarti Yontem
@ 1 6()2 @ 3 @ 1 6()2 @ 3
22,447 128,774 357,480 25,896 129,592 344,939
Ankastre
A 22,480 128,620 354,170 25,915 129,410 344,370
M 117,337 335,830 702,108 124,186 353,498 666,825
Serbest
A 115,790 331,550 690,810 124,760 352,330 655,540

kiitlenin artmasi ile ters orantilidir. Ayrica MDTM ve
ANSYS sonuglarimin yeterince yakin oldugu goriilmektedir.

Diger bir parametrik ¢alisma olarak ug kiitle boyutlarinin
egilme eksenleri dogrultularindaki degisimi ele alinmus,
bunun dogal frekanslara etkisi incelenmistir (Tablo 8 ve
Tablo 9). Beklenildigi gibi, ilgili tablolar, ug kiitle boyutlari
arttik¢a dogal frekanslarin azaldigin gostermektedir. Ayrica
MDTM ve ANSYS sonuglar1 diger tablolarda oldugu gibi
olduk¢a uyumludur, fakat u¢ kiitle biiyiidiikce yiiksek
frekanslarda (Y ve Z ekseni boyunca 3. frekans) hata orant
artmaktadir. Bunun da sebebi, yukarida ifade edildigi gibi,
yiksek frekanslarda EB  kiris hipotezinin yeterli
olmamasidir. Son olarak, uniform olmayan kirisin kesit
daralma oranmnin dogal frekanslar {izerindeki etkisi
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incelenmistir. Tablo 10°da goriildigii gibi artan kesit
daralma oraniyla dogal frekanslar artmaktadir. Ciinkii kirig
kesit alani artmakta, bu da egilme mukavemetini
arttirmaktadir. Yine iki yontem de birbiriyle gayet
uyumludur.

5.1. Mod Sekilleri (Mod Shapes)

Sekil 3-4 ve Sekil 5-6 sirasiyla ankastre ve serbest sinir
sartlar1 i¢in, 6zellikleri Tablo 3 ve Tablo 4’te verilen kiris ve
uc kiitle ozelliklerine sahip sistemin mod sekillerini
gostermektedir. MDTM ile elde edilen mod sekilleri
ANSYS’de elde edilen mod sekillerine oldukga
benzemektedir. Serbest sinir sarti i¢in Z-eksenindeki 3. mod
¢ok hatali olarak elde edilmis, dolayisiyla Sekil 6’ya
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Tablo 6. Kiris uzunlugunun dogal frekanslar lizerindeki etkisi (Ankastre sinir gart1)
(The effect of beam length on the natural frequencises (Clamped boundary condition))

Z-ekseni boyunca (Hz)

Y-ekseni boyunca (Hz)

L (m) Yontem
wl wZ w} wl wZ w}
0.5 M 72,800 443,000 1225,800 82,600 450,600 871,300
’ A 72,814 439,360 1146,700 82,632 444,080 852,450
0.6 M 53,889 323,249 898,878 61,487 326,230 750,345
’ A 53,940 321,490 856,210 61,505 323,230 738,750
0.7 M 41,586 246,165 685,968 47,624 247,352 628,157
’ A 41,639 245,270 661,700 47,647 245,850 624,500
0.8 M 33,100 193,652 539,390 38,019 194,325 510,681
’ A 33,140 193,060 526,370 38,040 193,580 509,170
0.9 M 27,000 156,259 434,713 31,079 156,989 416,700
’ A 27,036 155,980 428,640 31,102 156,670 416,110
! M 22,447 128,774 357,480 25,896 129,592 344,939
A 22,480 128,620 354,170 25915 129,410 344,370
L1 M 18,967 108,016 299,300 21,918 108,875 289,872
’ A 18,982 107,790 296,210 21,926 108,670 288,530
12 M 16,243 91,936 254,258 18,798 92,805 246,833
’ A 16,256 91,784 252,170 18,805 92,665 245,850
13 M 14,070 79,227 218,694 16,304 80,081 212,684
’ A 14,081 79,124 217,230 16,310 79,981 211,950
1.4 M 12,307 69,006 190,130 14,277 69,830 185,163
’ A 12,317 68,934 189,080 14,283 69,757 184,600
Ls M 10,858 60,658 166,842 12,609 61,448 162,671
’ A 10,866 60,609 166,070 12,614 61,394 162,240
Tablo 7. Ug kiitle boyutlarinin dogal frekanslar tizerindeki etkisi (L=1 m)
( The effect of tip mass dimensions on the natural frequencies )
Ug Kiitle Z-ekseni boyunca (Hz) Y-ekseni boyunca (Hz)
Boyutlar1 Yontem
(%.y,z) (mm) “n “2 @3 @ @2 s
50x50x50 M 22,447 128,774 357,480 25,896 129,592 344,939
x50x
A 22,480 128,620 354,170 25915 129,410 344,370
M 19,398 119,733 337,612 22,172 120,261 316,747
60x60x60
A 19,428 119,770 331,910 22,190 119,980 320,180
M 16,611 112,470 316,653 18,835 112,972 263,101
70x70x70
A 16,635 112,440 306,790 18,852 112,830 274,380
M 14,219 105,940 306,790 16,017 107,101 201,830
80x80x80
A 14,240 105910 293,619 16,024 107,020 213,350
M 12,228 99,765 279,670 13,702 101,173 156,225
90x90x90
A 12,245 99,246 268,477 13,718 101,410 165,970
M 1 2 242,91 11,812 4 124,4
100x100x100 0,588 92,639 916 ,8 94,958 ,489
A 10,603 91,931 222,630 11,829 95,240 132,640

eklenmemistir. Bu moda ait dogal frekanstaki hata yaklasik
%2 civarinda iken mod sekillerinin oldukga farkli ¢tkmasinin
muhtemel bir sebebi bu modda burulma genliklerinin de
onemli derecede etkili olmasidir. Yani burulma hareketi de

baskin oldugu i¢in ANSYS ile hesaplanan mod sekli daha
farkli olabilir. Halbuki MDTM’de sadece egilme hareketine
ait mod sekilleri ¢izdirilmistir. Bir diger muhtemel sebep de
EB kirig modelinin yiiksek frekanslarda yetersiz kalmasidir.
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Tablo 8. Ug kiitle boyutlarinin dogal frekanslar iizerindeki etkisi (L=1 m, x ve z sabit)

( The effect of tip mass dimensions on the natural frequencies ((L=1 m, x and z are constant ))

Z-ekseni boyunca (Hz)

Y-ekseni boyunca (Hz)

y (mm) Yontem o, o, o, o, o, o,
50 M 22,447 128,774 357,480 25,896 129,592 344,939
A 22,480 128,620 354,170 25915 129,410 344,370
60 M 21,503 126,000 351,764 24,738 126,645 336,146
A 21,520 125,620 343,770 24,746 126,310 335,210
20 M 20,665 123,618 346,232 23,717 124,139 324,158
A 20,681 123,160 334,020 23,724 123,740 323,130
20 M 19,914 121,474 340,499 22,806 121,916 306,750
A 19,929 120,920 324,780 22,814 121,420 303,070
9 M 19,237 119,462 334,261 21,987 119,876 284,093
A 19,250 118,770 315,150 21,987 119,230 277,940
100 M 18,622 117,487 327,285 21,246 117,950 259,808
A 18,632 116,630 304,430 21,257 117,090 252,760

Tablo 9. Ug kiitle boyutlarinin dogal frekanslar iizerindeki etkisi (L=1 m, X ve y sabit)

( The effect of tip mass dimensions on the natural frequencies ((L=1 m, x and y are constant ))

Z-ekseni boyunca (Hz)

Y-ekseni boyunca (Hz)

z (mm) Yontem
wl wZ w3 wl a)Z CO3
50 M 22,447 128,774 357,480 25,896 129,592 344,939
A 22,480 128,620 354,170 25,915 129,410 344,370
60 M 21,504 126,033 350,391 24,738 126,657 337,653
A 21,520 125,700 347,150 24,748 126,430 335,020
20 M 20,667 123,650 341,999 23,718 124,158 327,767
A 20,681 123,550 342,000 23,727 124,020 323,640
20 M 19,917 121,481 332,689 22,809 121,938 311,349
A 19,931 121,260 336,780 22,818 121,890 306,430
%0 M 19,240 119,410 323,359 21,993 119,891 287,523
A 19,254 119,310 331,080 22,001 119,930 283,460
100 M 18,625 117,352 313,589 21,254 117,926 261,563
A 18,638 117,410 324,540 21,261 118,080 258,710
Tablo 10. Kesit daralma oraninin (cn) dogal frekanslar tizerindeki etkisi (L=1 m)
(The effect of taper ratio on the natural frequencies )
Z-ckseni boyunca (Hz) Y-ekseni boyunca (Hz)
Ch Yontem
a)l a)Z a)S a)l @ 2 0)3
0 M 22,447 128,774 357,480 25,896 129,592 344,939
o A 22,480 128,620 354,170 25915 129,410 344,370
M 24,205 131,499 397,249 33,480 152,647 360,170
0.6 A 24,244 131,340 394,500 33,490 152,210 357,020
M 28,193 137,739 543,944 57,799 219,189 366,783
0.73 A 28,263 137,680 531,030 57,743 217,410 363,930
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Normalize Modal Genlikler

1.Mod Sekli
g =
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Sekil 3. Ankastre kirisin Y-ekseni boyunca mod sekilleri (Mode shapes along Y-axis for Clamped beam)

Normalize Modal Genlikler
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6. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Birgok miihendislik probleminin matematiksel
modellenmesinde adi veya kismi diferansiyel denklemler
siklikla kullanilmaktadir. Bu denklemler ¢cogunlukla yiiksek
mertebeden lineer ya da nonlineer diferansiyel denklem
seklinde olup, analitik ¢6ziimii zordur. Bu yiizden birgok
aragtirmaci, alternatif ¢éziim olarak yari-analitik ya da
niimerik yontemler uygulamakta, daha basit algoritmalarla
daha hizli ve dogru sonuglar elde etmektedir. DTM ya da
MDTM, son yillarda ilgi ¢eken ve siklikla kullanilan
niimerik yontemlerden biridir. Bu ¢aligmada 3B ug eklenti
tasiyan degisken kesitli EB kirisinin serbest titresim analizi
MDTM yontemiyle incelenmis ve elde edilen sonuclar sonlu
eleman yontemi ile karsilagtirilmistir.  Parametrik
caligmalara gore, sistemin dogal frekanslar kirig ve ug kiitle
boyutlariyla ters orantili, kesit daralma orani ile dogru
orantilidir. Ayrica MDTM ve ANSYS sonuglarinin genel
olarak birbirine yakin oldugu, aralarindaki farkin kisa kiris
ve yiiksek frekanslarda daha belirgin oldugu gozlenmistir.
Bunun asil sebebi EB hipotezinin kisa kirislerin yiiksek
frekanslarinda yetersiz kalmasidir. Ote yandan ANSYS’de
SOLID187 elemani kullanilmis olup bu eleman ii¢ eksende
de deforme olabilmekte, dolayisiyla daha gercek¢idir. Bu
durum mod sekilleri arasinda da sapmalara sebep olur.
Sapmanin 6nemli bir sebebi de kirisin burulma
deformasyonudur. MDTM yontemi ile elde edilen mod
sekilleri sadece egilme hareketlerine ait iken ANSYS egilme
ve burulma kombine deformasyonuna ait sonuglari
vermektedir. Bu durum da her iki yontem arasinda farka
sebep olabilir. Tiim bu farkliliklara ragmen, 6zellikle ilk
birka¢ frekansta MDTM’nin de kabul edilebilir sonuglar
verdigi goriilmiistlir. Bundan sonraki ¢aligmalarda EB yerine
Timoshenko modelinin kullanilmasi, sonuglarin deneysel
veri ile karsilastirilmasi, ele alman sistemdeki kirigin
fonksiyonel derecelendirilmis  (functionally  graded)
malzeme 6zelliklerine sahip olmasi, bdyle bir kirisin sabit
hizla belli bir eksen etrafinda dénmesi halinde egilme-
burulma kombine titresimlerinin MDTM ile incelenmesi gibi
hususlarin ele alinmasi planlanmaktadir.
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