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Bulanik Enformasyon

Ismail TOK"

Ozet
Bu calismada ilk olarak, bulanik olasilik uzaymin bazi temel ozellikleri detaya ve ispatlara
girilmeksizin incelenmektedir. Daha sonra, kararsizlik ve bulanik enformasyon tanimlari

veriliyor. Son olarak da, bulanik enformasyonun bazi 6zellikler ispatlaniyor.

Anahtar kelimeler : Bulanik kiime, bulanik olasilik uzayi, kararsizlik, bulanik enformasyon.
Fuzzy Information

Abstract

In this work firstly, we investigate some basic properties of the fuzzy probability space without

into details and all proofs.After that,we give the definition of the uncertainty and fuzzy

information.Finally,we prove some properties of the fuzzy information.

Key words : Fuzzy set,fuzzy probability space,uncertaity,fuzzy information.

Giris

Zadeh 1965 ve 1968 yillarinda yaptigi caligmalarinda ilk defa bulanik kiime kavramini ve

bulanik olasilik uzayinin bazi 6zelliklerini matematige kazandirmistir.( Zadeh-a ve Zadeh-b).

1979 yilinda yaptig1 bir bagka ¢alismasinda da enformasyon ile ilgili baz1 sonuglar elde etmistir.(

Zadeh-c)).
*Istanbul Aydin Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik-Bilgisayar Boliimii Istanbul-Tiirkiye.
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Daha sonra, bir¢ok bilim adami ortaya atilan bu yeni kavramlar iizerine egilerek 1965 ° den
giinimiize kadar yogun bir ¢alisma gostererek klasik matematik kavramlarini ve sonuglarini
bulanik anlamda da ifade etmeye calismislardir. Boylece, ¢esitli matematik konularinda bir¢ok
calisma ortaya ¢ikmustir.

Halen bulanik anlamda ifade edilemeyen klasik matematik konularindaki calismalar devam
etmektedir. Cok az istatistik konular1 da bulamik anlamda irdelenmistir. Bulanik anlamda
incelenmeyen bir¢ok klasik istatistik sonuclar1 vardir.

Enformasyon kuraminda, bir enformasyon kaynaginin entropisi kavraminin ¢cok 6nemli yeri
vardir. Bu konudaki klasik sonuglar bircok arastirmacinin c¢alismalarinda mevcuttur.(Ash,
Bezedek ve Billingsley‘e bakiniz).

Yazar bir ¢alismasinda bulanik enformasyon fonksiyonun bazi 6zelliklerini incelemistir.(Tok-b
‘ye bakiniz)).Bu konu ile ilgili diger sonuclar i¢in, Dimitrov,Dubois-a ve Digerleri ve Klir ve
digerleri ‘ne bakiniz.Entropi ile ilgili 6zellikler bu calismada incelenmeyecektir. Bu makalenin
gayesi, kararsizlik ve bulanik enformasyon ile ilgili baz1 sonuclar1 elde etmektir.

Bulanik kiime kavram

Tamm II.1 . X bos olmayan herhangi bir kiime olmak iizere I = [0,1] kapal1 aralig1 verilsin. A,
X‘ in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. f, : X—I ° ye tammh olan fonksiyona liyelik
fonksiyonu denir. Bir iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilen kiimeye X ‘ in bir bulanik alt
kiimesi denir. Yani, I” ’in bir eleman1 X ° in bir bulanik alt kiimesi olur. Her xe X icin, f,(x) ¢
e A icindeki x noktasinin iiyelik derecesi denir. X ‘ in bos olmayan tiim bulanik alt kiimelerinin
sinifina bulanik sinif denir ve F ile gosterilir.

Uyan IL 2. (i) f, tiyelik fonksiyonun tanim kiimesi X * in bir alt kiimesine kisitlanmugtir.

.. . ) ) 1 xe A ise .
(ii) A, X ‘in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. y, (x) = ) ile tamimli
0 x¢ A ise

fonksiyona A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir. Karakteristik fonksiyon sadece 0 ve 1
degerlerini alir. A kiimesinin f, iiyelik fonksiyonu ise, I =[0,1] birim kapal1 aralig1 iizeride tiim

degerleri alir.
Onerme II. 3. A ve B X kiimesinin bos olmayan iki bulanik alt kiimesi olsun. O halde,

(i) A=B & Her xe X icin, f,(x)= f,(x) olmasidir. (Bulanik esitlik).
(ii) Ac B & Her xe X igin, f,(x) < fz(x) olmasidir. (Bulanik kapsam veya
monotonluk).

(iii) C=A UB & Her xe X igin, f.(x) =max{f,(x), f(x) Yolmasidir.(Iki
bulanik kiimenin birlesimi).

(1v) D=ANB < Her xe X igin, f,(x) =min{f, (x), fz(x)} olmasidir.(iki
bulanik kiimenin arakesiti).

v) E=A.B & Her xe X igin, f.(x)=f,(x).fz(x) olmasidir.(Iki bulanik

kiimenin ¢arpimi).
(v1) F=A® B & Her xe X icin, f.(x)= f,(x)+ fz(x) = f,(x).f5(x) olmasidur.
(Iki bulanik kiimenin toplami).
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(vn) Her xe Xicin, f,. (x) =1- f,(x) olmasidir.(Bulanik kiimenin tiimleyeni).

(vin) A=0 & Herxe X icin, f,(x)=0 olmasidir.(Bos bulanik kiime).
Ispat. (Bkz. Dubois-a ve Digerleri,Zadeh-a veZimmermann).
Uyan IL. 4. (i) Onerme II. 3 (i), (ii), (iii), (1v) ve (vn) 6zelliklerine bulanik kiime islemleri denir.
(i) Onerme II. 3 (iii) ve (1v) ozellikleri kolayca sonlu veya sayilabilir bulanik
kiimeler icin de gecerli oldugu goriiliir.

Bulanik olasilik uzayi

Tamm III. 1. F, X iizerinde taniml1 bir bulanik sinif olsun. Eger F bulanik simif asagidaki
ozellikleri saghyor ise, F ‘ ye X iizerinde taniml1 olan bulanik o -cebir denir.

1)) Xe F.

(ii) Eger Ae Fise, A € Folur.

(iii) Egerherne Nigin A € F ise, Y A € Folur.

neN
Bu sekilde elde edilen (X,F) sirali ikilisine bulamik Olgiilebilir uzay denir. F ‘ nin
elemanlarina da bulanik 6l¢iilebilir kiimeler denir. Bu uzay ile ilgili detayl bilgi i¢in, Klir ve
Digerleri ve Tok-a ‘ ya bakiniz.

Tamm III. 2. (X,F) bir bulanik ol¢iilebilir uzay olmak iizere, P : (X,F)— [0,1] ‘ ye
taniml1 olan bir kiime fonksiyonu verilsin. Eger P kiime fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyor
ise, P ¢ ye (X,F) bulanik Ol¢iilebilir uzay iizerinde tanimli bulanik olasilik 6l¢iimii veya kisaca
bulanik olasilik denir.

@) P(@) =0 ve P(X) = 1 olur.

(ii) Her Ae F i¢in, P(A) >0 olur.

(i) Eger (A,),.y bulanik kiimelerin bir ayrik dizisi ve hern € Ni¢in, A € F
Oldugunda, P(Y A)) = ZP(An) elde edilir.

ne N neN

Boylece, elde edilen (X,F,P) sirali iicliye bulanik olasilik uzayr denir. F ¢ nin
elemanlarina da bulanik olaylar denir.

Uyan III. 3. Tanim II. 2 (iii) 6zelligine bulanik ¢ -toplamsallik 6zelligi denir. Bulanik
olasilik uzay1 ile ilgili detayl bilgi i¢in Tok-a ‘ ya bakiniz.

Tanmmm III. 4. A = { A,,..,A,} bir sonlu bulanik simf verilsin. Eger her i # j igin,

A, N B, =@ olmak iizere, X = XAi oluyor ise, A’ ya sonlu bulanik ayrigim denir.
Kararsizhk

Bazi durumlarda, yapilan cesitli anketler sonucunda veya gozlemler sonunda veya iizerinde
calisilan konularda kararsizlik halleriyle karsilagilir. Bu gibi hallerinde kendi iglerinde
irdelenmesi veya yorumlanmasi s6z konusu olur. Karasizlik terimi etimolojik olarak incelenirse,
asagida belirtilen karasizlik kavramlar ile karsilasilir. Bunlar;

@) Kesin olarak bilinmeyen.

(i)  Bulaniklik veya pusluluk.

(iii)  Siiphelilik veya emin olmama durumu.

(iv)  Birden fazla anlamlilik.
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v) Diizensizlik.

(vi)  Bagimsizlik.

Yukarida verilen kavramlar incelendiginde karasizligi iki grupta toplayabiliriz. Bu iki
grubun sirasi ile bulaniklilik ve ¢ok anlamlilik olduklar1 goriiliir.

Uzerinde calisilan konularm belirli ayriliklarin zorlugu bulaniklik kavraminin 6zellikleri
ile ¢coziim aranarak irdelenmeye calisilir.Bulaniklik kavrami i¢inde belirsizlik, farklilik ve net
olmayan gibi konular yer alir.

Birden fazla bagintilarla ifade edilen konular da ¢ok anlamlilik 6zellikleri ile incelenir. Cok
anlamlilik kavrami ise, coklu, bagintilar, degiskenlik, genellik ve raksaklik gibi konular icerir.

Bulaniklik 6zelliklerinden yararlanilarak bulamik kiime kavrami, klasik matematigin ve
klasik istatistigin bazi sonug¢larini irdeler.

Cok anlamlilik ozelliklerinden hareketle de bulanik Ol¢iim kavrami, evrensel bir X
kiimesinin keyfi elemanlarinin iiyelik derecelerini inceler. Bu konularla ilgili daha genis bilgi
icin Dubois-b ve Digerleri ve Klir ve Digerleri ‘ ne bakiniz.

Kararsizlik hallerinde, c¢alisilan konular iizerinde bir¢ok uygun Ol¢iim tanimlanarak
bunlarin 6nemli 6zellikleri incelenebilir. Bu ¢alismada sadece bulanik 6lciim tanimlanip, bu
Olclimiin bazi1 6zellikleri detaya girilmeden incelecektir.

Tamm III. 1. F, X kiimesi tizerinde taniml1 bir bulanik sinif olmak iizere, £ : F—R ‘ye

tanimli olan fonksiyon verilsin. A, X ‘in bir bulanik alt kiimesi olsun. Eger her A bulanik alt
kiimesine A ‘ nin bulaniklik derecesini karakterize eden u (A) degerini karsilik getir ise,

kiime fonksiyonuna bulanik 6l¢iim denir.
Uyan III. 2. (i) x« bulanik 6l¢iimiin tek olmas1 gerekmez.

(ili) Asagida verilen Onermenin oOzelliklerini saglayan x4 fonksiyonlar1 vardir.
) Bunlardan birisi tek diger ikisi de bulaniklik derecesine baghdir.
Onerme III. 3. ¢ : F —R ‘ tanimli olan bulanik 6l¢iimii verilsin. O halde,
(i) u(A)=0<¢< A ‘nn bir belirli kiime olmasidir.
(ii) Eger Ac Bise, #(A) < u(B) olur.
(iii) & (A) ‘ nin maksimum degere sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul A ‘ nin

maksime.ll bulanik kiime olmasidir.
Ispat. Tanim III. 1 * den hemen goriiliir.

Bulanik enformasyon

Tamm IV. 1. (X,F ,P) bulanik olasilik uzay1 olsun.A ={ A,,...,A } X’ in sonlu bulanik ayrigimi

olmak iizere, her i = 1,...,n i¢in, I(A,) =log, ﬁ =—log, P(4,;) ifadesine A, bulanik olayin
bulanik enformasyonu denir. Burada, a > 1 olan gergel sayidir. Bulanik enformasyonun bazi
ozellikleri (Tok-b) ‘ de incelenmistir.

Bulanik kiimeler kuramindan 6nce karasizligin iki ol¢iimii Hartley (1928) ve Shonnon (1949)
tarafindan tanmimlanmugstir. Hartley tarafindan tanimlanan ol¢iim sadece klasik kiime kurami
tizerinde olusturulmustur.Shannon’un oOl¢iimii de olasilik kurallarina gore tanimlanmistir. Bu
Olciimlerin ortak ozelligi ¢ok anlamliligin baz tiirlerinde ortaya ¢ikmalaridir. Boylece, her iki
Olctim enformasyon Olciimii olarak goz Oniine alinabilir.
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X, n elemanl herhangi bir kiime olsun. Yani, X incelenen bir sistemin miimkiin olan tiim
sonuglarin kiimesi veya tiim basit mesajlarin kiimesi olarak ele alinabilir.Ardisik se¢im yontemi
ile X kiimesinin elemanlarindan diziler olusturulur.Boylece de her secim sonunda X ‘in
elemanlar1 alternatif secim durumlar1 meydana getirirler. Dolayisi ile de ¢ok anlamlilik konusu
icinde yer alirlar.

Teorem IV.1. n = card(X) = [XI| olsun. X kiimesinin elemanlarindan ardisik olarak
ke N tane secim yapalim. O halde, bu k ardisik se¢cim sonunda X ° in elemanlarindan olusan
dizilerin say1s1 n* olur. Bu segime karsilik gelen enformasyon toplami I( n* ) = K(n) . k olur.
Burada K(n), n  ye bagl olan bir bilinmeyendir.

Ispat. X kiimesinin elemanlarinin secilme 6zelliginden hemen goriiliir.

Sonug
n, elemanl X, kiimesi ile n, elemanli X, kiimesini gbz oniine alalim. k, se¢cim X, kiimesinde

ve k, secimde X, kiimesi lizerinde yapilsin. O halde, kiimelerden secilen sayilar1 ayni ise, bu

dizilere karsilik gelen enformasyonlarin toplamlarida
aynidir.

ispat. Teorem IV.1 geregi, I(n,") = K, (n,)k, (4-1)veI(n,”)=K,(n,)k, (4-2)

3 3

. .. . k .
yazilir. X, ‘ in elemanlarindan olusan dizilerin sayis1 n,' ve X, ‘ in elemanlarindan olusan

dizilerin sayis1 nzk2 olup hipotez geregi nlk‘ = nzk2 (4-3) yazilir. Bu son (4-3) esitliginin her iki

yanin a > () olmak iizere a tabanina gore logaritmasim alirsak,
k 1

k, log, n, =k, log,n, (4-4) yazilir. Buranda da, —* = 8. (4-5) elde edilir. Ayrica
k, log, n,

I( nlk‘ )=1 (nzk2 ) oldugu goz Oniine alinirsa, (4-1) ve (4-2) esitliklerinden ,

k K

—2 = ﬂ (4-6) bulunur.(4-5) ve (4-6) esitlikleri birlikte diistiniiliirse,

k,  K,(n,)

log,n, _ K;(n,)

= (4-7) elde edilir. K, ortak bir sabit olmak iizere goz Oniine alindiginda, (4-
log,n, K,(n,)

7) esitligi K(n) = K;log, n (4-8) i¢cin de gegerli olur. Buradan da,
[(n*)=K, . .klog,n (4-9)elde edilir.
Tamm IV. 3. Teorem IV. 1 ve Sonug IV. 2 “ ye gore elde edilen I(n) = K . k log, n

[3

ye Hartley enformasyonu denir. K, = 1 ve a = 2 0zel degerler alinir ise,

I(n*)=k log, n =log, n* bulunur. Burada m € N olmak iizere, m = n* olarak alinirsa da, I(m)
= log, m elde edilir.
Onerme IV. 4. Hartley enformasyonu asagidaki 6zellikleri saglar.
(1) Her m, ,m, e N igin, I(m, , m,) =1(m,)+ I(m,) olur.(Toplamsallik).
(ii) Her me N icin, I(m) < I(m +1) olur.(Monotonluk).
.(iii) I(2) = 1.(Birim hale getirilmesi).
Ispat. Teorem IV.1, Sonug IV.2 ve Tanim IV. 3 ‘ den kolayca goriiliir.
Tamm IV. 5. X ve Y iki sonlu kiime olsun. I(X) = log, | X | ve I(Y) = log, | Y|

ifadelerine yalim enformasyon denir. Rc X x Y olmak iizere, I(X,Y) = log, | R| ‘ ye de
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birlesik enformasyon denir.
Sonuc IV. 6. X ve Y iki sonlu kiime olsun. O halde, I(X,Y) = I(X) + I(Y) olur
Ispat. R =X x Y alalim. I(R) = log, IX x YI

= log, (IXI,1Y]) = I(X) + I(Y)
bulunur.
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