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Oz

Bu makalede, girdileri bir F cisminden alinan mxm boyutlu 6zel bir matris cebiri ¢alisilmistir. Bu cebir iizerinde
tanimlanan bir ek (adjoint) alma doniislimii (bir matrisin eki), bir norm form (bir matrisin determinanti) ve bir iz
form (bir matrisin izi) yardimiyla bu cebir ile ilgili bazi cebirsel 6zellikler elde edildi. Ayrica, bu cebirin m.
dereceden bir cebir yapisma sahip oldugu gosterildi. Bu sonug sayesinde kiibik cebir tanim1 m. dereceden cebir
tanimina genisletildi.

Anahtar kelimeler: Matris cebiri, Norm form, Iz form, Lokal halka, Projektif Klingenberg diizlemi.

A Note on Algebra of Degree m

Abstract

In this paper, the special matrix algebra of dimensional mxm whose entries are taken from a field F is studied.
By means of an adjoint map (adjoint of a matrix), a norm form (determinant of a matrix) and a trace form (trace
of a matrix) defined on the algebra, some algebraic properties related to this algebra are obtained. Moreover, it is
shown that the algebra is of an algebraic structure of degree m. By this result, the definition of cubic algebra is
extended to the definition of algebra of degree m.

Keywords: Matrix algebra, Norm form, Trace form, Local ring, Projective Klingenberg plane.

1. Giris

Projektif geometrinin 6nemli problemlerinden biri koordinat halkasinin cebirsel 6zellikleri ile karsilik
gelen diizlemin geometrik ozellikleri arasindaki karsilikli iliskiyi bulmaktir. Mesela, bir projektif
diizlemin Pappus, Dezarg ya da Moufang diizlemi olmasi icin gerek ve yeter sart bu diizlemlerin
koordinat halkalarmin, sirasiyla, bir cisim, bir boliimlii halka (aykir1 cisim) ya da bir alterne cisim
(alterne boliimlii halka) olmasidir [1]. Ustelik, bir geometrik yapinin bir projektif Klingenberg diizlemi
olmasi igin gerek ve yeter sart koordinat halkasinin bir lokal halka olmasidir [2].

Bix [3], R birimli degismeli lokal halka olmak tizere girdileri O octonion R -cebirinden
aliarak olusturulan 3x3 matris uzaynin bir kanonik involusyona gore simetrik kalan elemanlarinin bir
ozel alt kiimesi ile ¢aligmistir. Bu kiime tizerinde Jordan ¢arpimi tanimlanarak bu kiime 6nce bir Jordan
R -cebir yapisina ve daha sonra bu kiime {izerinde bir norm form (determinant) ve bir iz form (bir
matrisin izi) tanimlanarak bu cebir bir kiibik cebir yapisina sahip hale getirilmistir. Bu sekilde elde edilen
cebir, 27 boyutlu (exceptional) kuadratik Jordan cebiridir. Bu cebir ile ilgili daha fazla bilgi i¢in [4-9]
daki caligmalara bakilabilir. Bu kuadratik Jordan cebiri ile bir octonion diizlemin koordinatlandig: iyi
bilinmektedir [3,7,8].

Jukl [10,11], M. dereceden reel plural cebir iizerine kurulan sonlu boyutlu modiiller iizerine
calistt. Erdogan vd. [12], bu reel plural cebirler iizerine kurulan modiillerin baz1 6zelliklerini incelediler.
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Ciftci ve Erdogan [13], bu reel plural cebir yardimiyla elde edilen (n +1) -boyutlu modiilden N -boyutlu
projektif koordinat uzay elde ettiler.

Bu makalede; F bir cisim, ¢ F ve ™ =0 olmak iizere A:=F+Fn+Fn*+---+Fnp™"
cebiri (ya da lokal halkasi) ile ¢alisilacaktir. Ancak bu cebir yerine izomorf oldugu M__(F) ile
gosterilen 6zel bir matris cebiri kullanilacaktir. Uzerinde bir norm form (bir matrisin determinanti), bir
iz form (bir matrisin izi) ve bir ek alma ddniigiimii (bir matrisin adjointi) yardimiyla M__(F) matris

cebiri ile ilgili baz1 cebirsel 6zellikler elde edilecektir ve bu sayede M (F) matris cebiri m. dereceden
bir cebir yapisina sahip hale getirilecektir. Bu 6zel 6rnek sayesinde kiibik cebir taniminin bir
genellestirmesini vermek miimkiin olacaktir. Bir lokal halka ile bir projektif Klingenberg diizlem
smifinin koordinatlanabilecegi gergegi dikkate alindiginda buradan elde edilen cebirsel 6zelliklerin
karsilik gelen diizlemin hangi geometrik 6zelligine karsilik gelebilecegi ayri bir caligma konusu olarak
karsimiza ¢ikacaktir. Ancak, bu g¢aligmanin kapsami sadece cebirsel 6zelliklerin incelenmesi ile sinirli
tutulacaktir.

Bu ¢aligmanin geri kalan kismui su sekilde diizenlenmistir: 2. boliim, ihtiya¢ duyulan temel
bilgilerin tamim ve teoremler olarak verildigi bdliimdiir. 3. bolimde M, (F) matris cebiri m.

dereceden bir cebir yapisi ile donatilacaktir ve kiibik cebir tanimi M. dereceden cebir tanimina
genellestirilecektir.

2. On Bilgiler

Calismada kullanilacak temel bilgiler tanim, Gnerme, teorem ve agiklamalar bi¢iminde bu boliimde
takdim edilecektir. Referanslar1 agik olarak verilmeyen cebirsel bilgiler i¢in [14-19] daki ¢alismalardan
faydalanilmugtir.

Tamm 2.1. R bir halka olsun. R nin her @ elemanii¢in al = | ve lac | sartlarini saglayan bir |
alt halkasimna R halkasinin bir ideali denir.

Tamm 2.2. R bir halkave M # R, R nin bir ideali olsun. Eger M < | © R sartin1 saglayan higbir
| ideali yoksa M ye R nin maksimal ideali denir.

Tamm 2.3. Asagida birbirine denk olarak verilen sartlardan bir tanesini saglayan birimli (6zdeslikli) bir
R halkasina lokal halka denir:

a) R nin bir tek maksimal ideali vardr.

b) R nin tiim tersinir olmayan elemanlar1 bir tek has idealde kapsanir.
¢) R nin tersinir olmayan elemanlari bir has ideal olusturur.

d) VreR iginya r yadal—r tersinirdir.

Tamm 2.4. R bir birimli halka olsun. M,M,,...,M_ ve M" R—modiilleri verilsin. i, 1<i<n
ozelliginde secilmis bir tamsayl, X,y € M;, 1< j<nve j#i i¢cin &; e M; ve AeR olmak iizere

asagidaki sartlari saglayan bir f :M;xM, x---xM_— M’ déniisiimiine bir n-lineer déniisiim denir:

NL1) f(ey, ..., X+ Y, &g, ,) = Ty, v X))+ Ty, o0, Y Gy )
dir.

NL2) f(e,...q ;A% @,

i+l

Ga,)=Af (e, ...a %@

i+l

L a,) dir.
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Burada sadece i. bilesen g6z 6niine alinirsa f nin bu bilesen i¢in lineer oldugu goriiliir. N tane bilesen
igin lineerlik sartlarimn saglanmasi istendiginden f ye N-lineer doniisiim adi verilmektedir. Ozel
olarak n=2 alnirsa f ye 2-lineer (bilineer) doniisiim denir.

Tamm 2.5. R bir birimli halka ve M bir R—modiil olsun. M" =M xM x---xM olmak iizere
f:M" >R doniisiimii N-lineer ise f ye M iizerinde n-lineer doniisiim ya da kisaca n-lineer form
ad1 verilir.

Tamm 2.6. f, M iizerinde bir N-lineer doniigiim olsun. Eger her (¢, ....,,) swrali N-lisi ve
1<i, j <n olmak tizere her 1 # | igin

fla, g na) = oy, a;, ... a,)
ise f ye simetrik n-lineer doniisiim,

f(al,...,ai,...,aj,...,an) = —f(al,...,aj,...,ai,...,an)
ise f ye anti-simetrik n-lineer doniisiim denir.

Tamm 2.7. R bir birimli halka ve M ile M’ iki R —modiil olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan bir
Q:M — M’ doniisiimiine bir kuadratik doniisiim denir:

KU1) Her 2R veher yeM icin Q(Ay)=4°Q(y) dir (yani, Q 2. dereceden homojen polinom
fonksiyondur).

KU2) Her x,y e M i¢in Q X, y —I:Q x+y Q( ) Q(y):l ozelliginde M xM den M’ ye

bir simetrik ve 2-lineer doniisiim vardir (Linerizasyon ya da polarizasyon 6zelligi).

M'=M iken Q kuadratik doniisiimiine M iizerinde bir kuadratik doniisiim denir. M'=R iken Q
kuadratik déniistimiine bir kuadratik form, bu durumda Q (X, y) ye de birlestirilmis 2-lineer form denir
(Burada Q(X,X)=Q(X) olduguna dikkat ediniz.).

Tamm 2.8. R bir birimli halka ve M ile M' iki R —modiil olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan bir
N:M — M’ doniigiimiine bir kiibik déniisiim denir:

KU1)Her AR veher yeM igin N (ly) =A°N (y) dir (yani, N 3. dereceden homojen polinom
fonksiyondur).

KU2) Her x,y,zeM igin

N(x,y,2) ——[N X+Y+2)=N(x+y)=N(y+2z)-N(x+2)+N(x)+N(y)+N(z)]

ozelliginde M xM xM den M’ ye bir simetrik ve 3-lineer doniisiim vardir (Linerizasyon ya da
polarizasyon o6zelligi).

M'=M iken N kiibik doniisiimiine M iizerinde bir kiibik doniisiim denir. M’'=R iken N kiibik
déniisiimiine bir kiibik form [20], bu durumda N(X,y,z) ye de birlestirilmis 3-lineer form denir

(Burada N (X, X,X)=N(X) olduguna dikkat ediniz.).

363



A. Akprnar, F. Ozen Erdogan / BEU Fen Bilimleri Dergisi 8 (2), 361-375, 2019

Thomas [21] tarafindan verilen bir sonu¢ yardimiyla Tanim 2.7 ve Tamim 2.8 in genellestirilmesi
asagidaki bigimde yapilabilir.

Tamm 2.9. R bir birimli halka ve M ile M’ iki R —modiil olsun. n>1 bir tamsay1 olmak iizere
asagidaki sartlar1 saglayan bir f : M — M’ doniisiimiine bir n. dereceden déniisiim denir:

ND1) Her AR veher yeM igin f(Ay)=A"f(y) dir (yani f n.dereceden homojen polinom
fonksiyondur).

ND2) Her X, X,,....X, € M ve H ={1,2,3,...,n} i¢in

8 n—-k
NIB; (X, %o %y ) =D (=1) D) F(Sh), S =D.%
k=1 H, ieH
[HJ=k
ozelliginde M"=M xM x---xM den M’ ye bir B, simetrik ve N-lineer doniisiim vardir

(Linerizasyon ya da polarizasyon 6zelligi).

M'=M iken N. dereceden déniisiime M iizerinde n. dereceden doniisiim denir. M'=R iken N.
dereceden doniisiime bir n. dereceden form, bu durumda B; (le ) S Xn) ye de birlestirilmis n-lineer

form denir (Burada B, (X, X,..., X) = f(X) olacagina dikkat ediniz.).

Ozel olarak; M iizerindeki bir 1. dereceden form bir lineer form olarak isimlendirilir. N = 2 i¢in Tamm
2.7 de kuadratik ve N =3 i¢in Tanim 2.8 de kiibik ifadeleri daha dnce kullanilmisti.

Tamm 2.10. (R,+,-) ve (R’,+,-) iki halka olsun. ®:R — R’ birebir ve orten bir homomorfizm

(veya anti-homomorfizm) ise @ doniisiimiine R den R’ ye bir izomorfizm (veya anti-izomorfizm)
denir. R nin kendisi iizerine bir izomorfizmine (veya anti- izomorfizmine) R iizerinde bir otomorfizm
(veya anti-otomorfizm) denir.

Tamm 2.11. R bir halka olsun. i, R iizerinde dzdeslik doniistimii olmak iizere mertebesi 2 olan bir
f otomorfizmine (veya anti-otomorfizmine) R nin bir involusyonu (veya anti-involusyonu) denir.

Tamm 2.12. R bir halka ve f de R nin bir involusyonu (ya da anti-involusyonu) olsun. R nin f

involusyonu (ya da anti-involusyonu) altinda degismez kalan elemanlarina R nin simetrik elemanlar
denir.

Simdi, [3] den kiibik cebir tanimini verebiliriz.

Tamm 2.13. R bir birimli halka ve M de bir birimli R —modiil olsun. M iizerinde X — x* bi¢iminde
bir kuadratik doniisiim, M iizerinde bir N kiibik form ve M iizerinde bir T simetrik 2-lineer
doniigiim tanimlansin. Eger M lizerinde asagidaki sartlar saglanirsa M ye bir kiibik R — cebir denir:

1) x* = N(x)x dir.

2) N(1) =1 dir.
3) T(X*,y)=N(x,y) dir.
4) 1" =1 dir.

5) x><y:%[(x+ y)#_x#_y#} ve T(y)=T(y,1) olmak iizere 1xy:%[T(y)1— y] dir.

1-5) sartlarinin hepsi R nin tiim skalar genislemeleri altinda saglanir.
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Bu tammdaki N donisiimii X de kuadratik y de lineer olan bir doniisiim olarak ifade edilebilir [7].

Bu durum, yukaridaki tanimda N yerine, X ve y sirasinda, N,, yazlarak szl(x, y) olarak da
belirtilebilirdi.

Bir kiibik cebir U,y =T (X, y)X— z(x# X y) esitligi altinda bir birimli kuadratik Jordan cebiridir [7].

214. [ n" =0  olmak iizere

A= {x =X, + X7 + X, 17% + o+ X 0" ‘in el } kiimesi, bilesen bilesene toplama ve skalarla

Tamm reel sayilar cismi, nell ve

carpma islemleri altinda bir bazi {1,77,772,...,77”171} olan bir reel vektor uzayidir. A vektor uzayi

asagidaki carpma islemi altinda

X-y= (XO X7+ X2772 Tt Xm—177m71)(YO + Y+ y2772 +-e0t+ ym_lnmfl)
= %Yo +(Xo Yo + X Yo )77+ (Xo Yo + X Y1+ %Yo )71 -+ (XoYms + XYmoo+ + X s Yo )™

bir cebir yapisina sahip olmaktadir. Bu cebire M. dereceden reel plural cebir adi verilmektedir [10].
Bu cebir ile ilgili ispatsiz iki sonug ifade edebiliriz.

Onerme 2.15. Bir X=X, + X7+ X2772 +--0+ melnmfl € A elemamnin tersinir olmasi i¢in gerek ve
yeter sart X, # 0 olmasidir [10].

Onerme 2.16. A maksimal ideali 77A olan bir lokal halkadir. A mn tiim idealleri 1< j<m olmak

iizere 7' A bigimindedir [10].

[10] da A cebirinin asagidaki formda elemanlara sahip M (U]') matris cebirine izomorf oldugu ifade

edilmistir:
_Xo X Xy o Xnsp Xm—l_
0 Xo X X5 =0 Xpo
X = A eM_ ().
X2 mm( )
: XO X1
10 0 X% |

Bu sonucun detayli ispat1 i¢in [12] ye bakilabilir. Bu ¢alisma boyunca [ cismi yerine bir F cismi
alinarak M_ (F) matris cebiri iizerinde calisilacaktir. Simdi, [2] den baz1 bilgiler verecegiz.

Tamm 2.17. N noktalar kiimesini, D dogrular kiimesini, € iizerinde olma bagmtisin1 ve ~, N ve D
iizerinde bir denklik (komsuluk) bagmntisin1 gostermek iizere asagidaki sartlar1 saglayan bir
M =(N, D, g,~) yapisina bir projektif Klingenberg diizlemi denir ve kisaca PK ile gosterilir.

PK1) Komsu olmayan herhangi iki A, B € N noktasini birlestiren tam olarak bir d € D dogrusu vardir,
PK2) Komsu olmayan herhangi iki ¢,d € D dogrusunun tam olarak bir N € N arakesit noktasi vardir,
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PK3) M denbir M =(N",D",€) projektif diizlemi iizerine her A, BeN Ve ¢,d €D igin
Y(A)=¥(B)< A~B ve ¥(c)=¥(d)e=c~d
sartlarin1 saglayacak bigimde bir ¥ epimorfizmi vardir.

Tamm 2.18. (R, I) birimli bir lokal halka olsun. Bu takdirde, M (R)=(N,D,e,~) asagidaki gibi

tanimlanan komsuluk bagintili bir tizerinde olma yapisidir:

N={(xy.1)| x,yeRy {1y z)| yeR, zel}u{(wlz)| w,zel},
D= {m1k] | mkeR}u{Ln,p] | peR, nel}ufanl] | gnel},
[mLk] = {(x,xm+k,1)|xeR}p{(Lzk+m,z)[ze 1},

[Ln,p] = {(yn+p,y.1)|yeRy{(zp+nlz)|zel},

[a.n,1] = {(Ly,yn+q)|y e RFu{(w,Lwg+n)wel},

P=(%,%.%)~ (V0. Yo, ¥5) = Q& % -y, € 1 (i=1,2,3),¥P,QeN,

0= [% %, %] ~[Vi. Vor Vo] =h = X -y, €1 (i=1,2,3),¥g,heD .

Teorem 2.19. (R, I') birimli bir lokal halka olsun. M (R) bir PK-diizlemdir ve her bir dezargsel PK-
diizlemi bir M (R) ye izomorftur.

3. Temel Sonuclar

Bu bolimde F bir cisim, 7¢F ve n™ =0 olmak iizere A:=F+Fn+F7*+---+Fn™" kiimesi
iizerinde bilesen bilesene toplama ve asagidaki ¢arpma islemi tanimlansin: O <i, j<m-1 i¢in

X, Y;j € F olmak tizere

-1

X-y =(X0 + X7+ X2772 +eet Xm_lnm"l)(yo +y,n+ y2772 Ly ym—lnm_l)
=X Yo +(Xoy1 + X1yo)77+(xoy2 +XY + )(23/0)772 +"'+(Xoym-1+x1ym-2 oot Xm-1yo)77m

m-1 ‘
= [Z xiyj}y .
k=0 \ i+j=k

Bu takdirde, A maksimal ideali (tiim tersinir olmayan elemanlarm olusturdugu kiime) | =7A olan
birimli degismeli lokal halkadir. Boylece, Teorem 2.19 dan M (A) nin bir PK-diizlem olacag agiktir.
Ustelik, Tamim 2.14 den A M. dereceden plural F -cebir olarak isimlendirilebilir. Dahas1 bu cebir
M.,.,(F) matris cebirine izomorftur. Bu makalede J:=M __(F) matris cebiri iizerinde gahsilacaktir.

J kiimesi lizerinde, sirasiyla, ek alma doniisiimii, iz form ve norm form tanimlanacak ve bazi cebirsel
sonuglar elde edilecektir. Bu sonuglar yardimiyla J kiimesi iizerinde bir M. dereceden cebir yapisi
kurulmus olacaktir.
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Tamm 3.1. *:J—>J i¢in X - X" = Ek(X ) = Adj (X) bigiminde tanimlanan doniisiime ek
(adjoint) alma doniigiimii, X * e de X matrisinin eki (adjointi) denir.

_Xo XXy X Xpa
0 Xo Xp X = Xpo
Boylece, herhangi X =| .~ .~ . . e J icin
: U &
Xo %
_0 ......... 0 XO |
.. -3
m >3 igin X, =(X0)m (on) (3.1)

m>3 icin X, = (%)™ (—%%),

2<i<m-1 i¢in

(i-3)u! (i—4)12!
. (I_S)! o (i_3)! -5 (i—3)! i6_3|.3
(-1) L(i_4)!1!(xz) xwm(xl) x2x3+(i_6)!3!(x1) xzjxo+

Xio =X ]

+(—1)”(i_3) > (%) XXX+ Y (%) XXX+ Y (;j X (%) "+

r+s+t=i 2s+t=i 3r=i
r#s#t r=s=t r=s=t

(03 [ Pk 2 5 o)

jrk=i 2j=i
J=k j=k

(07 () ()
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olmak iizere X =adj(X)=| : el
L Xy
: o X Xy
0 v e e e e e 0 Xy

oldugu goriiliir. Burada, o € F i¢in (aX )# =a™ VX" olduguna dikkat ediniz. Yani, adjoint alma
déniisiimii (m—1). dereceden homojen bir fonksiyondur. Ustelik J nin herhangi X, X,,..., X,

elemanlari ve H < {1,2,3,..., m—l} icin J™* den J ye

k=1 ieH

1 m-1 Mt}
Q(Xy, g Xy ) = Xy x Xy oo x X ::m Y)Y ) [ S =Yx (32
H H,
IH|=k
bigiminde bir (m—1)-li islem tanimlansin. Burada, Q(X, ey X ) =X x X x---x X = X* olacagina
dikkat ediniz.

Q(Xl, ) S Xm_l), J tzerinde bir simetrik ve (m-—1)-lineer donisimdir. Boylece, asagidaki
teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.2. * ek alma doniisiimii J iizerinde bir (m—1). dereceden doniisiimdiir.

Simdi, Q ( X X, X m_l) olarak tanmimlanan doniistim ile ilgili baz1 sonuglar vermek istiyoruz:
J nin herhangi X;, X,,..., X, elemanlar1 verilsin ve X,, X,,..., X, matrislerinin esas kosegen

lizerindeki elemanlari, sirasiyla,  Xjg, Xap,++ Xy_1)0 olsun. (3.2) de m=3 almrsa " doniisiimii

1
kuadratik bir déniisiim olmak iizere X, x X, = E[( X, +X, )# - X - Xz#] matrisinin esas kosegeni

tizerindeki elemanlar1 %[( X0 + Xy )2 — (%o )2 — (X )2] = % 2X,0Xo0 = Xyo Xy Olarak, m=4 alinirsa *
doniigiimii kiibik bir doniisiim olmak iizere
X, x X, % X, =%[(xl+ X+ X5) = (X4 X, ) = (X + ) = (X, + X ) 4 X, 4 X7+ X, ]

matrisinin esas kosegeni tizerindeki elemanlar1

1 3

5[()(10 T Xy + Xso)3 _(Xlo +Xzo) (X:LO + Xeo)3 _(Xzo + X30)3 +(X10)3 +(X20 )3 +()(30)3]

1 -
bi¢iminde olup burada gerekli sadelesmeler yapilirsa 5 BX o X0 %30 = X9 X0 Xso Olarak elde edilir. m=5

icin X x X, x Xyx X, matrisinin esas kosegen tizerindeki elemanlarin
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matrisinin

1 . .
£24X10X20X30X40 = XpXooXaoXso Olacagi goriilebilir. Timevarim ile X, x X, x---x X |

esas kosegen Uzerindeki elemanlarinin  XoXyo Xz -+ X, 1y Olacagl sonucuna varilir. Bu durumda,

asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Sonug 3.3. J nin herhangi X, X,,..., X ; elemanlar1 verilsin ve X, X,,..., X _; matrislerinin esas

kdsegen iizerindeki elemanlari, sirastyla, Xy, Xag,-s Xy_y)o OlSUN. Bu takdirde X, x X, x---x X,

matrisinin esas kosegen lizerindeki elemanlar1 XX, --- X(m-1y0 dir.

Tamm34. T:J—>F igin X >T (X ) =1iz(X) bigiminde tanimlanan déniisiime iz form, T (X ) e
de X matrisinin izi denir.

X

cen Xm 2

XO 2 - m-1
0 X X X - X,
Bu tanima gore, X = € J icin T(X)=m(x,) olur.
X2
: X, X
10 0 X% |

Teorem 3.5. T iz formu lineerdir.

Ispat: Ispat, kolayca elde edilebilir.

Tamm 3.6. N:J—>F icin X > N (X ) =det(X) biciminde tamimlanan doniisiime norm form,

N (X) ede X matrisinin determinanti denir.
Teorem 3.7. Her X,Y €J i¢in N (XY ) =N (X ) N (Y) dir (yani, norm form ¢arpimsaldir).

Ispat: N (XY ) = det ( XY) =det (X )det (Y ) =N (X ) N (Y ) olur ki bu da ispat1 tamamlar.

_Xo Xo o X2 X
0 Xo X X 0 Xy
Herhangi bir X = €Jigin N (X )= (X0 )m dir. Ayrica, a € F igin
X,
: Xy X
0 0 X% |

N (O(X ) =a"N (X ) olduguna dikkat ediniz. Bu sebeple, N doniistimii M. dereceden homojen bir

fonksiyondur. Ustelik, J nin herhangi X, X,,..., X elemanlar1 ve H g{1,2,3,...,m} icin J" den

m

F ye
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N (X, Xpyeons X gy X ) = i“(—l)”“k > UN(Sh)s Su = D% (3.3)

mh ] ieH

olarak tanimlanan doniisiim J tizerinde bir simetrik ve M-lineer déniisiimdiir. Simdi, bu doniigiim
hakkinda bazi sonuglar vermek istiyoruz:

Xy X,y X, matrislerinin esas kosegen tizerindeki elemanlari, sirastyla, X, Xyg,...y X,o Olmak

tizere (3.3) de m=2 alinirsa, N(Xl,Xz):%[N(X1+X2)—N(Xl)—N(XZ)J esitliginden

1
N(Xl,X2)=§[(x10+x20)2—(xlo)z—(x20)2}=x10xzoeF ve m=3 alinirsa
IN(X, + X, +X,)=N (X, +X,)=N(X, + X
N(Xl,XZ,X3)=1 ( ! ? 3) ( ! 2) ( ! 3) esitliginden
6] N (X, +X5)+N(X,)+N(X;)+N(X;)
(X10+X20+X30)3_(X10+X20)3_(X10+X30)3

N (X, X, X, ) = 3 3 3 3
__(X20+X30) +(X10) +(X20) +(X30)

ol

elde edilir. Son esitlikte gerekli

sadelestirmeler yapilrsa N (Xl, X,, X 3) = Xy Xpo X3 € F bulunur. Boyle devam edilerek,

timevarimdan, N (Xl, X,y Xgyeuny Xm) = X0 X0 X3 " X0 € F olacagi agiktir. Boylece asagidaki
teoremi ifade edebiliriz.

Teorem3.8. N :J™ — F doniisiimii N ( Xy, X,,..0, X g, Xy ) = XioXoo -+ Xg € F 6zelliginde bir m.
dereceden formdur.

Tamm3.9. X > T (X ) =1iz(X) lineer fonksiyonu yardimyla JxJ den F ye
(Xl, X2) ->T (Xl, X2) =T (X1X2) =iz(X,X,)
bi¢iminde tamimlanan T doniisiimiine jenerik iz form adi verilir.

Sonug¢ 3.10. J nin herhangi X, X, elemanlar1 verilsin ve X,, X, matrislerinin esas kosegeni

tizerindeki elemanlari, sirasiyla, X, X,, olsun. Bu takdirde, T (Xl, Xz) =m (XlOXZO) dir.

Ispat: J deki carpma islemi dikkate alimirsa X, X, matrisinin esas kosegeni iizerindeki elemanlarin

X;0%,o bigiminde olacagr agiktir. Dolaysiyla T (X . Xz) =T (XlXZ) = m(X10 Xzo) olur.
Sonuc 3.11. T jenerik iz formu simetriktir.
Ispat: Sonug 3.10 yardimiyla T (Xz, X1) =T (X2X1) = m(xzoxm) = m(Xlono) =T (Xl, X2) “dir.

Teorem 3.12. J nin herhangi X, X,,..., X,
MN (X, Xy Xy X ) = T (X x (X, xeox X ), X ) dir

elemanlar1  verilsin. Bu takdirde,
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ispat: Xl, X2 yeees Xm matrislerinin esas kosegeni lizerindeki elemanlari, sirasiyla, X, Xq,...y X g
olsun. Teorem 3.8 den N (X;, Xy,eey X3y Xy ) = XigXo0 "+ Xy g10%mo dir. Hipotezdeki esitligin sag

tarafindaki X, x ( X, xeeex mel) matrisinin esas kosegen {lizerindeki elemanlarmnin X, X,, - X(m-1)0
oldugu Sonug 33 den aciktir. Ustelik, Tamm 3.9 dan
T(Xx (X, xx X, 4), X,) :T([Xl (X, X% mel)] X.,,) yazilabilir ki Sonug 3.10 yardimiyla

[Xl (X, x-e- % mel)] X, matrisinin esas kosegeni iizerindeki elemanlarmin (X10X20 “* Xm-10 ) X

mO0

oldugunu kolayca goriilebilir. Boylece, T (X,x(X,x---xX ), X, )=m [( X10X20 *** X(m-1y0 ) Xmo}

m-1? m

bulunmus olur. Buradan T (X, x(X,x---x X, ), X, )=mN (X, X,,...., X, ,X,) sonucuna

varilmig olur.

Teorem 3.12 de m =3 segilirse Tanim 2.13 iin 3. sart1 yardimiyla 3N (X, X, y) =N (X, y) sonucu elde
edilir.

Teorem 3.13. J nin herhangi X, X,,..., X, elemanlar1 verilsin. Bu takdirde,

T (X x( Xy xeox Xy ), X ) = T (X (X, xeox Xy )x X)) dir.

! m-1? m

Ispat: Teorem 3.12 den N(X,, X,,..., X, 4, X )ziT(Xlx(sz---x Xoa): Xy,) ve N de X,
m

ile X bilesenlerinin yerleri degistirerek yine Teorem 3.12

1 m-1?

N(X,, X,,..,X Xl):iT(me(sz---x X1): Xy) esitlikleri yazilabilir. Bu durumda N
m

simetrik oldugundan her iki esitligin sag tarafindaki terimler birbirine esittir, yani M0 oldugundan
T (X x(Xyxex X0 ), X)) =T (X, x (X, x--x X ;), X;)  dir. Bu esitligin sag tarafinda T nin

simetrik bir doniisiim oldugu kullanilirsa
T (X x(Xyxoox X ), X,) =T (X, X x(X, x--x X)) elde edilir. Son esitligin sa tarafinda
X igsleminin simetrik oldugu kullanilirsa

T (X, Xy X (X, xeoox X)) =T (Xy, (X, x--x X )x X)) bulunur. Béylece istenen sonug elde

edilmis olur.

Teorem 3.13 deki esitlige T nin birlesme 6zelligi de denir.

Sonu¢ 3.14. X, X,,..., X, €J matrislerinin esas kosegeni iizerindeki elemanlari, sirasiyla,

X101 Xa01++s X(m_1)o OISUN. Bu takdirde, T (X1 (X, %o Xm_l)) = m(X10X20“'X(m71)0) dir.

Ispat: Bu sonucun ispat1 Sonug 3.3 den agiktir. Buradaki ispat, Teorem 3.12 ve Tamm 3.9 yardimyla

verilecektir. N (X, X,,.., X, X,) de X, yerine |, birim matrisi alnrsa,
1 1
N(X,, X2,...,Xm71,Im)zaT(Xlx(sz---mefl),Im):ET(Xlx(szWxXrM)) olup bu

esitlikten T (X, x (X, x---x X)) =N (X, Xy, X, | ):m(xmxzo---x(mfl)ol) elde edilir,

! m-17 "'m

Sonu¢ 3.15. X, €J matrisinin esas kosegeni iizerindeki elemam X, ve * doniisiimii (m—l).

dereceden bir doniisiim olmak tizere olmak tizere T (Xl# ) =m(X, )m_l dir.
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Ispat: Ispat igin Sonug 3.14 de X, ,=---=X,=X, segilmesi yeterlidir. Boylece,

T| Xy x Xyxeoox Xy | =T (X)) =m (XX %) = m(x,)" " elde edilir.

m-1 tane

Sonug 3.16. X, €J igin N(xf)z[N(xl)]m‘l dir.

Ispat: (3.1) yardimiyla ve X yerine X, alarak (yani X, = X),

m-1

N (Xl#) = ( xoo)m = |:(X10 )m—3 (X102 )}m = |:(X10 )m_l}m = [(Xio )m} = [N (Xl)]mil oldugu goriiliir.

Teorem 3.17. X eJ matrisinin esas kosegeni izerindeki elemani X, olmak {izere

1

T T (e T ) e

m-1tane

ispat: (T(X))" =(mx,)"" ve T(X”“l):T(XX---X]:T(X,X,...,X):m(xo)m_l esitlikleri

taraf tarafa cikarilirsa
(T(X)" -1 (X™H)=(mx,)" " =m(x,)" =(m™ =m)(%,)" =m(m™? -1) ()" elde

edilir. T(X*)=m(x,)"" oldugundan (m"‘-—lz—l)[(T (X)) T (xm-l)} =T (X*) bulunur.
[10, 5.158] de, N déniisiimii X, de (m—1). derecedenve X, de lineer olan bir doniisiim olmak iizere
X, >N, (X, X,) bir lineer doniisim ve T  2-lineer formu non-dejenere iken

Noas (X1 X)) =T (X, X,) olacak bigimde bir tek X; €J var oldugu belirtilmektedir. Simdi,

benzer 6zellikte olan bu calistigimiz doniisiimler i¢in bu sonucu buraya uyarlamak istiyoruz. Sayet,

mN | Xy, X,,..., X;, X, | yerine N, (X,, X, ) alirsak Teorem 3.12 nin bir 6zel durumu asagidaki
%{—J
m-1 tane

bigimde bir sonug olarak ifade edilebilir.

Sonug 3.18. X, X, €J matrisleri icin T(X/, X,) =N, _,(X;, X,) dir.

Ispat: Teorem 3.12 de X yerine X, ve digerleri X, olarak segilirse

m
T(Xlx(Xlx---x Xl),XZ):mN(Xl,Xl,...,Xl,Xz) esitligi bulunur. Buradan,
T(X/,X,)=mN (Xl, Xivor Xy, X2) = Nm—l,l(xli Xz) sonucuna varilir.
Sonug 3.19. X, €J igin T(X/,1)=T(X/) dir.
100m

Ispat: 1=1_ olmak iizere Tanim 3.9 dan T(X# | )zT(Xflm)zT (Xl#) elde edilir.

Simdi, XX* carpimuni hesaplayalim:
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XKoo Kig Koo woe ooe oo X(m—Z)O X(m—l)O
_ 0 X Xyg Xy 'X(m—3)1 (m-2)0
0 Xl XZ Xm—Z Xm—l .
o X X Xin-2
XX * = c 3
% .. :
X X S
.o X
0 C 0 X% | . x20
- oo Mo
0 -0 Xy
Xo X0 (X0X10 + X:LXOO) """ (XOX(m—l)O Jr)(1X(m72)o Fe X K + X 1Xoo)
0 XX (XoX10+X1Xoo) Ym-2
Y2
%o X0 (XoX10+X1Xoo)
0 o o - 0 Xo X oo |
XO(XO)m_s(XOZ) 0 -+ oo ... 0 _(Xo)m 0 0 ]
0 XO(XO)m_S(XOZ) 0 0 0 (%) 0 0
B o0 | 0
% (%)™ (%) 0 (%)" 0
0 0 xo(xo)m_3(x02)_ |0 0 (%)" |
[det(X) 0 - - e 0]
0 det(X) 0 - - 0
i : —det(X) 1
— S et(X) 1,
: det(X) 0
0 o o e 0 det(X) |

elde ederiz. Boylece, asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem3.20. X €J igin XX* = X*X =det(X)=N(X) dir.
[22, Lemma 11.13 (b)] de, (X#)# =N(X )m_2 X olarak verilen sonucun burada gegerli oldugunu

belirtmekle yetiniyoruz. Ayrica, 1:=1_ olmak iizere N (1) =1 ve 1" =1 oldugunu gérmek de gok
kolaydir.

373



A. Akprnar, F. Ozen Erdogan / BEU Fen Bilimleri Dergisi 8 (2), 361-375, 2019

Boylece bir M R —modiili tizerinde Tanmim 2.13 de verilen kiibik cebir tammini, asagidaki tamm
yardimiyla genellestirebiliriz:

Tamm 3.21. M, birimi 1 olan bir R -modiil olsun. M iizerinde X — X* biciminde bir (m—l).

dereceden doniisiim, M iizerinde M., dereceden bir N form ve M iizerinde simetrik 2-lineer bir T
doniistimii tanimlansin. Eger M lizerinde asagidaki sartlar saglanirsa M ye bir m. dereceden R —
cebir denir:

1) (X*) =N(X)"" X dir.
2) N =1 dir.
3) T(X{, X,) =N, ., (X;,X,) dir (Budurumda N déniisiimii X, de (m—1). derecedenve X, de

1. dereceden bir doniisiim olarak tanimlanir.).

4) 1 =1 dir.
m-1
5) H € {1,2,3,..m~1} ve Sy, = 3%, igin X,xX,xx Xy, = | Y (<™ (s, )| dir
icH (m—l)! k=L \HT—'k

M. dereceden R —cebirin bir (m —1). dereceden bir Jordan cebiri ya da bagka bir cebir olmasiyla ilgili

once gerekli olan bagmti belirlenmeli ve daha sonra Tanim 2.13 5) deki diger ifadelerin buradaki
kargiliklar1 yazilmalidir. Mesela, m =3 iken bir kiibik cebirin bir kuadratik Jordan cebiri olmasi

U,Y=T (X Y ) X - 2( X*xY ) bagintisi ile verilmisti ve bu baginti da X =1 alinarak UY =Y ve
T (Y ) =T (Y ,1) (m=3 iken Tamm 3.9 daki jenerik iz formun 6zelligi) olduklar1 kullanilarak

1xY = %[T (Y)1-Y ] esitligi elde edilmistir.

4. Sonucg

Bu ¢alismada, m=3 durumu i¢in kiibik cebir olarak ifade edilen bir kavramun m >3 igin M.
dereceden bir cebir tanimina nasil genisletilecegi gosterilmistir. Bu genellestirmeyi yapabilmek i¢in 6zel
bir matris cebirinden faydalanilmistir. Bu matris cebiri tlizerinde bir norm form (bir matrisin
determinanti), bir iz form (bir matrisin izi) ve bir ek alma doniisiimii (bir matrisin adjointi) tanimlanmig
ve bu dontisiimler yardimiyla bu matris cebirinin bir M. dereceden cebir yapisina sahip olmasi igin
gerekli sartlar tespit edilmistir.
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