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Uc degerler teorisi ve bir bankacilik uygulamasi

Ozge EREN'Orcan ALPAR?

Ozet:

Bu ¢alismada, az siklikta gerceklesen ancak etkisi kuvvetli olan olaylarin ortaya ¢ikabilme
ihtimalleri Ug¢ Degerler Teorisi ile analiz edilmistir. Bu teori, u¢ ve nadir olaylar ile iliskilendirilen
ihtimallerin hesaplanmasi i¢in kullanilan bir aragtir. Cok ¢esitli alanlarda kendine uygulama alani
bulan bu analiz, son yillarda 6zellikle finansal alanlarda yogunlukla kullanilmaktadir. Bu ¢alismada
ise, U¢ Degerler Teorisi’nin genel mantig1 hipotetik veriler iizerinden gosterilmistir. Sadece teorik
cerceveyi gostermek yerine, bir banka icin belirli bir zaman periyodunda gergeklesen sahtekarlik
olaylar1 sonucunda ortaya ¢gikan kayip degerleri ile ilgili 6rnek ¢alisma olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: U¢ Degerler Teorisi; Operasyonel Risk; Hill tahmincisi

Extreme value theory and an application on a bank
Abstract:

Extreme value theory (EVT) is a tool used to consider probabilities associated with extreme
and rare events. This paper is related with extreme events which usually appear with low frequently
but high effects. It has been applied in various fields such as hydrology, as well as in studies of
pollution, meteorology but in recent years, it is mainly used in the financial areas. General
concepts of EVT is presented by a hypothetical case study. It is about fraud events in a Bank during
specific time. This study aims to identify and fit the appropriate extreme value distribution to loss
data by using the method of Hill estimation technique.

Keywords: Extreme Value Theory; Operational Risk; Hill Estimation Method

1. Ug Degerler Teorisine Giris

Ug olaylar ¢cogunlukla beklenmeyen, olagandisi, nadir olarak gozlemlenebilen olaylardir.
Ancak birgogu Onemli sonuglar dogurabilecek niteliktedir. U¢  olaylarin ortaya ¢ikabilme
ihtimalinin hesab1 bir¢ok disiplin i¢in olduk¢a 6nemlidir. Ancak ortaya ¢ikiglarindaki az siklik ve
genellikle karmasik yapilari onlar iizerindeki ¢alisma zorlugunu da beraberinde getirmektedir. Ug
olaylar sonucu ortaya ¢ikan uc¢ degerler ise, bir veri seti igerisindeki en biiyiik ya da en kiigiik
degerlerdir. Hemen hemen her veri seti igerisinde u¢ degerleri barindirir.

1 Dr., Istanbul Aydin Universitesi Ogretim Gérevlisi
2 Dr., Istanbul Universitesi Isletme Fakiiltesi Sayisal Yontemler Bilim Dali
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Ug degerler teorisi ve bir bankacilik uygulamasi

Standart istatistik analizlerde, genellikle verilerin genel egilimine odaklanilarak verileri
temsil eden bir ortalama hesaplanir. Bu tip analizlerde, u¢ degerler 6zellikle devre dis1 birakilarak
elimine edilmektedir (Regresyon hesaplamalarinda). 3 Bu agidan bakildiginda ug degerler, genel
olarak iki nedenden 6tiirii analiz edilir ya veri grubundan ayristirmak i¢in ya da temel birer kaynak
olarak diisiiniiliip iizerinde calismak icindir. *

Eger arastirmaci tarafindan bu degerler analiz edilmek istenirse, bu degerlerin analizi i¢in
kullanilacak yontemlerden biri Ug Degerler Teorisi’dir (UDT). Bu teori Sekill’de gorildiigi gibi
dagilimin merkezindeki gozlem degerlerinden ziyade, dagilimin kuyrugundaki verilerle ilgilenir. Bu
teori dagilimin kuyruk davranislarini iizerinde ¢alismak icin oldukcga saglam bir yapidadir. °

Rastsal degiskenlerin toplam1 modellendigi zaman merkezi limit teoreminin oynadigi roliin
aynisi, yine rastsal degiskenlerin ug degerleri modellendigi zaman UDT tarafindan oynanir. Her iki
durumda da teori bize limit dagilimlarinin ne olmasi gerektigini soyler. °

Sekil 1 Dagilimlarin Ug Degerleri

1.1  Ug Degerler Teorisinin Gelisimi

Ug olaylarin ihtimallerini hesaplamak, bir¢cok bilim dali i¢in ¢ok 6nemlidir. Ug degerler
teorisi ilk olarak Fréchet tarafindan 1927 yilinda olusturulmaya baglanmis ve bir y1l sonra Fisher &
Tippet 7 tarafindan 1928 yilinda yayimlanan makale ile gelistirilmistir. Gnedenko tarafindan 1943
yilinda yapilan galismalara ek olarak, EJ Gumbel (1958)8 teoriyi bir kitapla pekistirmistir.

3 Holt, Tom. “Extreme Value Theory”, http://www.cru.uea.ac.uk/cru/projects/mice/ MICE_methods.pdf, Erigim:12 Temmuz 2011
4 Kalayci, Seref . “SPSS Uygulamali Cok degiskenli istatistik Teknikleri"

5 Gengay,R.; Selguk F.(2004) “Extreme value theory and Value-at-Risk:Relative

performance in emerging markets” International Journal of Forecasting

6 Onalan, Omer. iktisadi ve Idari Bilimler Fakiiltesi Dergisi Cilt:XVIII Say1:1 Istanbul syf 427

" Fisher, R. A. and Tippett, L. H. C. (1928). Limiting forms of the frequency distribution of the largest or smallest member of a
sample. Proceeding of Cambridge Philosophical Society

8 Gumbel, E. (1958), Statistics of Extremes, Colombia University Press, New

York
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UDT birgok alanda kendine uygulama bulmus olan bir teoridir. Baslica uygulama alanlar1
hidroloji (Smith, 1989; Davison - Smith, 1990; Coles - Tawn, 1996), sigortacilik (Beirlant, 1994;
Mikosch, 1997; McNeil, 1997; RootzNen-Tajvidi, 1997) finans (Danielsson de Vries, 1997;
McNeil, 1998, 1999; Embrechts., 1998) telekomunikasyon ve ug¢ olaylarla ilgili diger tiim
alanlardir.

UDT olasilik dagilimlarimin kuyruklarina odaklanarak nadir olaylara teorik bir ¢erceve
sunar. Bu teorinin cazip bir tarafi 6n varsayim yapilmadan uygulanmasidir. ® Bilimsel olarak UDT
geemis u¢ olaylar ile gelecegi ongérmeye calisan bir teoridir. Bu bakimdan ge¢mis veriler
onemlidir.

Sekil 2 Gegmis Dénem Verileri Ug Degerler Teorisi ile Ongdrme

Ug degerler istatistiksel olarak iki sekilde analiz edilmektedir Bunlardan biri ug¢ olaylarin
sayilarini ve diger ise ug olaylarin biiyiikliigiinii 6lgmektedir .*°

Nadir olaylarin sayimi prosediirii ile, belirli zaman aralif1 veya bir dizi deney sonucunda
olusan nadir olaylarin sayis1 sayilmaktadir. Istatitistiksel olarak asim degerleri kesikli dagilimlar ile
modellenirler.  Ortaya ¢ikan problemin o6zelligine goére Binom, Poisson, Geometrik ve
hipergeometrik dagilimlar kullanilabilir.

Nadir gergeklesen olaylarin dagilimi genellikle Poisson dagilimi ile gosterilir. Bu yiizden bu
dagilim nadir olaylarin dagilimi olarak kabul edilir. Az siklikta gerceklesen olaylarin ortaya ¢ikma
sikligin1 dlger ancak olaylar biiytlikliiglinii 6lgmez. Bu sebeple bu dagilim bir siklik dagilimidir ve
nadir olaylarin genel egilimini ortaya koymaz.

x bir tesadiifi degisken olmak {izere, poisson dagilimi olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir;

XA—A
A'e )
x!

p(x) =

% Coles, Stuart. “An introduction to statistical modelling of etreme values” syf 45
10 Robert R. Kinnison, Applied Extreme Value Statistics, Battelle Press, 1985
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1 (lamda) belirli bir zaman veya alan araliginda olayin ger¢eklesme sayisinin ortalamasini
gosteren 0°dan biiylik bir sayisidir.

e ise dogal logaritma tabanidir (e= 2,71828) !
1.2 Ug Degerler Teorisindeki Temel Yaklasimlar

Ug Degerler Teorisi’nde iki temel yaklasim bulunmaktadir. Tlki maksimum ve minimum
gerceklesmelerin dagilimlarinin modellenmesidir. Belirli kosullar altinda, serilerin maksimum
degerlerinin dagilimi Gumbel (Fisher-Tippett tip 1), Frechet (Fisher-Tippett tip 1) ya da Weibull
(Fisher-Tippet tip III)  dagilimma yakinsar. Fisher-Tippet’in sonuglarina dayanarak, normal
kosullar altinda, u¢ degerler dagilimlart i¢in smirli bir dagilim formu mevcuttur (Fisher -
Tippet,1927).

Bu ti¢ dagilim tek bir dagilim adi altinda Genellestirilmis U¢ Degerler (GUV) dagilimi ad1
altinda birlestirilmis (unified) bir dagilimdir.'?

Fisher-Tippet-Gnedenko teorisi ile, olduk¢a genis olan n tane gozlemin maksimum
gozlemlerinden, bagimsizca 6zdes bir sekilde dagilan kayip verilerin ( X, X,, X;.oovuennns ,X,), genel

kosullar altinda yaklagik olarak GUV dagilimi seklinde dagilir. Bu dagiliminin kiimiilatif olasilik
dagilimi fonksiyonu asagidaki gibidir;

1

F(X) = exp —_1+a(x‘” ﬂ& £20 @)
L O

ool ol )] -0 o

Yukaridaki kiimiilatif fonksiyonlarda x (ortalama) yer parametresi, o (standart sapma)
skala parametresi ve & (bi¢im) ise kuyruk indeks parametresidir. GUV dagilimi 3 tiirlii forma
sahiptir.

€ >0 1se dagilim Frechet dagilim1
& <0 ise dagilim Weibull dagilim1
€ =0 ise dagilim Gumbel dagilimi olarak belirtilir.

Diger yaklasim ise belirli bir esik degerinin {izerindeki zarar degerinin hangi olasiliklarla
ortaya ¢ikabileceginin hesaplanmasi olan Esik Asim Teoremi’dir. Bu teoremde yalnizca belli bir
esigi asan verilere bakilir.

11 Orhunbilge, Neyran (2000). “Tanmmsal [statistik Olasilik ve Olasilik Dagilimlari” syf:203 Istanbul
12 Reiss, R.D. and M. Thomas, (1997), Statistical Analysis of Extreme Values Birkhauser Verlag, Boston, MA
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Esik asim modeli, genellikle u¢ degerleri 6lgmek i¢in kullanilan bir diger 6nemli dagilim
olan Pareto dagilimini kullanmaktadir. Sahip oldugu 3 parametre G, , , ile bu dagilim asagidaki gibi

tanimlanmaktadir ;

G, m=-1"¢ #=0 @)
d 1-(A+e2)™*  &=0
z>0 >0
)

0<z<-1leg &<0

Sekil 3 1ki Yaklasimdaki Farkliliklar

[ ]
* I Esik Asim Teoremi,
° - genellestirilmis Pareto
dagihmina uygunluk
® o o d gésterir.
® o0 )
[ ] o ©

dagihmi genellestirilmis ug

/ )
el -
/ Maksimum dederlerin
o dederler dagihmina
e b o AP
Py / uygunluk gdsterir.

2. Istatistik Dagihmlarin Uygunluk Sinamalar

Bir ornek kiitlenin hangi populasyon dagilimina uygun diistiigii kararin1 verebilmek i¢in
genellikle uygunluk istatistiklerinden faydalanilir.

Calismada kullanilan verilerin hangi dagilima uygun oldugunu Olasilik-Olasilik testi (P-P
plot) ile 6lgmeye calisirken, veri setlerinin belirli bir dagilima ne kadar uyup uymadiginin sinanmasi
yapilmaktadir. Eger secilen dagilimin dogru bir model oldugu tespit edilirse noktalarin yaklasik
olarak bir dogru tizerinde olmas1 gerekmektedir.
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2.1 Parametre Tahmini

Bir 6rnek gurubun olasilik dagiliminin parametrelerinin tahmin edilmesi (miihendislikte ve
cesitli bilim dallarinda) olaylarin gelecek donem davraniglarini 6ngdrebilmek igin oldukga
onemlidir. Parametrelerin tahmin edilmesi i¢in istatistikte kullanilan birgok teknik mevcuttur.
Moment Agirliklandirilmis Olasiliklar Metodu, Maksimum Benzerlikler Metodu, Hill Tahmincisi
bu yontemlerden bazilaridir. Bu ¢alismada Hill tahmincisini kullanilarak bi¢im parametresi tahmin
edilmistir. Hill tahmincisi i¢in iki temel metot kullanabilinir.

Hill tahmincisini kullanarak gesitli verilerin kuyruk indeks parametresi & bulunabilir.!3

Metot 1
= 200 |- incx) ®)
Metot 2
1 Kk
‘t:K :(Ezln(xi)j_ln(xk) (7)

3. Arastirma Bulgular

Ornek calismada, bir bankanin 3 yil boyunca karsilastigi sahtekarlik olaylar neticesinde maruz
kaldig1 kayip degerleri ile ¢alisilmistir. Bu tip kayiplar bankalarin riskliligini arttiran unsurlardir.
Burada oOrnek olarak ele almman kayiplar bir banka icin operasyonel risk olarak tanimlanir.
Operasyonel risk ise en temel anlamiyla” basarisiz ve yetersiz igsel siireclerden, ¢alisan personel ile
kullanilan sistemlerden veya bir takim dissal olaylardan kaynaklanan, dolayli ya da dogrudan ortaya
cikan risk tiirii olarak tanimlanmaktadir. 14

Her bir deger, bir aylik kiimiilatif toplam kayip degeridir. UDT teorisi, finansal kurumlar agisindan
operasyonel risk unsuru olarak kabul edilebilecek olan ug¢ olaylar1 modellemede de
kullanilabilmektedir. Tiim hesaplamalar GUD yaklasimi ile yapilmistir.

Tablo 1’deki verileri kullanarak u¢ degerler teorisinin sahtekarlik olaylar1 sonucu ortaya
cikan kayip degerlerinin gelecek donem tahmin hesaplanmalarinda nasil kullanilacag
gosterilecektir. Hesaplamalar i¢in goézlemlenen veriler {x1, X2, X3, ..., Xn} biiylikten kiiglige dogru
siralanmistir.

13 Da Costa Lewis,Nigel Operational Risk with Excel and VBA: Applied Statistical Methods for Risk Management s
201

14 Boyacioglu, Melek Acar.” Operasyonel Risk ve Yonetimi Bankacilar Dergisi Say1 43, 2002
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Tablo 1
Zaman

Zarar T1 T2 T
Miktar1

(.000%)

1 652 904 3002
2 380 820 850
3 250 691 704
4 222 520 532
5 155 440 500
6 142 300 444
7 108 290 300
8 89 270 260
9 88 160 150
10 74 95 123
11 51 80 80
12 45 78 78

Tablo 2’de goriildiigii gibi her bir T yili i¢in yapilan uygunluk testi sinamalarinda yaklasik olarak
her bir senenin dagilimin yapilan olasilik-olasilik testleri sonucunda, 6nemli bir u¢ deger dagilimi
olan Frechet dagilimma yakinsadig1 goriilmektedir. *Ayrica bu dagilimm her ii¢ y1l i¢inde uygun
oldugu elde edilen bigim parametresi degerlerinden de anlasilabilmektedir.

Tablo 2 Her bir sene igin P-P Plot Sinamalari

P-P Plot

0,961
0,881

0,81
0,721
0,641
0,561
0,481

0,41
0,321
0,241

0,167

0,087

0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1
P (Empirical)

® Frechet

15 Easy Fit 5.5 siiriimii ile elde edilmistir.
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Ug degerler teorisi ve bir bankacilik uygulamasi

Tablo 3
T T

P-P Plot

0,961
0,881

0,81
0,721
0,641
0,561
0,481

0,41
0,321
0,241

0,16

008>

0,1 0,2 0,3 04 0,5 016 017 018 0‘,9 i
P (Empirical)

® Frechet

P-P Plot

0,96
0,887

0,81
0,721
0,647
0,56
0,487

0,47
0,327
0,24+

0,161

0,08+

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 016 017 018 019 i
P (Empirical)

® Frechet

T1 y1h icin parametre tahmini;

Parametre u (aritmetik ortalama) ve o (standart sapma) Ornek kiitle {izerinden
hesaplanabilmektedir. U¢ degerlerin dagilimlarinin en 6nemli parametresi bicim parametresi olan &

dir. Eger veriler u¢ dagilimlara tam olarak uygunluk gosterirse, bigim parametresi daha anlaml
olacaktir. Kayip verileri biiyiikten kiiclige siralayarak Xi>Xo>Xs3>............... Xn, kuyruk index
parametresi & ’yi Hill tahmincisi ile tahmin edilmistir. Iki metot kullanilarak bulunulan bigim

parametresi ve 2 teknik arasindaki farkliliklar Tablo 3’de gosterilmistir.
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Tablo 3
Kayiplar

Aylik | (.0003) Inx & (Metot 1) | £ (Metot 2)
1 652 6,476972 |0 0

2 380 5,940171 |0,5368011 |0,26840056
3 250 5,521461 |0,6871109 |0,45807393
4 222 5,393628 | 0,5859073 |0,43943047
5 155 5,043425 |0,7896329 |0,63170632
6 142 4,955827 |0,7193044 |0,59942032
7 108 4,682131 |0,8731161 |0,74838527
8 89 4,488636 |0,9418801 |0,82414511
9 88 4,477337 |0,8354447 |0,74261748
10 74 4,304065 |0,9158892 |0,82430028
11 51 3,931826 |1,1965397 |1,0877634
12 45 3,806662 | 1,2129265 |1,11184933

Sekil 4 Tiyihicin & degeri farkh 2 metotla

14

12

[/

08

NS

Method 1
Method 2

0,6 L

A
/

L L
/A
/

1 2 3

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Daha once bahsedildigi gibi GUD dagilimlart ii¢ forma sahiptir. Eger & > 0, dagilim yapisi

o =174,97913 £ =0,7745461 (Metot 1)
£ =0,64467437(Metot 2)

11 =187,6667

Frechet dagilimina uygun diismektedir. Calismada da boyle oldugu hesaplanmustir.

Ormegin T1 yili icin 380.000 USD (Kurum igin énemli olabilecek bir esik deger oldugu
donemlerde karsilasma olasiligi %32 olarak
hesaplanmistir. Boyle bir olasiligin ne kadar bir zamanda olusabilecegi ise 1/.32 =3 yildir. Bu
hesaplamalar yapilir ¢iinkii risk yoneticileri kendileri i¢in 6nemli olan belirli bir esik degerinin

diisiiniilsiin) tizerinde bir kayipla gelecek

izerindeki bir zarar degerinin hangi olasiliklarla ortaya ¢ikabilecegini bilmek ister.
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P(X, >380) =1-G(380) P(X, >380)=1-0,68 = 0,32

Bu hesaplamalar her bir yil i¢in ayr1 ayr1 yapildiginda ise asagidaki sonuglara ulasilir;

Tablo 4
T2 yiliicin
Kayiplar

Ayhk |(.000$) Inx ¢ (Metot 1) | € (Metot 2)
1 900 6,802395 |0 0

2 820 6,709304 |0,09309 0,046545
3 690 6,536692 |0,219158 0,146105
4 520 6,253829 |0,428968 0,321726
5 440 6,086775 |0,48878 0,391024
6 300 5,703782 |0,774016 0,645014
7 290 5,669881 |0,678915 0,581927
8 270 5,598422 |0,653386 0,571713
9 160 5,075174 |1,094961 0,973299
10 95 4,553877 |1,494596 1,345136
11 80 4,382027 |1,516986 1,379079
12 78 4,356709 |1,404396 1,287363

Sekil 5 T2yl icin & degeri farkh 2 metotla

16

14

12

0,8

0,6

0,4

0,2

N
I/

/
/

Method 1
Method 2
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4. Sonuc¢

Finansal kurumlar i¢in gegmis zarar verilerini kullanarak gelecekte belirli bir esik degerinin
iizerindeki bir zarar degerinin, hangi olasiliklarla ortaya ¢ikabilecegini hesaplanmasi oldukca
onemlidir. Ciinkii bu sayede finansal kurumlar, diisiik olasiliklarla olusabilecek muhtemel zararlari
karsiliklar ayirarak, kendilerini sigorta ettirerek veya teknoloji lizerine ¢esitli yatirimlar yaparak

Tablo 5

Tz yih icin
Ayhk |Kayiplar |Inx & (Metot 1) | £ (Metot 2)
1 3000 8,006368 |0 0
2 850 6,745236 |1,261131 0,630566
3 700 6,55108 |0,824722 0,549814
4 530 6,272877 |0,828018 0,621013
5 500 6,214608 |0,679282 0,543426
6 450 6,109248 |0,648786 0,540655
7 300 5,703782 |0,94612 0,81096
8 260 5,560682 |0,954061 0,834803
9 150 5,010635 |1,38485 1,230978
10 120 4787492 |1,454121 1,308709
11 80 4,382027 |1,714174 1,55834
12 78 4,356709 |1,583658 1,451686

Sekil 6 Tsyilhicin & degeri farkh 2 metotla

1,6 /\
l’4 / \
ol [
NEAN _//

Wl L N /T

0,6 /’\ \/

ol 1/

oL

oL . S

—— Method 1
—— Method 2

etkisini azaltmaya calisirlar.

Yapilan ¢alisma 6zellikle ortalama iistiinde kalan zarar verilerinin hangi olasiliklarla ortaya
cikabilecegini hipotetik bir 6rnek iizerinden hesaplayarak, kurumlarin nasil bir risk ile kars1 karsiya

kaldiklarin1 ortaya koymaktadir.
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Kurumlar bu sekilde, hesaplanilan olasiliklar ile ileriye yonelik tahmin yiiriiterek kendilerini
gelecek donemlere hazirlarlar.
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