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Oz
Bu c¢alismada, E* ve EE’ -modiillerden uyarlanan g, ve eg; ozelliklerine sahip

modiiller calisilmistir. Eger bir M modiili % s - esatomik olacak sekilde her N

genislemesinde bir s - tiimleyene (bol s - tlimleyene) sahip ise M modiiline E; - modil (
EE, -modiil) denir. E;-modiiliin her direkt toplam teriminin E;-modiil oldugu ve EE]-
modiiliin her alt modiiliiniin de E - modiil oldugu ispatlanmistir. Eger R sol s - mikkemmel
halka ise, her sol R-modiiliin E;-modiil oldugu gosterilmistir. Ayrica sol kalitsal halka
tizerindeki ¢ - esatomik E; - modiiliin boliim modiiliiniin de g; - modiil oldugu ispatlanmustir.

Anahtar kelimeler: s - esatomik genisleme, E’ - modiil, EE; - modiil, s - miikemmel halka

Modules that have a 5-Supplement in every § - Coatomic Extension

Abstract

In this paper, we study modules with the properties e and ee; which are adapted
from g; and Eg; -modules. We call a module g;-module (eg;-module) if m has a s -

supplement (ample s - supplement) in every s - coatomic extension N, i.e. % is 6-

coatomic. We prove that every direct summand of g;—modules is a g, - module and every
submodule of a e, -module isa g, -module. We showed that if a ring R is left s - perfect
then every left R -module is a ; - module. We also prove that over a left hereditary ring, every
factor module of a s - coatomic g; - module isa g; - module.
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Giris M ile toplam1 M ’ye esitse yanibir Lc M
Bu ¢alismada, R birimli ve icin N+L=Molmast L=M olmasini

birlesmeli bir halka ve biitiin modiiller gerektiriyorsa, N’ye M ’nin kiiciik alt

ﬁnlter SOI R - l’nOdﬁl Olarak ahnacaktlr. M modﬁlﬁ denlr ve N < M lle gasterlhr_ Ylne

bir R-modiil olsun. M nin bir N alt M ’nin bir L alt modiliiniin M ’nin sifirdan

modilii N c M ile gosterilir. N ’nin sadece
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farkli ise L alt modiiline M ’nin biiytik alt
modiilii denir ve L<M ile gosterilir.

L < N olacak sekildeki L ve N modiilleri

igin L <N olmak ilizere M ;% ise M

modiiliine singiiler modiil denir. Rad (M)

ile M ’nin tim kii¢iikk alt modiillerinin

toplami gosterilecektir. M ’nin her N alt
e o M M M

modiilii i¢in Rad (—j:— olmast —=0
N N N

olmasimi gerektirse veya M ’nin her 6z alt
modiilii M ’nin bir maksimal alt modiilii
esatomik

tarafindan kapsanirsa M ’ye

modiil denir.

Tlimleyen kavramina direkt toplam
terimi kavraminin bir genellestirmesi olarak
bakilabilir. M ’nin her N alt modiilii M ’de
bir tiimleyene sahip ise yani M ’nin K alt
modiilii M =N +K kosulunu saglayan alt
modiillerin minimali ise M ’ye tiimlenmis
modiil denir. Ayrica K alt modiiliiniin N
‘nin tiimleyeni olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul M =N +K ve NN K <K olmasidir.
Eger M ’nin M =N +L seklindeki her L
alt modiilii i¢in N 'nin M ’de L tarafindan
igerilen bir tiimleyeni varsa N ’ye M ’de bir

bol tiimleyene sahiptir denir [1].

Kiigiik alt modiillerin
genellestirmesi olan ¢ - kii¢iik alt modiiller
ilk kez Zhou tarafindan [2] ¢alismasinda

verilmistir. Buna gore, M ’nin herhangi bir
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N alt modiilii i¢in N singiiler olmak iizere

M=N+L olmasiM =N olmasini
gerektiriyorsa M ’nin L alt modiiliine & -
kiigik alt modiil denir ve L<,M ile
gosterilir. M ’nin  tim & -kiiciik alt
modiillerinin toplam1 §(M) ile gosterilir.

Her kiiciik alt modiil s - kiigiik oldugundan

Rad(M)c 6(M) dir ve eger M singiiler

modiil ise Rad(M)=¢6(M) dir. Ayrica M

’de singiiler olmayan her yar1 basit alt
modiil ¢ - kii¢lik olup bir singiiler modiiliin
modiilleri

5 —kigiik  alt kiigiik  alt

modiillerdir.  §-kiigiik alt modiiller
hakkinda ayrintili bilgi i¢in [2] calismasina
bagvurulabilir.

olsun. M ’nin

M  bir modul

) {%jz%olacak sekildeki her N alt

modiilii i¢in WZO Ise M ’ye § —esatomik

modiil denir. M 6 —esatomik modiil olsun.

N <M olmak uzere Rad (MJ = M ise,
N N
M M
Rad (—] cd (—J oldugundan
N N

M M M
S| —|=— olup —=0 esitligi elde
[Nj % op Moo esitig

edilir. Dolayisiyla M esatomik modiildiir.
o —esatomik  modiiller [3] numaral
calismada tanimlanmis ve bu modiillerin

bazi 6zellikleri incelenmistir.
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M ’nin iki alt modili K ve N
olsun. M =N+K ve NnK < N ise N alt

modiiliine K ’nin § -tliimleyeni denir. M
'nin her alt modiiliiniin M ’de bir §-
timleyeni varsa M ’ye ¢ —tlimlenmis
modiil denir [4,5]. Benzer sekilde M ’nin
M =N +L kosulunu saglayan her L alt
modiilii N ’nin bir § -tiimleyenini igerirse
N’ye M ’de bol & -tiimleyene sahiptir
denir. M ’nin her alt modiilii M *de bol & —
tiimleyene sahipse M ’ye bol § — tiimlenmis

modiil denir [6].

0>M-—>N->K-=>0 modillerin
bir kisa dizisi olsun. Bu takdirde N ’ye M
‘'nin K ile genislemesi denir. Burada M

modili N ’nin alt modiili olarak alinabilir.
Eger % boliim modiilii 5 - esatomik ise N

modiiliine M ’nin § - esatomik genislemesi
denir. [7] de her genislemesinde tiimleyene
ve bol tiimleyene sahip modiiller ¢calisildi ve
bu modiiller sira ile E ve EE Ozelligine
sahip modiiller olarak adlandirildi. Daha
sonra sirastyla dual sonlu genislemesinde
timleyene ve her geniglemesinde & -

tiimleyene sahip modiiller ¢alisildi [8,9].

M  bir modiil olsun. Eger M

modiilii her esatomik genislemesinde bir

tiimleyene sahipse M ’ye E’ —modiil, her

esatomik genislemesinde bir bol tiimleyene

sahipse E” -modiil denir [10]. Bu
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tanimlarin 1s18inda Zhou’nun [2]’de yapmis

oldugu ¢ —kiiciik alt modiil ve Wang’in [5]

caligmasindaki & —timleyen tanimi
kullanilarak  E; ve EE; modiller
tanimlanacaktir.

Bulgular

Bu bélimde E;-modill ve EE;-

modiil kavramlart E* ve EE" - modiillerin
birer genellestirilmesi olarak tanimlanacak
baz1  Ozellikleri

ve bu modillerin

arastirilacaktir.

Tanmm 1 Bir M modiilii her s - esatomik
genislemesinde bir § - tlimleyene sahipse
M ’ye her

E, - modiil, & —esatomik

genislemesinde bir bol & -tiimleyene

sahipse M ’ye EE; - modiil denir.

Uyarn. R lokal halka veya degismeli bolge
olsun. Bu takdirde [11] c¢alismasindaki
Onerme 2.5 den her & —kiiciik alt modiil
kiigiik olup R halkasi {izerindeki her M

modili icin Rad(M)=6(M) yazir.
Dolayistyla her ¢ —tlimleyen, tiimleyen ve

her esatomik modiil § - esatomik olup, her

E;-modiil bir E’-modildiir. Benzer
sekildle her EE,-modil bir EE -
modiildiir.

Onerme 1 Bir E,-modiiliin her direkt

toplam terimi de E; - modiildiir.
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Ispat. M bir E;-modiil ve M, ise M ’nin
bir direkt toplam terimi olsun. O zaman
M =M, ®M, olacak sekilde M ’nin M,

alt moduli vardir. M, alt modiliinin

1
herhangi bir s -esatomik genislemesi N

olmak iizere, K ile N@®M, dis direkt

toplamini gosterelim. ¢:M — K kanonik

donilisim  olsun. Buradan M zg¢(M)

izomorfizmas1 ve hipotez kullanilarak

(M)’ nin bir E;-modiil oldugu agiktir.

Ayrica
K _NeM, N
p(M) (M) M,
oldugundan Y & —esatomik modiildiir
2
[8]. #(M) bir E;-modil oldugundan,

K=p(M)+L Vve p(M)nL<,L olacak
sekilde K ’min bir L alt modiilii vardir.
7:K > N projeksiyon doniisiimii olsun.
Bu takdirde N=z(L)+M, esitligi elde
edilir. [2] calismasindaki Lemma 1.3(2)
kullanilarak Ker(z) < ¢(M) oldugundan
rlo(M)nL)e
w(p(M))nr(L)=M,Ar(L) <, 7 (L)
oldugu goriilir. Sonu¢ olarak = (L), N
modiliiniin  bir

modilinde M S —

1

tiimleyeni oldugundan M, E; — modiildiir.
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Onerme 2 M bir EE; -modiil ise M ’nin

her alt modiilii bir E; - modiildiir.

Ispat. Ncm olsun. N ’nin bir 5-

esatomik genislemesi K olmak iizere, N

nin K ’da bir § - tiimleyene sahip oldugu

gosterilmelidir.

H={n-n)neN}cM®K=H" alt
modili i¢in F = H? oldugunu kabul
edelim. i:N —>K ve i,:N—>M igerme

homomorfizmalart ve her me M, her

k € K i¢in a(m)=(m,0)+H,
B(k)=(0,k)+H ile tammh «a ve g

monomorfizmalar i¢in asagidaki diyagram

cizilebilir:
N i) K
\: . P
M > F

Bu diyagrama gore F =Im(a)+Im(3) dir.

Her (mk)+HeF icin

p((mk)+H)=k+N iletanimh ¢:F —>%

fonksiyonunun bir epimorfizma oldugu

kolayca goriiliir. Yine Ker(g)=Im(a)

bolim modilu

K
Idugund —=
oldugundan N = m(a)

& —esatomik bulunur. « monomorfizma
oldugundan M = Im(«) yazilabilir. O halde
hipotez F’de

geregi, Im(«) nin
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Lc Im(p) olacak sekilde bir L o-
tiimleyeni vardir. Boylece F =Im(a)+L

ve Im(a)n L < L yazlabilir. Buradan

K= (F)= g (m(@))+ f(L)=N+ 57 (1)

ve Nn g™t (L)<, (L)
elde edilir. Buise g (L)’nin K ’da N ’nin
bir 5 —tiimleyeni olmasi demektir. Boylece

N, bir E; — modiil bulunur.

R halkasiin her sol ideali projektif
ise R halkasina sol kalitsal halka denir. R
halkasinin sol kalitsal halka olmasi igin
gerek ve yeter kosul her injektif sol R -
modiilin  bolim  modiliniin  injektif
olmasidir [1, 39.16].
Simdi herhangi bir sol kalitsal halka
tizerinde tanimli bir & -esatomik E; -
modiiliiniin her boliim modiiliiniin de bir
o —esatomik

E, - modiil oldugu

gosterilecektir.

Onerme 3 R bir sol kalitsal halka ve M bir

& —esatomik E;-modiil olsun. Bu takdirde

her bolim modiilii de bir E; - modiildiir.
Ispat. U, M ’nin bir alt modiilii ve N ise

M, . . .
n nun & -es atomik genislemesi olsun.

[3]

calismasindaki Onerme 2.5 (1) geregince

M o0 —esatomik  oldugundan

& — esatomik modiildiir.
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oM NS % _, 0 kisa tam dizisi icin

U
g— ve % 6 — esatomik modiil oldugundan
u
[3] calismasindaki Onerme 2.5 (2)

geregince N & —esatomik modiildiir. E(M )

ile M modilinin injektif bilirimi
gosterilsin. R bir sol kalitsal halka
oldugundan EM) modili injektiftir.
Bundan dolay1 y M - K bir

monomorfizma olmak {izere asagidaki

degismeli diyagram ¢izilebilir:

iy © M
0—>U—>M—>U——>0
y, i, l
f ¢
0O » U -»> K - N —> 0

ve fl, =yi, ¢w=i olur [12]. Ayrica

N =

v oldugu kolayca gosterilebilir.
7

M bir E;-modiil oldugundan (M), K

’da bir §-tiimleyene sahiptir. Onerme

2’nin ispatini kullanarak, bu § - tiimleyenin

gorlintiisiiniin de N ’de ICJA— ‘nun bir -
.. . « .. M.
tiimleyeni oldugu bulunur. Boylece I bir

E, — modiildiir.

Yardimaa Onerme 1 Herhangi bir R

halkasi lizerinde asagidakiler denktir:
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(1)Her sol R-modil bir E)- Onerme 4 R & -mikemmel halka olsun.
modiildiir. O zaman her sol R-modil bir E;-
(2)Her sol R-modil bir EE;- modiildiir.
modiildiir.

Ispat. Her sol R —modiiliin bir £’ - modiil
oldugunu kabul edelim. M bir modiil ve N
, M ’nin bir §-esatomik tiimleyeni ve

Lc N olmak lizere N=M +L olsun. O

alismasiyla N L
Fals y M MnL

zaman [3]
modiilii de 5 -esatomik olur. M bir E; -
modiil oldugundan M ~nL’nin L’de K

adinda ¢ - tiimleyeni vardir. Bundan dolay1

L=(MAnL)+K ve
(MAL)NK=MnNnK < K yazilabilir.
Bunun sonucu olarak
N=M+(MnL)+K=M +K ve

M K <, K olur. Bu ise M modiiliiniin
bir EE; -modiil oldugu anlamina gelir.
Onermenin  diger tarafinn  dogrulugu

aciktir.

P projektif bir R-modiill olmak
tizere f:P — M bir epimorfizma olsun.
Eger Ker(f)<, Pise P modiliine f

epimorfizmast ile birlikte M modiiliiniin
R Dbir halka

olmak tiizere her sol R -modil projektif

projektif & —ortiisii denir.

o —ortilye sahip ise R halkasina &6 -

miilkemmel halka denir [2].
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Ispat. R - miikemmel halka, M sol R-
M ’nin bir &§-
olsun. [4]

modiil olmak iizere N,
esatomik genislemesi
calismasindaki Teorem 3.4 kullanilarak N

modiiliiniin § - timlenmis ve bdylece M

'nin N ’de bir & —tiimleyene sahip oldugu
agiktir. Buise M ’nin bir E, - modiil oldugu
anlamina gelir.

[13] ¢alismasinda her M sol R-

modiilil igin (M )=0 ise R halkasia bir

sol 5-Vv —halka adi verilmisti. Bu halka

icin asagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 5 R sol s-v —halka ve M bu

halka tizerinde E;-modiill olsun. Bu

takdirde M bir injektif modiildiir.

Ispat. N, M modiiliiniin bir genislemesi

olsun. Bir sol s§-V —halka tizerindeki her

modil

o —esatomik oldugundan —

modili de o -esatomiktir. Boylece N

modiili M ’nin  bir & —esatomik

geniglemesi olur. Hipotez kullanilacak

olursa N ’nin bir K alt modili ig¢in
N=M+K Ve M nK < K saglanir. R bir
5 -V —halka

sol oldugundan

MNKcS(K)cs(N)=0 dir. Boylece M ,

N ’nin bir direkt toplam terimidir.M her
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genislemesinde bir direkt toplam terimi

oldugundan M injektif modiildiir.

Ornek 1. 5 —miikkemmel olup miikkemmel
olmayan bir R halkasini alalim [2, Ornek

4.3]. Onerme 4 geregi her sol R —modiil

E,-modiildir. R  mikemmel halka

olmadigindan [10] ¢alismasindaki, Teorem
2 geregi E ozelligini saglamayan bir R -
modiil vardir.

Dolayisiyla Ornek 1 ile asagidaki modiil

siiflarinin 6z kapsamasi elde edilir.

{E 6zelligini saglayan modiiller} {E;

ozelligini saglayan modiiller}.
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