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OZET

Bu c¢alismanin asil amaci, keyfi tek fiber ailesi ile takviye edilmis bir kompozit malzemenin lineer termoelastik
davranisimi temsil eden biinye denklemlerine ait matematiksel bir model olusturmaktir. Bu ¢alismanin
gerceklestirilmesinde genel termodinamik denge denklemleri, Clausius—Duhem esitsizligi, biinye teorisi
aksiyomlari, fiber deformasyon geometrisi ve kinematigi ile ilgili denklemler belirleyici olmugtur. Malzemenin
fiber dagilimindan kaynaklanan yonli bir ortam olma &zelligi nedeniyle giiglii bir anizotropiye sahip oldugu
diistiniilmiistiir. Matris malzemesi fiber boyunca yon degisimine duyarsiz kaldigindan fiber vektoriiniin dis
carpimi olan simetrik bir tansdr tanimlanmustir. Uygulamalarda makul kabuller olarak goriillen ortamin
sikismazligint ve fiber ailesinin uzamazligini géz Oniine alarak gerilmeye ve 1s1 akisi vektoriine ait biinye
denklemleri elde edilmistir. Termodinamik kisitlamalarin neticesi olarak, gerilme potansiyeli fonksiyonunun iki
simetrik tansore, 1s1 akisi vektorii fonksiyonunun ise iki simetrik tansor ile bir vektore bagli oldugu goriilmiistiir.
Bu ¢alismada, matrix malzemesi anizotrop bir ortam olarak géz Oniine alinmistir. Bu yaklagim g¢ergevesinde,
gerilmenin ve 1s1 akist vektoriiniin biinye denklemleri, biinye fonksiyonlarinin argiimanlarma gore bir kuvvet
serisi acilimi ile temsil edilerek ortaya konulmustur. Seri agiliminda alinan terimlerin tiirii ve sayisi ortamin
lineerlik durumuna gore belirlenmistir. Gerilmenin ve 1s1 akisi1 vektdriiniin lineer biinye denklemleri, Cauchy
hareket denklemi ve enerji denklemi ifadelerinde yerlerine yazilip alan denklemleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Denge denklemleri, biinye fonksiyonlari, lineer biinye denklemleri, fiber dagilimu,
deformasyon tansorii, sicaklik gradyani.

A MATHEMATICAL MODEL FOR THE
LINEAR CONSTITUTIVE EQUATIONS OF A THERMOELASTIC COMPOSITE
CONTINUUM REINFORCED BY SINGLE FAMILY OF ARBITRARILY FIBER

ABSTRACT

Main objective of this study is to construct a mathematical model belonging to constitutive equations which
represent linear thermoelastic behavior of a composite material, where the material was reinforced by single
family of arbitrarily fiber. General thermodynamic balance equations, Clausius-Duhem inequality, constitutive
theory axioms, equations dealing with to kinematic and deformation geometry of fiber have been determining in
the process of this study. It has been assumed that material attains a strong anisotropy due to the fiber
distribution. Because the matrix material remains insensitive to change of direction along the fiber, a symmetric
tensor which outer products of fiber vector has been defined. Considering incompressibility of the medium and
inextensibility of the fiber family, these assumptipons are fairly meaningful for the practical applications,
constitutive equations of the stress and heat flux vector have been obtained. As a result of thermodynamic
constraints, it has been shown that the stress potential function is dependent on two symmetric tensors whereas
the heat flux vector function is dependent on two symmetric tensors and a vector. In this study, the matrix
material has been considered as an anisotropic medium. In the scope of this approach, constitutive equations of
stress and heat flux vector has been revealed representing by a power series expansion according to arguments of
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constitutive functions. The type and number of terms taken into consideration in this series expansion has been
determined based on the linearity condition of the medium. The linear constitutive equations of the stress and
heat flux vector are substituted in the Cauchy equation of motion and in the equation of conservation of energy

to obtain the field equations.

Key words: Balance equations, constitutive functions, linear constitutive equations, fiber distribution,

deformation tensor, temperature gradient.
1. GIRIS INTRODUCTION)

Siirekli ortamlar mekanigi akiskanlarin (su, yag, hava,
vb.) ve katilarin (kauguk, metal, seramik, ahsap ve
yasayan doku gibi) mekanik davraniginmi belirlemekle
ugrasan bir bilim dalidir [1]. Fiber takviyeli kompozit
malzemeler endiistri miihendisliginde ve tip alaninda
degisik uygulamalarda kullanilir.  Miihendislik
uygulamalar1 agisindan kompozit malzemeler yiiksek
katilik ve dayanim, diisiik agirlik ve 1s1l yayinim ve
korozyona diren¢ gibi avantajlar1 saglamalidir.
Bununla birlikte kompozit malzemelerin kullanimdaki
dezavantaji ise yiiksek maliyetli olmasi ve uygulama
acisindan bakildiginda bu tip malzemelerin nasil
birlestirilecekleri ~ konusundaki  bilginin  smirh
olmasidir. Bir fiber ailesi ile takviye edilmis bir
malzeme tek tercihli dogrultuya sahiptir. Bu tip
kompozitlerin fiber dogrultusundaki katiligi, fiberlere
dik dogrultulardan daha biiyiiktiir ve fiberlerin biitiin
malzemede diizgiin bir sekilde dagildigi durum goz
Online alindigindan tercihli dogrultuya gore enine
izotropi s6z konusudur. Tercihli dogrultuya dik
dogrultu boyunca malzeme tepkisi izotroptur [1].

Hemen hemen biitiin mithendislik malzemeleri belirli
Olglide elastisite Ozelligine sahiptir [2]. Elastik
malzemeler endiistride en yaygin olarak kullanilan
basit malzemelerdir. Bu malzemelerden bir kisminda
sicaklik sabit degildir ve bu tir malzemeler
termoelastik malzemeler sinifinda yer almaktadir.
Termoelastik malzemelerin termomekanik yiikleme
sonucundaki davranisi, gerilme ve 1s1 akisi vektorii

seklindedir. Fiber takviyeli termoelastik
malzemelerin endiistride kullanildig1 alanlar her
gegen giin artmaktadir [3]. Cesitli malzemeler
iizerinde termoelastisitenin matematiksel

formiilasyonu ile ilgili ¢aligmalar yapilmistir [4, 3, 5,
6]. Bizim 6nceki ¢alismalarimizda [7] tek fiber aileli
viskoelastik kompozitler incelenmis ve ortamin
siireksizlik yilizeyine sahip oldugu kabul edilmistir.
[8] ¢alismamizda ise iki farkli uzamaz fiber ailesine
sahip olan viskoelastik ortamin siireksizlik yiizeyine
sahip omadigr disiniilmistir. Yine [9, 10]
calismalarimizda viskoelastik ortamin tek fiber ailesi
ile takviye edilmesinin yaninda elektirik ve manyetik
alanlarinin  etkisine maruz kalmast ayr1 ayri
calismalar olarak incelenmigtir. Usal [11] adh
calismasinda iki fiber aileli piezoelektrik viskoelastik
ortamin elektromekanik davranisini incelemistir.
So6zli edilen c¢aligmalarin hepsinde sicaklik sabit
kabul edildiginden sicaklik degisimi dikkate
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almmamustir. Ayrica [12] adli ¢alismamizda, uzamaz
iki farkli fiber ailesi ile takviyeli sikisabilir kompozit
bir malzemenin termoelastik lineer davranisi igin
biinye formulasyonu gelistirilmistir. Bu ¢alismada ise
keyfi tek fiber ailesi ile takviye edilmis kompozit bir
malzemenin lineer termoelastik davranist
matematiksel olarak  modellenmigtir.  Ortamin
sikistirilamaz, fiber ailesinin uzamaz oldugu kabul
edilmis ve ortamin W hiz1 ile hareket eden bir
o () siireksizlik ~ yiizeyine
diistiniilmistiir. Termomekanik yiikleme sonucunda
kompozit ortamin termoelastik lineer davranisini
belirleyen gerilmeyi ve 1s1 dagilimini veren biinye
denklemleri elde edilmistir.  Sicaklik  sabit
olmadigindan, sicaklik gradyani bagimsiz Dbiinye
degiskeni olarak islemlere dahil edilmistir. Matris
malzemesi fiber boyunca yon degisimine duyarsiz
kaldigindan fiber vektoriiniin dig g¢arpimi olan
simetrik bir tansor tanimlanip biinye degiskeni olarak
almmustir

sahip oldugu

2. FIBER DEFORMASYON KINEMATIGI VE

DENGE DENKLEMLERI (KINEMATICS OF FIBER
DEFORMATION AND BALANCE EQUATIONS)

Kompozit ortamin her X noktasindan A ile gosterilen
fiber ailesinden bir elemanin gectigi diistinilmistiir.
Fiber ailesi deformasyondan once siirekli bir A (X)
vektor alani ile deformasyondan sonra ise yine siirekli
bir a(x) vektor alan1 ile temsil edilmektedir.
Malzemenin deformasyonu sirasinda, fiber ailesinin
ortamla  birlikte  tasindigi  kabul  edilmistir.
Deformasyondan 6nceki ve sonraki diferansiyel fiber
uzunlugu ise dL ve dI ile gosterilmekte olup A4,;

fiber ailesine ait uzama oram1 olarak ifade
edilmektedir [13].
1 dl
ap =44 X xAx,  Aa=|—771 >
dL 4
lg :CKLAKAL (1)

Calismada biitiinliigli saglamak icin yerel denge
denklemleri 6zet olarak verilecektir. S(t) yiizeyi ile
siirlandirilmig, V(f) hacmine sahip bir siirekli
ortamda W hizi ile hareket eden bir o(¢) siireksizlik
yiizeyinin bulundugu varsayilmistir, burada ¢ zamani
gostermektedir [14, 15].

Gazi Univ. Mith. Mim. Fak. Der. Cilt 26, No 2, 2011



Keyfi Tek Fiber Ailesi ile Takviyeli Termoelastik Kompozit Ortamlarda...

Kitlenin Korunumu

P+pPVe=0 in V(?) (2

[Upll=0 on o (1) ),

px.n = 22X Maddesel gosterimde)  (3)
J(x,1)

Lineer Momentumun Dengesi

PV, =pf,+t, in V(7 (4)

[nti+pvivu] =0 on o) ),

Agisal Momentumun Dengesi

gkrptrpzo» bp =lpr in () (5h
eupiillnt,, +pUV, =0 on o) (5),
Enerji Denkligi

PE=ly Vi k— ik +Ph in () (6}

pU[[s+(%) V2114 mg v — g, 11=0 ono(@) (6),

Clausius-Duhem Egsitsizligi

pi=pot Vg~ 91—2q- VO=py 20 in Kt) (7)
pU[n]- [(n-q)/0]]<0  on o@ (7

Burada U, siireksizlik ylizeyinin siirekli ortama gore
bagil yer degistirme hiz1 olup
U =u,~vy,=(u-v)-n seklinde tanimlanmstir.
Ayrica V siirekli ortamdaki hiz alani, u siireksizlik
yiizeyinin hizi, nyiizeyin normali, V ivme, ¢,
gerilme tans6rd, f, birim kiitle basina mekanik
hacimsel kuvvet, & birim kiitle basina i¢ enerji
yogunlugu, g 1s1 akisi vektorid, 4 birim kiitle basina
1s1 kaynagi, # birim kiitle basma entropi yogunlugu,
6 (X,t) bir t aninda X maddesel noktasinin mutlak
sicakligi, py birim kiitle bagina entropi tretimi, &; ;4

permiitasyon tansorii olarak ifade edilmektedir.

3. TERMODINAMIK KISITLAMALAR VE

BUNYE MODELI (THERMODYNAMIC
CONSTRAINTS AND CONSTITUTIVE MODEL)

Yerel enerji denklemi (6); dan (ph) ¢ekilir, entropi

esitsizligi (7), de yerine yazilirsa asagidaki ifade elde
edilir.
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=~

0
(8) esitsizligindeki entropi yogunlugunun maddesel
tirevi termodinamik bir proses iginde kontrol
edilemeyeceginden dolayr bu biiyiikliigiin tiirevini,
kontrol edilebilen & biyiikliigline intikal ettirmek

. 1 1
P (e=0m)+—tyvie +— a0, 20 (8)
0 0

icin, asagidaki gibi tamimlanan bir Legendre
transformasyonu kullanilabilir.
v =¢-0n ©)

Yeni terimler cinsinden entropi esitsizligi maddesel
formda asagidaki gibi yazilir.

. . 1 ) 1
- +po0n) 3 Txr Ckr 2 OxQk 20 (10

Bu esitsizlikteki terimler asagidaki gibi tanimlanmistir
[16]:

S an
) 1.
Cgr =2dyxp gx;p = dy :ECKLXK,kXL,l (12)

_ -1
Txr SIXk b X ity = ty =J e xx, g (13)

GKEQ,K:xk,KB,kj ngQk:XK’kg,K (14)

_ -1
Ok SJ Xk gk = gk =J X x 9k (15)

(10)  esitsizliginin ~ kullanilabilmesi  i¢in X
termodinamik  potansiyelinin  hangi  bagimsiz
degiskenlere ne sekilde bagli oldugunun bilinmesi
gerekir. Secilen malzemeye gbre X’nin argiimanlari
ve bagli oldugu degiskenler, biinye aksiyomlarini
kullanarak bulunmustur. Kozalite, determinizm,

objektivite, yakin  civarsallk ve tutarlilik
aksiyomlarinin ~ sonuglarma  gore  [14, 15]
termomekanik yiiklemeye maruz tek fiber aileli
termoelastik bir ortamda X nm baglh oldugu
arglimanlar asagidaki gibi elde edilir.

Z(XKvt):z[CKL(XK’t)BGK(XK’t)a (16)

Ag (Xg),0(Xg 1), Xk]

Diger taraftan, malzeme fiber boyunca y6n degisimine
duyarsiz ~ kalacagindan, matematiksel olarak
A — — A degisiminden etkilenmeyecegi i¢in, Ag (X)

vektor alani yerine bunun dis ¢arpimi olan ve;
M(X)=A(X)A(X) = dg 4, I 1, (17)

seklinde tanimlanan simetrik tansor alani kullanilirsa
[17, 18], Z nin bagli oldugu argiimanlar;
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E(XK’t)=Z[CKL(XK’I)’GK(XK7t)’ (18)
MKL (XK )90(XK at)aXK]

seklinde yazilir. Malzemelerin homojen oldugu kabul

edilerek (18) ifadesiyle verilen 2 ‘nin bagli oldugu

argiimanlardan X kaldirilir. Mg, fiber tansorii

zamana bagli olmadigr i¢in (18) ifadesinin maddesel
tirevini alirsak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

oY oY . 0X

$=2 Cpp b G+= 0 (19)
K

Bu ifadeyi (10) esitliginde yerine yazarsak asagidaki
esitsizlik elde edilir.

1
(T 2 ¢ LIy
2( aCKL) kL —Po (1 066’)
5‘
G +—G >0 20
aGK K+ x Ok (20)

(20) esitsizligindeki argiimanlar1 € y1 0 seklinde,
Cy.’yi Cy, seklinde Gj’yr G seklinde keyfi
olarak degistirebilecegimizden (20) esitsizliginin

nn G’ nm

nin katsayist sifir

saglanabilmesi i¢in 6> nmn C KL
katsayilar1 sifir olacaktir. G’
olamaz ¢iinkii G, 2’ nmn argiimanlarinda mevcut
oldugu i¢in G keyfi bir §ek11de degistirilemez.

CKL ’ nin katsayilarr sifira
esitlenecek asagidaki ifadeler elde edilir.

nn @’ nm ve G

o0x
Tx; =2——— 21
KL=250 21)
=tz (22)
Py 00
0Gy

(23) ifadesinden gerilme potansiyelinin G, ya bagh

olmadigr  goriilmektedir. Buna goére  gerilme
potansiyelinin bagl oldugu argiimanlar;
z::Z[CKL ’MKL 79] (24)

seklinde ifade edilir. Bu durumda (20) esitsizligi
asagidaki hale indirgenir.

G020 (25)

(25) ifadesi 1s1 akist vektorii igin Clausius-Duhem
esitsizligini verir ve 1s1 akist vektdriiniin hangi

318

Keyfi Tek Fiber Ailesi ile Takviyeli Termoelastik Kompozit Ortamlarda...

argimanlara bagli oldugu asagidaki sekilde ifade
edilir.

Ok =0k (Cg;, Mgy, .Gk ,0) (26)
(25) esitsizligi, (26) ifadesi dikkate alinarak,
GK QK (CKL 7MKL 9GK 799XK) 20 veya
Q(C,M,G,0,X)-G =0 27

seklinde yazilir. (27) esitsizliginde Gg =0 oldugu
zaman Qg nin da sifir olmasi gerekir. Buna gore
(26) bagimsiz biinye
degiskenlerinin sirasi muhafaza edilerek,

ifadesinde

Ok (Ckz \Mgp,0,0,Xg)=0 (28)

ifadesi yazilmalidir. Diger taraftan biinye
denklemlerinden olan i¢ enerji (£); (9), (11) ve (22)
ifadelerinden asagidaki gibi yazilabilir.

r=— -2 p) (29)
Po o0

(21) ve (26) ifadeleriyle verilen biinye

denklemlerinden, gerilmenin gerilme potansiyeli

fonksiyonu X dan tiiretildigi, 1s1 akist vektoriiniin
gerilme potansiyelinden bagimsiz olarak argiimanlari
belli olan vektorel bir form seklinde ortaya ¢iktig:
goriilmektedir. Bu durumda biinye fonksiyonlari
olarak ortaya ¢ikan ve arglimanlar belli olan X ve
Ok nin agik formlarnin ortaya konulmasi gerekir.

Maddesel simetri aksiyomunun, biinye fonksiyonlari
lizerine getirdigi kisitlamalara  gdre, S :[S KL]a
maddesel koordinatlarin  ortogonal doniistimiinii
temsil eden ve ortamin simetri grubuna ait keyfi
herhangi bir matris olan her § ortogonal matrisi ile

olusturulan,
v T AT
Xg =Sk Xy, X =S kX, S =8 (30)

seklindeki doniigiim altinda biinye fonksiyonelleri
form-invaryant kalmalidir. Bu, matematiksel olarak

$(SCST,sMS",0)=%(C, M, 0) (31)
o(scs”,sMS",5G,0)=SQ(C,M,G,0) (32)
doniisiimlerinin  gegerli olmast demektir. Diger

taraftan gerek fiber ailesinin uzamazligi ve gerekse de
ortamin sikigsmazligi, formiilasyon agisindan pratikte
yaygin bir kabul gormektedir. Ortam sikistirilamaz ve
fiber ailesi uzamaz kabul edildiginde sirasiyla
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J=detC=1l=1 ve ZZ:CKLAKALzl sartlar1

saglanmalidir.
Bu durumda gerilme i¢in biinye denklemi uzaysal ve
maddesel koordinatlarda asagidaki gibi elde edilir.

ty=—po+Tara+2x; xx1p (33)

0 Cgr

_ >
Txr =—pCKlL+FaAKAL+ZaaC (34)

KL

(17) tamim geregince (33) ve (34) denklemleri
asagidaki gibi yazilabilir [19].

_ o0x
Ty =-pCxy +T, Myp +2 (35)
iy ==p O +Tamy +2x; kX1 (36)
oCx,

Bu ifadelerdeki p ve I',, Lagrange carpanlar1 olup

alan denklemleri ve smir sartlari ile belirlenir. Ayrica
(13) ve (14) ifadelerine gore, J =1 alinmak suretiyle,
gerilme tansorii ve 1s1 akist vektorii asagidaki gibi
yazilabilir.

(37
(38)

ter =Xk k X1, Tk
9r =X,k 9k

Bu caligmada matris malzemesi anizotrop bir ortam
olarak disiinlilmiistir. Bu yaklasim ¢ergevesinde,
gerilme potansiyeli ve 1s1 akist vektorii fonksiyonlar
bagli olduklar1 argiimanlarin bilesenleri cinsinden
kuvvet serisine agilarak  kompozit  ortamin
termoelastik davranigsini belirleyen biinye denklemleri

elde edilmistir. Ortamin referans konumu bir 7

iiniform sicakliginda ve gerilmesiz dogal durumda
secilip, bu konumdan itibaren kiigiik yer ve sekil -
degistirmeler ve de kiicik sicak degisimleriyle
ayrildigini farzedilmistir. Kigiik sicaklik
degisiminden kastimiz, 0=Ty+T, Ty>0,

|T | << Ty seklindedir [15]. Seri aciliminda alinan

terimlerin tlirii ve sayist ortamin lineerlik durumuna
gore belirlenmistir. Gerilme potansiyelinin
deformasyon tansoriine gore tiirevi almip, gerilme
denkleminde yerine yazilarak gerilmenin lineer biinye
denklemi elde edilmistir. Gerilmenin ve 1s1 akist
vektoriiniin ~ lineer bilinye denklemleri lineer
momentum ve enerjinin korunumu denklemlerinde
yerlerine yazilarak alan denklemleri elde edilmistir.

4. LINEER TERMOELASTISITEDE
GERILMENIN BUNYE DENKLEMININ TAYINi

(DETERMINATION OF STRESS CONSTITUTIVE
EQUATION IN LINEAR THERMOELASTICITY)

Green deformasyon tansorii ile genleme tansorii
arasinda Cxr =0k +2Ex; bagintisi
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olodugundan ve Lineer teoride

EKLEEKL E% (UK,L+UL,K) olarak

alinabileceginden, (24) ifadesiyle verilen gerilme
potansiyelinin arglimanlar1 asagidaki gibi yazilabilir.

S=%(Eg; Mg ,0) (39)

Bu fonksiyonun E,M biiyiikliikleri cinsinden

analitik oldugu varsayilarak E=0,M =0, civarinda
Taylor serisine agilirsa gerilme potansiyeli igin

Z(EKL’MSN’H)ZZO(Q’X)+2KL(9’X)EKL+
1 - o~
ﬂ’SN(H’X)MSN"’EZKLMN(H’X)EKLEMN""
1
—A 0, XYM oy My +
2 svm ( YM gy My, (40)
QKLSN(esx)EKLMSN"""

ifadesi bulunmus olur. Bu denklemindeki katsayilar
sadece sicakliga bagli olacaktir.

% 22(2,9), Ly = aaE ,
KL g
Asy = 0% > 21<LMNE NGZZN >
8]MSN 0 aEKLG MN o
/1SNML562—Z ,
OMsy oMy ||
GRS
Qgrsv Egm 0 (41)

seklindedir. E ki tansoriiniin  simetrisi ve (41)

ifadelerindeki tanimlardaki tiirevlerin siraya bagl
olmamas1 nedeniyle, bu katsayilar asagida verilen
simetri &zelliklerini tagir.

ZKL: ZLK ) ﬂ’SN = ﬂ“NS >
ZKLMN = ZLKMN = ZKLNM = ZMNKL >

ﬂ“SNML = ﬂ'NSML = ﬂ'SNLM = /’i’MLSN >

Q1<LSN = QLKSN = QKLNS = QSNKL (42)

Stirekli ortamlar mekaniginde lineer teori

asagidaki bagintilar yazilabilir [15].

igin

Uk +Urk),

~ 1
Ey =—
KL 5

Egp

- 1
ey = ey =€p= 2 (upy+urg),
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€= A Ay Exy

Xkk =Mk Uk K

Exp = Lk Air € »
Xxx =Mk — Uk

kXL =Mk s Xk X =k A

~ - 1
Exp =Eg =4k A e =Ef1k1< A Qug p+up i) s

2 _
Xp.pXr RAKAL =%p pXy RX Kk 1 X1 10 a1 2y =
b

App R 2k MMy 5 Aq =1 igin

P
L O 0y _(uy,)
pr ot Pr*R,r ot ’ pr ot ’
oe
ErR— 43
Y (43)

Sikistirilamaz ve uzamaz tek fiber aileli ortamlar igin
gerilmenin uzaysal formunu veren ifade asagidaki gibi
yazilabilir.

0X
€

Lpr ==POp + T mp, + (44)

pr

Lineer teoride 2’ mn bagli oldugu argiimanlar
uzaysal formda,

E=Z(€kl, mpy , 0) (45)

seklinde ifade edilir. Bu fonksiyon €4, , my, cinsinden

sn
analitik kabul edilerek €;;=0, my; =0, civarinda bir

Taylor serisine agilirsa asagidaki ifade elde edilir.
Z(€gy> Mgy 0, X) =20 (0,X) + 24y (0,X) €y +

1
ﬂsn (0,X) Mgy + Ezklmn (0,X) €k Emnt

1
Elsnml (9» X ) Mg My, + lesn (‘9 P X) €kl Mgp + - (46)

(46) denklemindeki Zkl,/Isn, Eklmn’ ﬂ“snml ve lesn

uzaysal malzeme tansorleri, Ty, Agy, X KLMN >

A Ve Qg gy maddesel malzeme tansorleri ile

aynt simetri Ozelliklerini tagir ve asagidaki gibi
tanimlanir.

Ly = /1k1< /1/L Lrs ﬂvsn = ﬂ’sS /1nN ;i’SN’
Zmn = Ak A A Ay Zinay 5
/Isnml = /’i’sS /InN /ImM /’i’lL /ISNML s

Qo = ik A As Aoy Qron 47)

Gergek bir lineer teoriye ulagsmak igin (46) ifadesi

sonsuz kiigliik genleme tansori ¢4 ile sicaklik
degisimi T cinsinden en fazla kuadratik bir ifade
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olmalidir. Bu amagla (46) ifadesindeki € ya bagh
olan katsayilar sirasiyla agagidaki gibi tanimlanmustir.

20(0,X)=Z¢ (To +T,X)=po (X)p (Tp,X) -
1 1
po (X)mg (TO,X)T—E,UO(X)T—C(TO,X)T2+...,
0

21 (0.X) =y (To, X) = Py (1, X)T +...,
Aen (0,X) = Ay, (T5,X) = Ey (19, X)T +...,
Zimn (0, X)=Zpgn (To +T, X) =Z gy (Tp, X)
Asnmi (0, X)= Agumy (To + T, X) = Agpmy (To, X)

lesn 0,X)= lesn (TO +7,X)= lesn (TO ,X) (48)

Bu denklemdeki ifadelerde asagidaki tanimlamalar
kullanilmusgtir.

0 l//()(T,X)

=— Ty ,X),
T 1m0 (To,X)

T=T,

2w (T,X)
oT?

1
= C(TO 5 X) 5
Ty
r=T,
Yk (T, X) =24 (1o, X) =y (15, X)
0y (T,X)

B (T, X)=— o7

= B (1y,X),

T=T,

0

Ay (15, X) = A (15, X),
04, (T,X)

T (49)

ésn(TO,X) =-

= gns(TO ,X)
T=T,

0

Bu ifadelerdeki v (Ty,X), 1o (T , X)
ve C(To,X) skaler; ]/kl(To,X), ﬂkl(TO’X)v

A (T, X)), Ssn(To>X) s Zgamn (T0,X) > Qs (Tp, X)
Ve Ay (T, X) tansorel malzeme sabitleridir ve bu

katsayilar ortamin baslangigta 7, mutlak sicakliginda

verilmis olup heterojen malzemelerde ortamin
pargaciklarina baglidir. Homojen ortamlarda ise X e
baglhligi ortadan kalkar. Notasyonda kolaylik

saglamak i¢in bundan béyle katsayilarin (77,X)

argliimanlarin1 gostermekten kaginacagiz. (49) ve (48)
ifadeleri (46) ifadesinde yerlerine yazilirsa asagidaki
ifade elde edilir.

C 2
(e, mg, Ty +T,X) = powo— Po 770T——'§0T =+
0
Ykl €kl _ﬁle €1 +Asnmsn _fsnTmsn +

1 1
Ezklmn Skl Emn +5 ﬂ’snml Mgy My +

lesn €kl Mg + .. (50)
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(44) ifadesindeki tiirev (50) den alinip yerine
yazildiginda,

Lpr =_p5pr+ra mpr_ﬁprT""
z €mn T prenMsy

prmn =mn prsn

ifadesi elde edilir. Bu ifadedeki X

prmn

(D

katsayisinin,

2 o = 2y scklindeki simetri 6zelligi nedeni ile
(51) ifadesiyle verilen gerilmenin biinye denklemi, yer
degistirme gradyaninin bileseni cinsinden asagidaki
hale doniismiis olur.

POy +Lympy,— p,. T+
pX u, ,+ Q m

prmn Ym,n prsn Msn

(52)

(52) denklemi tek fiber aileli termoelastik bir anizotrop
ortamda, ortamin sikistirllamaz ve fiber ailesinin
uzamaz kabul edildigi durumda gerilmenin lineer
biinye denklemidir. (52) ifadesine dikkat edilirse sag
taraftaki  birinci ve ikinci terimlerin ortamin
stkismazlhigindan ve fiber ailesinin uzamazliindan
kaynaklanan terimler oldugu goriilmektedir. Uciincii
terim sicaklik etkilerinden kaynaklanan etkiyi,
dordiincii terim genleme tansoriiniin gerilmeye olan
katkilarin1 ifade etmektedir. Besinci terim fiber
tansdriiniin gerilmeye olan katkisini gostermektedir.

5. LINEER TERMOELASTISITEDE ISI AKISI

VEKTORUNUN TAYINI (DETERMINATION OF
HEAT FLUX VECTOR CONSTITUTIVE EQUATION IN
LINEAR THERMOELASTICITY)

Gerileme potansiyeli i¢in yapilan yaklasim, burada 1s1
akis1 vektorli i¢in yapilmustir. Buna gore 1s1 akisi
vektorii; dogal durum olarak segilen referans konumu
etrafinda, bagli oldugu argiimanlarin bilesenleri
cinsinden bir kuvvet serisine agilarak bulunabilir.

Lineer teoride E yerine E alinabilecegine dikkat
ederek, 1s1 akist vektdriiniin bagl oldugu argiimanlar,
entropi esitsizligi ve bu esitsizliginin ortaya ¢ikardig:
kisitlama asagidaki gibi verilmistir.

Og = Or(E.M ,G,0,X) (53)
QE, M, G,6,X).G>0 (54)
Or =0r(E,M,0,0,X)=0 (55)

(53) fonksiyonu E=0,M=0,G =0 civarinda Taylor
serisine agildiginda,

Or (E,M,G,0,X)=Bg (6,X)+Bp; (0,X)G; +
Briag (0.X)E 4y +Drpag (0, X)M s +... (56)

ifadesi elde eldir.  (56) denkleminde asagidaki
tanimlamalar kullanilmastir.
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0
0R(6.X)= By (6.X), B (0,X)= 2% |
oG, |,

00p 00r

Bpray (0,X)= s Dpiar (0,X)=—""—
(57)

E ve M tansorlerinin simetrisi nedeniyle asagidaki
simetri sartlar1 gecerlidir.

Brirve =Brvr > Drisve =Drur (58)

(55) kisitlamasi nedeniyle G=0=Q =0 olduguna
gore (56) bagintisindan asagidaki ifade yazilir.

0=Bg (0,X)+Bpp(0,X) Epys +

(39)

(59) ifadesi keyfi her deformasyon olgiisii igin sifir
oldugundan bu denklemdeki katsayilar sifir olmalidir.
O halde;

Br(0,X) =Bpiy (0,X)=Dppp (6,X) =0 (60)
Buna gore (56) denklemi asagidaki hale indirgenir.

0#x(E,M,G,0,X)=Bp; (6,X)G;

(61)
=By (0.X)0
(61) ifadesi (54) esitsizliginde yerine yazilirsa;
BRL(Q,X) Q,LQ,R >0 veya
Bpr (0,X)G; G =0 (62)

elde edilir. O halde Bpg;(6,X) tansorii her sicaklik
gradyani i¢in;

BRLQ,R Q,L >0 veya B(RL) Q,R Q,LZO (63)

By, tansorii 1s1 iletim
katsayilar1 tansorii adin1 alir. (63) esitsizligi bu
tansoriin  simetrik kisminin pozitif taniml oldugunu

ifade eder.

kosulunu saglamalidir.

Lineer teori ig¢in Bp; katsayis1 Zpp katsayisina
benzer sekilde asagidaki sekilde ifade edilir.

Br (0,X)=Bp ( Ty +T,X)=Bp (Ty,X)+

0Bp (T,X)

T+... 64
5T (64)

0

Ayrica 6 terimi ise asagidaki sekilde yazilabilir.
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Or=(Ty +T)r=Tp (65)

(64) ve (65) ifadeleri (61) denkleminde yerine yazilip
ve (T)(Tp) seklindeki nonlineer terim ihmal

edildiginde 1s1 iletimi vektorii asagidaki gibi yazilir.

Or =Br (T9,X)T (66)

(66) denklemi (38) denkleminde yerine yazilirsa, 1s1
akis1 vektoriiniin uzaysal formu asagidaki gibi elde
edilmistir.

4, =B, (Ip, X) T (67)

(67) denklemindeki B,, uzaysal malzeme tansorii

By, tansorii ile aym simetri 6zelliklerini tasir ve
asagidaki gibi tanimlanir.

By =,p A BRy (68)

(67) denklemine Fourier 1si-iletim yasasi olup lineer 1s1
iletimini belirtir ve vektorel formda asagidaki sekilde
yazilir.

q=BVT (69)

6. ALAN DENKLEMLERININ TAYINi

(DETERMINATION OF FIELD EQUATIONS)

Alan denklemlerinin elde edilmesine gegmeden 6nce
(52) denklemindeki

- tansoriiniin anlamna bir g6z

atalm. Once X tansorliniin tersi olan ve bu

prmn
. . PR ewe . -1
tansorle aym simetri ozelligine sahip olan X

prmn

tansorlinii asagidaki gibi tanimlayalim.

41
z:prmn zmnkl = 5(5pk 5}4 + 51)[ 5rk) 5

>yt —y1 3

prmn rpmn mnpr pram

(70)

Fiziksel olarak Ol¢iilmesi olduk¢a kolay olan termal
genlesme katsayilarinin olusturdugu o pr tansorini

asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

(71)

-1
Apr = z:prmn /an =
(71) ifadesinin tersini bulabilmek i¢in Xy, tansori
ile esitligin her iki tarafi ¢arpilir ve uygun indis

degisimi ile agagidaki ifade yazilabilir.

:Bpr = Z"prmn A mn (72)
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(72) ifadesi, (52) denkleminde yerine yazilirsa
gerilmenin biinye denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

Lpp==pOp T m, +Q +

)y

prsn Msn

7 (73)

prmn ( Um,n — Cmn

(73) denklemiyle verilen denklemin, ortamin homojen
oldugu goz oOniinde bulundurularak diverjansi alinir
(4); denkleminde yerlerine yazilirsa s6z konusu
kabuller altinda asagidaki alan denklemi elde edilir.

azup
ot?

(Fa),r mpy +L,m

£o = z“prmn(“m,nr Oy T,r) + Po fp —PpTt

+Q prsn M

(74)

pr,r Sn,r
(74) ifadesi ile T,u;,p,I, bilinmeyenlerini ihtiva
eden alan denklemi bulunmus olur. Bu alan
denkleminin probleme uygun olarak verilen ilk ve sinir
sartlart altindaki ¢6ziimii, g6z Oniine alinacak sinir
deger probleminin matematiksel yapisini olusturur.

(22) ve (29) ifadesiyle verilen entropi ve i¢ enerji
oT

denklemleri 6=T,+T ve 50" 1 oldugundan
asagidaki gibi yazilabilir.
1 0X 0T 1 0%
n= == (75)
S:L Z—(T0+T)6—2 (76)
Po or

(75) denklemi (76) denkleminde yerine yazilirsa
asagidaki ifade elde edilir.

& :£+(TO +T)n
0]

(77)

(50) ifadesiyle verilen X’ nin T ye gore tiirevi alinip
gerekli islemler yapilarak (75) denkleminde yerine
yazildiginda entropi, yer degistirme gradyaninin
bileseni cinsinden asagidaki gibi elde edilir.

n="m +C],_T+@ukl+§ﬂmsn (78)

0o Po T PO
(50) ve (78) ifadeleri (77) denkleminde yerlerine

yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda i¢ enerji
asagidaki gibi elde edilir.
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2
T T;
e=ggrel+ )+ oS m

0 £o

1
1t 2tttk [Um,n
Po

1
+ Z_(ZAsn + A’snml My, + 2 lesn uk,l) mgy,
Po

(79)

Burada olarak tamimlanmistir ve

g0 =¥o+To 70
£, Wo vern swrastyla dogal durumda i¢ enerji, serbest

enerji ve entropi yogunluklaridir. (79) ifadesinin
maddesel tiirevi alinip sikistirilamaz ortamlar igin
p = pp olduguna dikkat ederek asagidaki ifade elde

edilir.
. . T 0T Ouy
E=pgé=ppc(l+—)—+T; >+
pPE=poé=poc( To)at 0 B 3
6uk1 6uk1
z:klmn 81‘, um,n""lesn 8t, Mgy, (80)

q,, terimi (67) denkleminden asagidaki gibi elde

edilir.

9rr =By Ty, (81)

(6), ifadesiyle verilen enerjinin korunumu denklemi
uygun indis degisikligi ile asagidaki gibi yazilabilir.

pé:tprdpr_Qr,r+ph (82)

(80), (81), (43) ve (74) ifadeleri (82) denkleminde
yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda,

u, ,ve T cinsinden lineer olan asagidaki alan

denklemi elde edilir.

Ouy or
Ty B+ pSy -T Lo e
(To B+ P —Lyumy) Y Poc 83)
BeiTi+poh

(83) denklemi lineer, homojen, sikistirilamaz, uzamaz
tek fiber aileli kompozit termoelastik ortamlar igin 1s1
iletim denklemidir.

7. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Bu c¢alismada, keyfi tek fiber ailesi ile takviye edilmis
termoelastik 6zellik tasiyan kompozit bir malzemenin
lineer davranisini modellemeye imkan olusturacagi
beklentisine dayanarak modern siirekli ortamlar
mekanigi kapsaminda bir yol izlenmistir. Bu
modellemeyi gerceklestirirken; genel termodinamik
denge denklemleri, Clausius—Duhem esitsizligi,
biinye teorisi aksiyomlarindan 6zellikle objektivite ve
maddesel simetri aksiyomlar1 ile malzemenin simetri
grubuna iliskin kavramlar, biinye fonksiyonlarinin ve
alan denklemlerinin bulunmasi, malzemenin termo-
mekanik davraniglarinin - modellenmesinin  teorik
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temellerini olusturmusgtur. Bu tiir bir malzeme igin
biinye fonksiyonlari, argiimanlart Green deformasyon
tansorii, fiber dagilimi tansorii olarak ortaya g¢ikan
gerilme potansiyeli fonksiyonu ile; argiimanlari Green
deformasyon tansorii, fiber dagilimi tansori ve
sicaklik gradyani olarak ortaya ¢ikan 1s1 akist vektorii
fonksiyonu  olarak  belirlenmistir. Bu  biinye
fonksiyonlar1 vasitasiyla ele alinan malzemede
termomekanik yiikleme ile olusan gerilme tansorii ve
1s1 akist vektori elde edilmistir. Gerilme, argiimanlari
belli olan gerilme potansiyeli fonksiyonundan
tiretilmigtir. Is1 akist vektorli ise bir potansiyelden
tiiremedigi i¢in argiimanlarinin analitik bir fonksiyonu
olarak ortaya ¢ikmustir. Fiber ailesinin uzamazligi ve
ortamin sikismazligr bir ¢ok kompozit malzemenin
yapisina uydugundan, fiber ailesi uzamaz, matris
ortamu ise sikistirilamaz kabul edilmistir.

Malzemenin fiber dagilimindan kaynaklanan yonlii
bir ortam olma o&zelli§i nedeniyle giicli bir
anizotropiye sahip oldugu diisiiniilmiistiir. Bu nedenle
matris malzemesi i¢in genel anizotropi durumu
dikkate alinmistir. Gerilme potansiyeli fonksiyonu ile
1s1 akist vektdri fonksiyonunun analitik oldugu
varsayilarak bagli olduklar1 arglimanlari cinsinden
Taylor serisine ag¢ilmistir. Seri agiliminda alinan
terimlerin tiirii ve sayisi, ortamin lineer davranisina
gore belirlenmistir. Ayrica malzeme, fiber boyunca

yon degisimine duyarsiz kalacagmdan Ag (X) vektdr

alan1 yerine bunun dis carpimi olan
M g1 (X) = Ax A; seklinde tanimlanan simetrik bir

tansor alanmi kullanilmistir. Ortamin referans konumu
bir 7, uniform sicakliginda ve gerilmesiz dogal

durumda secilmis ve bu konumdan itibaren kiigiik yer
ve sekil degistirmeleri ve de kiigliik sicaklik
degisimleri ile ayrildigr farzedilmistir. Yapilan
islemler sonucunda lineer termoelastisite i¢in gerilme
blinye denklemi (52) denklemi ile, 1s1 akisi
vektoriiniin lineer bilinye denklemi uzaysal formda
(67) denklemleri ile ortaya konulmustur. (52)
denkleminde malzemenin fiber yapisindan
kaynaklanan yeni terimler ortaya ¢ikmistir.

Alan denklemlerine ulagmak i¢in termal genlesme

katsayilarmin olusturdugu «,, tansdrii cinsinden

ifade edilen (73) denklemiyle verilen gerilme denklemi
(4), ifadesi ile verilen Cauchy hareket denkleminde
yerine yazilip, (74) denklemi ile verilen hareket
denklemi elde edilmistir.  Enerjinin  korunum
denkleminde yer alan biiyiikliikler yerlerine yazilarak
da (83) ifadesi ile verilen 1s1 iletim denklemi elde
edilmistir. (74) ve (83) ifadeleri ile T,u,p,I,
bilinmeyenlerini  ihtiva eden alan denklemleri
bulunmus olur. Bu alan denklemlerinin probleme
uygun olarak verilen ilk ve smir sartlar1 altindaki
¢Ozlimii, g6z Oniine alinacak sinir deger probleminin
matematiksel yapisini olusturur. Bu sekilde (74) ve
(83) alan denklemlerinden olusan sistem; (4), ve (6),
ziplama sartlarinin muhteviyati i¢inde bulunan sinir
sartlart ile birlikte anizotropik, lineer, uzamaz keyfi tek
fiber aileli sikistirilamaz kompozit termoelastik
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ortamlar ile ilgili siir-deger problemlerinin yodnetici
denklemlerini olusturur.

Diger taraftan bu alan denklemleri simetri agisindan
genel manada anizotropik olduklarindan, bagka tiirli
simetri tasiyan malzemelere de uygulanabilecek
formattadirlar. (74) ve (83) alan denklemlerinin
bilinmeyenlerinden p ve I', Lagrange carpanlari

olup smir sartlarindan hesaplanir. 7 ve U tayin
edildikten sonra (52) denkleminden gerilme dagilimi
tayin edilmis olur. Gerilme dagilimi tansér alam
olarak bulunduktan sonra da istenilen kesitteki
gerilme  vektoril tn) =nplpy ifadesinden

hesaplanabilir. Burada deformasyondan sonraki
a,(X,t) fiber dagilimmn, uzamaz-fiberler igin

deformasyondan onceki fiber-dagilimi  cinsinden
ap = xg g Ax (X) olarak  verildigini  gdzden
kagirmamak gerekir.

Termal etkiler, fiber takviyeli kompozit malzemelerin
endiistriyel uygulamalarinda imalat ve dizaynlarim
etkilemede Onemli rol oynar. Bu yiizden bu
malzemelerin termoelastik davranislarinin
belirlenmesi yararli olacaktir. Bu makalede, uzamaz
keyfi tek fiber ailesi ile takviyeli sikistirilamaz
kompozit bir malzeme i¢in lineer termoelastik blinye
denklemlerinin genel yapisi tiiretilmistir ve bu
caligma teorik bir ¢alismadir. Bu makalede ortaya
konulan formulasyon, fiber takviyeli kompozit
malzemeler i¢in yapilacak deneylere bir alt yapi
olusturabilir. Bu ¢aligmadan sonra, deneylerden elde
edilecek elastik sabitleri kullanarak, geometrisi, sinir
sartlari, yiikleme durumu ve fiber dagilimi belli olan
kompozit bir ortam i¢in uygun sayisal ¢oziimleme
metoduyla niimerik sonuglar elde etmeye ¢alisacagiz.
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