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Öz

İkinci mertebeden türevlere bağımlı Lagrange fonksiyonlarını yeni koordinat tanımlayarak ve/veya Lagrange çarpımı kullanarak birinci 
mertebeden türevlere bağımlı hale getirmek mümkündür. İndirgeme olarak tanımlayacağımız bu süreç için literatürde verilen 3 yöntem kar-
şılaştırılmıştır. Bu yöntemler ışığında, yozlaşmama şartını sağlayan ikinci derece Lagrange fonksiyonlarının Hamilton analizi, Dirac-Berg-
mann metodu kullanılarak başarılmıştır. Tüm bu teorik inşalara örnek olarak Chern-Simons teorisi bünyesindeki yozlaşmama şartını sağ-
layan Chiral salınacı örneği detaylı olarak incelenmiştir.

Anahtar Kelimeler: Chiral Salınacı, Schmidt metodu, İkinci mertebe Lagrange fonksiyonları, Dirac-Bergmann algoritması

Abstract

It is possible to write a second order Lagrangian in a first order form by defining new coordinates or/and by introducing Lagrange multipli-
ers. We call this as reductions procedure. In this work, we present and compare three methods of this reduction. In the light of these meth-
ods, Hamiltonian analysis of degenerate second order Lagrangians are achieved by using the Dirac-Bergmann algorithm. In order to illus-
trate these theoritical constructions, we study the degenerate Chiral oscillator in detail, within the Chern-Simons framework.

Keywords. Chiral Oscillator, Schmidt’ method, Second Order Lagrangians, Dirac-Bergmann algorithm.

I.GİRİŞ
Fiziksel sistemler temel olarak Lagrange ve Hamilton olmak üzere iki biçimde ifade edilirler [1]. Lagrange denklemleri hız-
faz uzayında tanımlı bir Lagrange fonksiyonları ile, Hamilton denklemleri ise momentum-faz uzayı üzerindeki Hamilton 
fonksiyonları ile tanımlanırlar. Yozlaşmama şartını sağlayan durumlar için Legendre dönüşümleri mevcuttur. Bu dönüşümler 
hız-faz uzayı ve momentum-faz uzayı arasında bijektif dönüşümlerdir. Yozlaşmama şartını sağlamayan Lagrange ve Hamil-
ton sistemlerinde Legendre dönüşümlerini gerçekleştirmek oldukça zor ve zahmetli bir iştir. Bu gibi durumlarda hız değişke-
nine karşılık gelen eşlenik momentum tersinir bir dönüşüm ile elde edilemeyecektir. Lagrange formalizmasından Hamilton 
formalizmasına geçerken Dirac-Bergmann algoritması oldukça sık başvurulan cebirsel bir yöntemdir [2-4]. Bu algoritmanın 
daha geometrik bir yorumu Gotay-Nester algoritması olarak bilinir [5-7].

Klasik sistemler için Lagrange fonksiyonu fiziksel sistemin hız-faz uzayında tanımlıdır. Bu tip Lagrange fonksiyonlarına 
birinci mertebeden Lagrange fonksiyonu diyeceğiz. İkinci bölümde ise ikinci mertebeden Lagrange fonksiyonlarını detaylı 
inceleyeceğiz. Birinci mertebeden Lagrange fonksiyonları en fazla ikinci dereceden diferansiyel denklem üretebilirler. Daha 
yüksek mertebeden diferensiyel denklemlerin Lagrange formülasyonu için bu klasik yapının dışında, örneğin ikinci merte-
beden türevlere (konum-hız-ivme) bağlı bir Lagrange fonksiyonu ile başarılabilir. Yüksek mertebeden Lagrange formülasyo-
nunun Hamilton analizi için Ostrogradski momentumları kullanılır [8,9]. Burada da momentumların hız ve ivmeden tersinir 
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olarak elde edilebilmesi sorunsalı ile karşılaşılır. Tersinir 
olan momentumlar için Lagrange fonsiyonu Ostrogradski 
anlamında yozlaşmama şartını sağlar ve bu tip örnekler için 
yüksek mertebeden Lagrange ve Hamilton formülasyonları 
denktir. Fakat yozlaşmama şartını sağlamayan durumlar için 
Dirac-Bergmann algoritmasına başvurmak gerekecektir.

Uygun dönüşümler ile ikinci mertebeden bir Lagrange 
fonksiyonu birinci mertebeye indirgenebilir. Bu çalışma-
nın amacı öncelikle uygun dönüşümler ile ikinci mertebe-
den Lagrange fonksiyonlarını birinci mertebeden Lagrange 
fonksiyonuna indirgeme metodlarının bütüncül bir şekilde 
sunmaktır. Bunun için hız değişkeni yeni bir koordinat ola-
rak tanımlanacaktır [10,11]. Bu tanım sayesinde iki ayrı bi-
rinci mertebe Lagrange fonksionu elde etmek mümkündür. 
Diğer bir indiregeme şekli ise ivme değişkenini yeni bir ko-
ordinat olarak tanımlamaktır. Bu literatürde Shmidt metodu 
olarak da geçmektedir [12-14]. Bu çalışmanın diğer bir ilgi 
alanı indirgenmiş Lagrange fonksiyonlarının Legendre dö-
nüşümlerini başararak Hamilton analizlerini sunmaktır. 
Özel olarak çalışmanın ilgi alanı yozlaşmama şartını sağla-
mayan Lagrange fonksiyonları üzerinedir.

Bu hedefler doğrultusunda, çalışma 3 ana bölümden 
oluşturulmuştur. İlk bölümde, yozlaşmama şartını sağlama-
yan birinci mertebe Lagrange fonksiyonlarının Hamilton 
analizi özetlenmiştir. Bu bölümde Dirac-Bergmann algorit-
ması da hatırlatılmıştır. İkinci bölümde esas amacımız olan 
ikinci dereceden Lagrange fonksiyonlarının indirgenmesi ve 
Hamilton analizleri olası 3 farklı durum için verilmiştir. Son 
bölümde ise yozlaşmama şartını sağlamayan ikinci mertebe-
den bir Lagrange teorisi olan Genel Görelilik kuramı içinde 
önemli bir yer tutan ve Chern-Simons terimleri ihtiva eden 
Chiral salınacı modeli çalışılmış, elde edilen teorik sonuçlar 
bu örnek üzerinde detaylı olarak incelenmiştir.

II. BİRİNCİ MERTEBEDEN LAGRANGE DİNAMİĞİ
Bir fiziksel sistemin konfigürasyon uzayı en genel an-

lamda türevlenebilir katman yapısına sahiptir. Türevlene-
bilir katmanların boyutu yerel olarak eş yapılı olduğu öklit 
uzayının boyutu olarak tanımlanır. Boyutu  olan  kat-
manı yerel olarak bir koordinat sistemi  
ile donatılabilir. Fiziksel sistemin hız-faz uzayı ise katma-
nın tanjant demeti ’dir. Tanjant demetleri, katmanın her 
noktasındaki teğet uzaylarının bir bütünüdür. Eğer katman  
boyutlu ise, tanjant demeti  boyutlu bir katmanı verir.  
üzerindeki yerel koordinatlar aracılığıyla  üzerinde koor-
dinat takımı  ile donatılabilir. Burada  pozisyon,  ise 
hız olarak adlandırılabilir.

Lagrange fonksiyonu  tanjant demeti  
üzerinde tanımlanan reel değerli bir fonksiyondur. Etki in-
tegrali

 (1)
başlangıç ve bitiş noktaları sabit olmak üzere, her farklı 

 eğrisi için farklı değerler alır. Bu integralin ekstre-
mum değerlerini bulmak için ise integralin varyasyonu alınır 
ve Hamilton prensibi uygulanır. Sonuç olarak uç değer ve-
ren eğri Euler-Lagrange denklemlerini

(2)
sağlar. Klasik anlamda Lagrange fonksiyonu, çalışılan 

fiziksel sistemin kinetik ve potansiyel enerjilerinin farkı ola-
rak yazılır. Bu özel durumda bir korunumlu sistem için Eu-
ler-Lagrange denklemleri Newton’un ikinci yasasına eşde-
ğerdir.

Euler-Lagrange denklemleri (2) ikinci dereceden denk-
lemlerdir. Bu denklem takımını birinci dereceden bir denk-
lem takımı olarak yazmak için kotanjant demeti üzerindeki 
Hamilton fomülasyonuna geçiş yapmak gerekir. Bu ge-
çiş Legendre dönüşümü olarak adlandırılır. Bir  katmanı 
için kotanjant demeti ,  katmanın her noktasına teğet 
uzayının lineer cebirsel dual uzayı  eşlenerek elde edi-
lir.  katmanı  boyulu iken kotanjant demeti ,  bo-
yutlu bir katmanı verir.  üzerindeki koordinat sistemi 

, pozisyonlar  ve momentumlar  olarak adlan-
dırılabilir.

Kotanjant demetleri üzerinde kanonik simplektik iki 
formlar taşırlar. Simplektik 2-formlar kapalı, ters simetrik 
ve yozlaşmayan iki formlardır.  üzerindeki simplektik 
yapı  yerel koordinat takımı  için  
olarak ifade edilir. Burada  ile gösterilen tensör çarpımının 
ters simetrizasyonu ile elde edilen kama çarpımıdır. Hamil-
ton fonksiyonu,  üzerinde tanımlı reel değerli bir fonk-
siyondur. Simplektik yapı ’nin yozlaşmama özelliği se-
çilen her Hamilton fonsksiyonu için  üzerinde tanımlı 
tek bir vektör alanı tanımlar. Bir Hamilton vektör alanı  
şu şekilde tanımlanır

              (3)
Burada  büzülme operatörü,  ise Hamilton fonk-

siyonu ’nın dış türevidir. Hamilton vektör alanının ta-
nımladığı diferansiyel denklem takımı  fiziksel 
sistemin hareket denklemleridir. Koordinatlar cinsinden Ha-
milton denklemleri

              (4)
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olarak elde edilir. Klasik anlamda bir Hamilton fonksi-
yonu fiziksel sistemin momentumlar cinsiden toplam ener-
jisidir. Bu durumda Hamilton denklemleri (4), Newton’un 
ikinci yasasına eşdeğerdir.

Simplektik iki form , kotanjant demeti  üzerinde 
Poisson çerçevesi tanımlar

 (5)

Poisson çerçevesi  üzerindeki türevlenebilir fonksi-
yonlar uzayı üzerinde tanımlı ters simetrik, Leibnitz ve Ja-
cobi özdeşliklerini sağlayan sağlayan bir işlemdir. Poisson 
çerçevesi cinsinden Hamilton denklemleri

       (6)
olarak yazılır.
Euler-Lagrange denklemleri (2) ve Hamilton denklem-

leri (4) arasındaki ilişki Legendre dönüşümü

   (7)

aracılığıyla elde edilir. Bu dönüşüm ancak Lagrange 
fonksiyonu yozlaşmama şartı

      (8)

sağlandığında bire birdir. Yozlaşmama şartını sağlayan 
Lagrange fonksiyonlarına düzenli Lagrange fonksiyonu di-
yeceğiz. Bu durumda, kapalı fonksiyon teoremi gereğince, 
yerel olarak hız değişkenleri  pozisyonlar ve 
momentumlar cinsinden yazılabilir. Hamilton fonksiyonu

   (9)

olarak tanımlanır ise Hamilton denklemleri (4) Eu-
ler-Lagrange denklemleri (2)’ye dönüşür.

Düzenli olmayan, diğer bir ifade ile yozlaşmama koşu-
lunu sağlamayan, Lagrange fonksiyonu için Lagrange ve 
Hamilton formalizmleri arasında bir geçiş elde elmek bu ka-
dar kolay olamayacaktır. Legendre dönüşümü birebir ve ör-
ten olmadığından,  operatörünün görüntü uzayı kotanjant 
demetinin ancak bir alt katmanı olabilir ve bu durumda tüm 
hız değişkenleri pozisyonlar ve momentumlar cinsinden ya-
zılamaz. Bu durumda Hamilton fonksiyonu (9) kotanjant de-
meti üzerinde iyi tanımlı olamayacaktır. Düzenli olmayan 
Lagrange fonksiyonları için Hamilton formulasyonu geçiş 
için bir yöntem Dirac-Bergmann algortimasıdır.

2.1 Dirac-Bergmann Algoritması
Legendre dönüşümü (7) birebir ve örten olmadığında hız de-
ğişkenleri , pozisyonlar  ve momentumlar  cinsinden ya-
zılamaz ve fakat

   (10)

şeklinde bağıntılar verir. Bu bağıntılar birincil kısıtlar 
olarak adlandırılır ve kotanjant demetinin bir alt uzayını 
oluştururlar [2, 3]. Bu alt uzayda tüm (bütül) Hamilton fonk-
siyonu birincil kısıtların eklenmesiyle elde edilir

  .    (11)

Burada  katsayıları Lagrange çarpanları olarak 
adlandırılır. Bu durumda,  için Hamilton denklemleri (4)

   (12)

denklemlerine dönüşür. Diğer taraftan (6)’da tanımlanan 
Hamilton denklemlerinde birincil kısıt  foksiyonları yer-
leştirilirse  için

  (13)

denklemleri elde edilir, bu denklemlere tutarlılık koşul-
ları denir. Bu denklemlerde eğer  ise, Lag-
range çarpanları  belirlenebilir. Fakat  
ise tutarlılık koşulları ’li terim içermez ve ikincil kısıt 
olarak adlandırılan  ifadeleri elde edilir. İkin-
cil kısıtlar için de tutarlılık koşulları kontrol edilmeli, müm-
künse Lagrange çarpanları belirlenmeli, değilse elde edilen 
yeni kısıtlar (üçüncül, dördüncül v.b.) için tutarlılık koşulla-
rına bakılmalıdır. Bu süreç cebir kapanan kadar devam et-
tirilmelidir. Cebir kapandığında, elde edilen tüm kısıtlar, 
kotanjant demetinin bir alt katmanını, son kısıt katmanını, 
belirler. Bu altkatmanda Hamilton denklemleri tutarlıdır ve 
hareket denklerimini üretirler.

III. İkinci Mertebeden Lagrange Dinamiği ve 
İndirgemeleri
Bir  boyutlu  katmanı için tanjant demeti  pozisyon 

 ve hızlardan  müteşekkildir ve  boyutludur. İkinci 
mertebeden tanjant demeti  ise pozisyon , hız  ve 
ivmeden  oluşur, ve  boyutludur.

Tanjant demeti  tek başına bir katman yapısına sahip 
olduğundan onun da teğet demeti  demeti ta-
nımlanabilir. Burada,  katmanı  boyutlu ise,  katmanı 

,  is  boyutludur. İkinci mertebeden tanjant demeti 
, ikinci tanjant demeti  içine doğal bir yataklan-

maya sahiptir. Yerel koordinatlarda bu yataklanma

   (14)
olarak ifade edilir.
İkinci mertebeden bir Lagrange fonksiyonu 

 ikinci mertebeden tanjant demeti  
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üzerinde tanımlı reel değerli bir fonksiyondur. Bu fonksiyon 
için de etki integrali tanımlanabilir:

     (15)

Bu integral her  için farklı değerler alacaktır. 
Etki integralinin varyasyonunu

   (16)

şeklindedir. Burada  rasgele bir teğet vektörü olarak 
düşünülürse, varyasyonun sıfır değerini alması, diğer bir 
ifade ile etki integralinin uç değere ulaşması için gerek ko-
şul ikinci mertebeden Euler-Lagrange denklemlerinin

      (17)

sağlanması olarak bulunur. Burada dikkat edilmesi gere-
ken ikinci mertebeden Euler-Lagrange denklemleri (17)’nin 
eğer  açık olarak ’ya bağlıysa dördüncü mertebe-
den diferansiyel denklem takımı, eğer  açık olarak 
’a bağlı değil ve fakat ’ya bağlıysa üçüncü mertebeden di-
feransiyel denklem takımı üretmesidir.

3.1. Birinci Mertebeye İndirgeme

3.1.1. Mertebe indirgeme I
 boyutlu konfigürasyon uzayı ’nın koordinatları

      (18)
olarak yeniden adlandırılabilir ve  kısıt-

lardır.
 uzayında Lagrange fonksiyonu ise şu şe-

kilde tanımlanır:

  (19)
burada  Lagrange çarpanıdır ve  ve 

’in fonksiyonudur. (2) de tanımlanan birinci mertebeden Eu-
ler-Lagrange denklemleri  için

      (20)

olarak yazılabilir. (20) denklemleri ikinci dereceden Eu-
ler-Lagrange denklemleri (17)’ ye denktir.

Kotanjant demeti  de eşlenik momentum-
lar

 

şeklinde tanımlanır. Bu durumda momentumların tanı-
mından birincil kısıtlar

                (21)

olarak elde edilir. Hamilton fonksiyonu

(22)
olur. Burada  indisi  ve  değerlerini alır, ve toplama 

uylaşımı kabul edilmiştir. Toplam Hamilton fonksiyonu 
(21)’de tanımlanan birincil kısıtları Hamilton fonksiyonuna 
eklerek tanımlanır:

                (23)

burada  indisi  değerlerini alır ve  lar Lag-
range çarpanlarıdır. Birincil kısıtlar için (13)’de tanımlanan 
tutarlılık koşulları

               (24)

denklemlerini verir. Bu denklemlerden  ve  be-
lirlenebilir fakat ’ yi belirlemek için  kısıtının tutar-
lılık koşulu incelenmelidir.

3.1.2 Mertebe indirgeme II
Bölüm 3.1.1 de verilen birinci mertebeye indirgemeye ek 
olarak  kordinatı  gibi düşünülerek farklı bir Lagrange 
fonksiyonu

           (25)
elde edilebilir. Burada  başka bir Lagrange çarpanı-

dır.  tarafından üretilen Euler-Lagrange denklemleri ise 
şu şekildedir:

   “             (26)
Bu hareket denklemleri de (17)’deki ikinci mertebeden 

Euler-Lagrange denklemlerine denktir.

3.1.3 Schmidt metodu ile birinci mertebeye indirgeme
Bölüm (3.1.1) ve (3.1.2)’de bahsi geçen mertebe indirgeme-
lerinden farklı olarak
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      (27)
yerel kordinat dönüşümleri ile, ’ nin  boyutlu alt 

katmanı

 (28)
şeklinde tanımlanır ve  için ye-

rel harita ikilileri  olur. ’ nun te-
ğet uzayı  de indirgenmiş koordinatlar 

şeklindendir, ve

 (29)
yerel tanımlama ile  teğet uzayı  uzayına izo-

mofiktir.
İkinci derece bir  Lagrange fonksiyonunu ele alalım. 

İvme kordinatı ’ü  ‘ın türevi gibi düşünmek için, 
 teğet demeti üzerinde  yapısı inşa edilir. 

Burada  yerel kordinatları  olan  boyutlu katmandır. 
(29) de verilen izomorfizma ile  de, birinci mer-
tebeden Lagrange fonksiyonu tanımlanabilir:

 (30)

Burada  fonksiyonu  koordinatla-
rına bağımlı olarak secilir. Kolaylıkla görülecektir ki,  ta-
rafından üretilen Euler-Lagrange denklemleri (17)’de veri-
len ikinci derece Euler-Lagrange denklemlerine denktir. Bu 
denklik  matrisinin dejenere olmaması duru-
munda geçerlidir. En basit şekilde  şeklinde alı-
nabilir ve bu durumda Lagrange fonksiyonu

   (31)
şeklinde yazılabilir.

 de eşlenik momentum kordinatları 
 dir, ve söyle hesaplanır:

 (32)
Yukarıdaki denklemlerden, ’ i  

cinsinden çözebiliriz. Fakat  birincil kısıttır. 
Toplam Hamilton fonksiyonu

   (33)
şeklindedir ve birincil kısıtın korunması

  (34)
yeni bir kısıt ’yi verir. Benzer şekilde, ikincil kısıt ola-

rak adlandırılan bu kısıtın korunmasından üçüncül kısıt

   (35)
elde edilir. Eğer Lagrange fonksiyonunun yozlaşmamış 

olduğu kabul edilirse bu noktada Lagrange çarpanı  belir-
lenir ve algoritma sonlanır. Fakat Lagrange fonksiyonu yoz-
laşmış ise Lagrange çarpanını belirlemek için bir kaç adım 
daha devam etmek gerekebilir [4].

IV. CHIRAL SALINAÇI
İki boyutlu Chern-Simons terimlerini içeren, Chiral salınacı 
aşağıda verilen Lagrange fonksiyonu tarafından tanımlanır:

    (36)

Burada  ve  sıfırdan farklı sabitler,  ve  
Levi-Civita sembolüdür, [15,16].

Chiral Lagrange fonksiyou için (17)’ de verilen Eu-
ler-Lagrange denklemleri

       (37)
olarak elde edilir. Bu denklemler 3. Mertebeden olup, bu-

nun sebebi (36)’ de verilen Chiral Lagrange fonksiyonunun 
yozlaşmış olmasıdır. Diğer bir ifade ile yozlaşmama şartı

denkleminin sağlanmamasıdır.

4.1 Mertebe İndirgeme I
Chiral salınaçı için (19)’da tanımlanan birinci mertebeye in-
dirgenmiş Lagrangian

(38)
olur ve burada  Lagrange çarpanıdır. için eşlenik 

momentumlar

    (39)

şeklindedir. Bu momentumlardan  ve ’leri 
çözmek mümkün olmadığı için  denklemindeki gibi ta-
nımlanan birincil kısıtlar
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     (40)

olarak elde edilir. (22) denkleminden Hamilton fonksi-
yonu

     (41)
ve (23) denkleminden de toplam Hamilton fonksiyonu 

şu şekilde tanımlanır:

    (42)

Burada  ve  Lagrange çarpanlarıdır. Birincil 
kısıtlar için (13)’de tanımlanan tutarlılık koşullarından

   (43)

, (44)

   (45)
Lagrange çarpanları

 
olarak belirlenir. Bunların toplam Hamilton fonksiyonu 

 (46)
olarak elde edilir. Hamilton denklemleri ise şu şekilde 

olur:

 

 (47)

Bu hareket denklemlerden  ve ’ de momentum (49) 
de verilen tanımları yazılırsa Euler-Lagrange denklemleri 

(37) elde edilir. Diğer hareket denklemleri ise özdeş olarak 
sağlanır.

4.2 Mertebe İndirgeme II
Benzer şekilde, (25)’de tanımlanan birinci mertebeden alter-
natif Lagrangian, Chiral Lagrange fonksiyonunu  için 
yazılırsa

  (48)
elde edilir,  Lagrange çarpanıdır.  için eşlenik mo-

mentumlar şu şekildedir:

 

    (49)

Bu momentumlardan  çözülebilir:

   (50)

fakat ’ler çözülemez ve birincil kısıtlar  elde 
edilir. Hamilton fonksiyonu

   (51)
ve toplam Hamilton fonksiyonu şu şekilde tanımlanır:

       (52)

burada  Lagrange çarpanlarıdır. Birincil kısıtların 
korunmasından

     (53)
ikincil kısıt  elde edilir. Bu ikincil 

kısıtın korunmasından

 (54)
yeni bir kısıt elde edilir

.
Son olarak bu kısıtın da korunmasından
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       (55)
Lagrange çarpanı  belirlenir. Belirle-

nen  ların toplam Hamilton fonksiyonu  de yazılma-
sıyla

   (56)

elde edilir. Toplam Hamilton fonksiyonu (56)’yi kulla-
narak, Hamilton hareket denklemleri şu şekilde elde edilir:

 

      (57)

 

    (58)
Bu hareket denklemlerinden  ve  de momentumla-

rın tanımları yazılırsa Euler-Lagrange denklemleri (37) elde 
edilir. Diğer denklemler özdeş olarak sağlanır.

4.3 Chiral Lagrange için Schmidt metodu
Chiral salınaç için Lagrange fonksiyonu (3.1.3)’de belirtilen 
yöntem kullanılarak birinci mertebeye indirgenebilir. Bunun 
için  koordinat dönüşümleri ile 
(31)’ de tanımlanan Lagrange fonksiyonu

  (59)
şeklinde yazılabilir. Bu durumda (32)’de tanımlanan eş-

lenik momentum koordinatları

 

     (60)

olarak hesaplanır. Bu momentum tanımlarından  ve  
aşağıdaki şekilde çözülebilir:

 (61)
ve diğer momentum  birincil kısıtlayıcıdır. 

(33)’de tanımlanan toplam Hamilton fonksiyonu

  (62)

şeklindedir ve burada  Lagrange çarpanıdır. Birincil 
kısıtın korunmasından

   (63)
ikincil kısıt

elde edilir. Bu kısıtında korunmasından ise

    (64)
üçüncül kısıt

gelir ve son olarak üçüncül kısıtın korunmasından

    (65)
Lagrange çarpanı

olarak belirlenir ve bu ’ın toplam Hamilton fonksi-
yonu (62)’de yazılmasıyla toplam Hamilton fonksiyonu aşa-
ğıdakı gibi elde edilir:

 (66)
Hamilton fonksiyonu (66)’yı kullanarak Hamilton denk-

lemleri

 (67)

  (68)

   (69)

  (70)

    (71)

  (72)
olarak elde edilir. Bunlardan (70) denkleminde  nin ta-

nımı yazılırsa Euler-Lagrange denklemi (37) elde edilir.
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IV. SONUÇ VE DEĞERLENDİRME
Bu çalışma en genel ikinci mertebe Lagrange fonksiyonla-
rının (yozlaşmama şartı aramadan) birinci mertebeye indir-
genmeleri ve Hamilton analizlerini sunmuştur. İndirgeme 
süreci 3 farklı yöntemle yapılıp karşılaştırılmıştır. Örnek 
olarak ise Chiral salınacı verilmiştir.
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