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ÖZET

Bu çalışmada ki-kare testinin teorik yapısı ve uygulamaları ayrıntılı olarak incelenmiştir.
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ON THE CHI-SQUARE TEST

ABSTRACT
In this study,  theory of chi-square tests and its applications are examined in detail.
Key Words: Chi-Square Test, Quantitative Data, Qualitative Data, Independent Observation, Dependent Observation.
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1.GİRİŞ

Ki-kare testi, gözlenen frekanslar(G) ile bek-lenen frekanslar(B) arasındaki farkın istatistik ola-rak anlamlı olup olmadığı temeline dayanır. 

Ki-kare testinde, niteliksel olarak belirtilen veriler kullanılır. Ayrıca, ölçümle belirtilen sürekli değişkenler de belli bir dereceden az veya çok ola-rak nitelendirilerek ki-kare testi uygulanabilir. Veri-ler, oranlar veya yüzdelikler olarak ifade edilmişse testin uygulanması mümkün değildir.

Ki-kare testi, serbestlik derecesi (sd) ile ka-rakterize edilir. Dağılımın ortalaması sd’ye ve var-yansı ise sd’nin iki katına eşittir. Ki-kare değerleri,  sıfır ile artı sonsuz arasında değerler alır. Dağılım; küçük sd’lerinde basık olmasına rağmen sd arttıkça normal dağılıma yaklaşır. Ki-kare dağılımı, sürekli bir dağılımdır.

Ki-kare dağılımı, genellikle iki bağımsız ni-teliksel kriteri test etmek için kullanılır. Sıfır hipote-zi (H0), iki kriterin bağımsız olduğunu; araştırma hipotezi(HA) ise, iki kriterin arasında ilişki olduğunu ifade eder.

İki nitel değişkene ait gözlemler, rastgele n hacimli bir örnekle ele alınsın. Bir gözlemin seçimi, diğer gözlemin seçimini etkilemediği için gözlem-lerin bağımsız olduğu söylenebilir. Söz konusu veriler, Tablo1’de belirtildiği üzere çapraz kategori-lere dağılmış olsun.

              Tablo 1: İki nitel değişkenin bağımsız gözlemlerinin sınıflandırılması

	
	İkinci sınıflandırma kriteri
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Tablo 1’de her bir hücredeki G’lerin yanısıra H0’ın doğru olduğu varsayımı altında B’ler

Bij = 
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ifadesiyle hesaplanır. B’ler, bir deneyde belli bir ta-nıma göre gerçekleştirilmesi muhtemel olan fre-kanslardır. Tablo 1’de verilen G’lerle, (1.1)’de he-saplanan B’ler karşılaştırılır. Eğer B ile G arasındaki farklar küçük ise, hesaplanacak olan ki-kare değeri küçük olacak ve H0 red edilmeyecektir. Eğer söz ko-nusu farklar büyük ise, kriterler arasında bağım-sızlığı ifade eden H0 red edilecektir. Hesapla elde edilen ki-kare değeri(
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ise H0 red edilecektir. Aksi halde, H0 kabul edile-cektir. 
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 değeri, saptanan yanılma olasılığı (
[image: image12.wmf]a

) ve sd’ye göre ki-kare tablolarından bulunur. Burada 
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ve sd,

sd = (r-1)(c-1)                                                     (1.4)                                                                   

eşitlikleri ile verilir [1]. Ki-kare testinde red bölgesi genellikle, sağ kuyrukta ve tek taraflı olarak uygulanmaktadır. Fakat varyans için ki-kare testinde eğer çift taraflı veya sol kuyrukta ve tek taraflı HA söz konusu ise çift taraflı veya sol kuyrukta ve tek taraflı red bölgesi uygulanır.  Varyansla ilgili aralık tahmininde de çift taraflı ki-kare güven sınırları kullanılır.

2.KULLANILDIĞI YERLER

Ki-kare testi genellikle,
a) İki veya daha çok grup arasında fark olup olma-dığının testinde, 

b) İki değişken arasında bağ olup olmadığının tes-tinde,

c) Gruplar arası homojenlik testinde,

d) Örneklemden elde edilen dağılımın istenen bir teorik dağılıma uyup uymadığının testinde(Uyum iyiliği testinde),

e) Varyans için ki-kare testinde, 

f) Varyansla ilgili aralık tahmininde,

g) Kontenjans katsayısının hesabında kullanılır.

Şimdi bu kullanımlarla ilgili testleri açıklayalım.

2.1. BAĞIMSIZLIK TESTİ

Nitel iki değişken arasında istatistiksel olarak anlamlı bir ilişki olup olmadığı ki-kare testi ile araştırılabilir. H0’da ilişkinin olmadığı, bağımsızlığın olduğu; HA’da ise ilişkinin olduğu, bağımsızlığın olmadığı iddia edilir.

Test istatistiğinin hesaplanabilmesi için B’ler bulunur. Test istatistiği, (1.3) ve sd, (1.4)’e göre he-saplanır. Eğer, (1.2) sağlanıyorsa H0  red edilir.

2.2.HOMOJENLİK TESTİ
İki örneklemin aynı kategoriler açısından ho-mojen olup olmadıkları ki-kare testi ile test edile-bilir. H0’da örneklemlerin homojen olduğu, HA’da ise homojen olmadıkları iddia edilir. Testin  diğer aşamaları, 2.1’deki gibidir.

2.3.UYGUNLUK TESTİ

Uygunluk testinde, gözlenen bir değişkenin beklenen bir dağılıma uygunluğu veya gözlenen iki değişkenin aynı dağılıma sahip olup olmadığı araş-tırılır. H0’da söz konusu dağılıma uygunluğu, HA’da ise uygun olmadığı iddia edilir [2].

Uygunluk testinde G’ler, k sınıftan oluşan tek bir satır veya tek bir sütun halinde verilir. G’lere karşılık gelen B’lerde, tabiatıyla k sınıf içeren ayrı bir satır veya sütun oluşturur. Böylece veriler, tek bir satır veya sütundaki k tane elemandan oluşur. Bu nedenle (1.3) ifadesi,
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olarak yazılır. Burada Bj’ler, H0’da iddia edilen dağılıma ait değerlerdir. Bu testte satır veya sütun toplamı bir kısıt oluşturduğundan sd,

sd=k-1                                                              (2.3.2)

olur. Eğer örneklemden ayrıca bazı parametreler tahmin ediliyorsa her bir parametre tahmini yeni bir kısıt oluşturacağından m tane parametre tahmin edilmişse sd,

sd=k-m-1                                                          (2.3.3)

olarak ifade edilir. Buna göre mesela, düzgün dağı-lım ve binom dağılımda m=0 alınır. Ayrıca binom dağılımında p ve poisson dağılımında 
[image: image19.wmf]l

, örnekten tahmin ediliyorsa m=1 ve normal dağılımda orta-lama ve standart sapma, örnekten tahmin ediliyorsa m=2 olarak alınır [3].Testin diğer aşamaları, 2.1’ deki gibidir.

2.4.VARYANS İÇİN Kİ-KARE TESTİ
Anakütle varyansı ile ilgili hipotez testi söz konusu olduğunda, örnek varyansı test istatistiği olarak kullanılabilir. Buna göre test istatistiği,
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şeklinde hesaplanır. Burada n, örnek hacmini; s2, ör-nek varyansını ve 
[image: image22.wmf]2
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 ise H0’ın ışığı altında ana-kütle varyansını gösterir. Örneklemin normal dağılı-ma sahip anakütleden geldiği varsayılırsa (2.4.1) ile tanımlanan istatistiğin örnekleme dağılımı, ki-kare dağılımına yaklaşır. Burada sd,
sd=n-1                                                              (2.4.2)   

olarak belirlenir. Hipotezler,
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HA : 
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şeklinde ise ki-kare tablosundan 
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değerleri bulunur ve (2.4.1) ile karşı-laştırılır. Eğer,
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ise H0 kabul edilir. Aksi halde,  H0 red edilir. Burada eğer hipotezler,

H0 : 
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HA : 
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şeklinde ve
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ise H0  kabul veya hipotezler,
H0 : 
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HA : 
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 ise H0 kabul edilecektir [4].Yukarıdaki (2.4.5) ve (2.4.6), sırasıyla tek taraflı sol kuyruk testinin hipo-tezleri ve H0’ın kabul bölgesi, (2.4.7) ve (2.4.8) ise sırasıyla tek taraflı sağ kuyruk testinin hipotezleri ve H0’ın kabul bölgesidir.

2.5.VARYANS İLE İLGİLİ ARALIK TAHMİNİ
Örnek veriler toplanıp s2 hesaplandıktan sonra, anakütle varyansıyla ilgili olarak aralık tah-mini yapmak mümkün olur.
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’nin bilinmediğini ve s2 ’nin değerinin bilindiğini kabul edilirse anakütle varyansı için güven sınırları,
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              (2.5.1)                       

şeklinde ifade edilir. Burada sd, 

sd =n-1                                                             (2.5.2)

şeklinde verilir. Ayrıca,
L = 
[image: image42.wmf]2
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ve

U = 1- L                                                           (2.5.4)

eşitlikleri mevcuttur. Burada güven seviyesi, sapta-nan doğruluk olasılığıdır.

2.6.KONTENJANS KATSAYISI

Kontenjans katsayısı, iki nitel değişken ara-sındaki ilişkinin derecesini veren bir istatistiksel araçtır. C ile gösterilen kontenjans katsayısı, Tablo 1’den hesaplanan ki-kare değeri  ve n, toplam G’leri göstermek üzere
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şeklinde ifade edilmektedir. Ki-kare değeri, 0 oldu-ğunda C’de minimum değeri olan 0’ı alır. Teorik olarak, C için
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eşitsizliği ifade edilmektedir. Uygulamalarda, C’nin maksimum değerine ulaşılmaz. 
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Boyutlu kare kontenjans tablosu için kontenjans katsayısının maksimum değeri,
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ile hesaplanmaktadır. Uygulamada, herhangi bir kontenjans tablosu için hesaplanan C’nin kuvvetlilik derecesi, (2.6.3) ile mukayese edilerek ilişkinin de-recesi yorumlanır. Boyutları eşit olmayan dikdört-gensel kontenjans tablolarına ilişkin katsayılar için bu şekilde özel bir maksimum hesaplanamamaktadır [5].

3.UYGULANDIĞI DÜZENLER

Ki-kare testinde incelenen değişken sayısı ve her değişkenin düzey sayısına göre değişik düzenler vardır. Şimdi bu düzenleri açıklayalım. 

3.1.DÖRT GÖZLÜ DÜZEN 
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)

düzeni

2

2

´

:
İncelenen değişkenin ikiside nitelik halinde sınıflandırılır ve ikili çapraz tablo haline getirilir. Ki-kare testinde, hücrelerdeki B’lerin çok küçük ol-maması istenir. Ancak söz konusu B’ler, belirli bir sayıdan küçükse testin kullanılmaması belirtilmek-tedir. Bu düzende, ki-kare testinin sağlıklı olarak uygulanması için aşağıdaki durumların gözönünde bulundurulması gereklidir. 
a) n
[image: image48.wmf]>

40 olduğunda süreklilik için düzeltilmiş ki-kare testi kullanılmalıdır.

b) n, 20 ve 30 arasında ve bütün B’ler 5 veya daha fazla ise ki-kare testi için süreklilik için düzeltilmiş ki-kare testi kullanılmalıdır. Eğer en küçük B, 5’ten küçük ise Fisher kesin ki-kare testi kullanılmalıdır.

c) n
[image: image49.wmf]<

20 olduğu her durumda, Fisher kesin ki-kare testi kullanılmalıdır.

d) Birçok istatistik uzmanı, hesaplanan ki-kare de-ğeri ile teorik ki-kare değeri arasındaki farkı indir-gemek amacıyla dört gözlü düzenlerde genellikle Yates düzeltmesinin yapılmasının gerektiğine inanmaktadırlar.    

Şimdi, yukarıda adı geçen ki-kare testlerini verelim.

3.1.1.Ki-Kare Testinde Düzeltme (Yates Düzelt-mesi): Ki-kare dağılımı sürekli bir dağılımdır. Oysa, kesikli değişkenlere de ki-kare testi uygulanmak-tadır. Bu durumda süreklilik için verilerin düzeltil-mesi gerekir. Süreklilik varsayımının sağlanması için her bir hücreye düşen B’lerin en az 5 olması gerekir. Herhangi bir hücrede bu sağlanmadığı taktirde bunun düzeltilmesi için iki yol vardır.
a) Uygun satırları veya sütunları birleştirme,

b) Yates düzeltilmesini uygulama.

Burada, Yates düzeltmesi yapılırsa ki-kare değeri için
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ifadesi kullanılır. 
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ifadesi veya B’lere ihtiyaç duyulmadan daha kolay bir şekilde, 
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eşitliğiyle bulunur. Burada sd,

sd = 1                                                            (3.1.1.4)

ifadesiyle verilir. Karar ise, (1.2)’ye göre verilir.
Yates düzeltmesi, hesaplanan ki-kare değeri-ni küçülttüğü için H0’ın red edilmesini yani, önemli sonuçlar elde etmeyi azaltmaktadır. Dört gözlü dü-zenlerde genellikle, Yates düzeltmesi yapılır. An-cak, gözlerde 25’ten küçük G varsa Yates düzel-tmesi mutlaka yapılmalıdır. Çok gözlü düzenlerde, Yates düzeltmesi yapılmaz [6].

3.1.2.Fisher kesin ki-kare testi: Dört gözlü düzen-lerde gözlerin herhangi birisinde B, 5’den küçük ise ki-kare dağılımı çarpık ve kesikli olur. Bu durumda, Fisher kesin ki-kare testi uygulanır. Ayrıca, çapraz tabloda toplam gözlem sayısı 
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 olduğu her durumda Fisher kesin ki-kare testinin kullanılması gerekir. Tablo incelenerek gözlerdeki en küçük frekans seçilir ve sıfır oluncaya kadar her seferinde 1 eksiltilerek yeni tablolar elde edilir. Bu işlemler yapılırken satır ve sütun toplamları değiştirilmez. Bu nedenle en küçük frekans bir eksiltilirken diğer gözlerdeki frekansların bazıları 1 eksiltilir, bazıları 1 artırılır. Böylece, biri ana tablo olmak üzere En küçük frekans + 1 (3.1.2.1) tane tablo elde edilir. Kesin ki-kare testinde hesaplanacak değer, ki-kare değeri değil direkt olarak 
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 ile karşılaştırılacak olan olasılık değeri olan p’dir ve
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ifadesiyle hesaplanır. Hesaplamada bulunan p, 
[image: image57.wmf]a

’dan büyükse H0 kabul aksi halde H0 red edilir.

3.2.ÇOK GÖZLÜ DÜZENLER 
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İncelenen değişkenlerin birisi, iki nitelik ha-linde diğeri de ikiden çok nitelik halinde veya iki değişkende, ikiden çok nitelik halinde sınıflandırılır ve çapraz tablo haline getirilir. Ancak dört gözlü dü-zenlerde H0’ın red veya kabul edilme durumuna göre hemen yorum yapılabilir. Fakat çok gözlü düzenlerde, H0 red edilirse farklılığın hangi gruptan kaynaklandığını bulmak için ileri analiz yapmak gerekir. Bu nedenle ki-kare değeri büyük olan grup, tablodan çıkartılarak geri kalan gruplar arasında test yapılır. Eğer geriye kalan grupların farksız olduğuna karar verilirse yani H0  kabul edilirse atılan grubun farklı olduğu söylenir ve bundan sonrada, “Hangi grup seçilmelidir?” sorusuna cevap aranır. Bunun içinde irdelenen her bir grubun frekans yüzdeleri hesaplanarak,“Atılan grubun mu yoksa geriye kalan gruplardan herhangi birisi mi seçilmelidir?”sorusuna cevap verilebilir. Eğer, ki-kare değeri büyük olan grup atıldıktan sonra geriye kalan gruplar için test yapıldığında H0 red edilirse yukarıda açıklanan düşünce benzer şekilde devam ettirilir.
Demek ki çok gözlü düzenlerde test sonu-cunda gruplar arasında fark bulunduğu zaman he-men yoruma gitmenin sakıncalı olacağı ve farklılı-ğın nereden ileri geldiğini araştırmak gerekir. İleri analiz yapmadan sonucu yorumlamak, araştırmacıyı yanlış kanıya götürebilir. Bu nedenle, ilk test sonucunda varılan karar yanlış olabilir. Testi farklı çıkaran faktörlerin mutlaka aranmasının en azından yüzdelerine bakılmasının, doğru yoruma varabilmek için gerekli olduğu unutulmamalıdır.
Çok gözlü düzenlerde, ki-kare testinin sağlık-lı uygulanabilmesi için B’lerin küçük olmaması ge-rekir. Testlerden elde edilen sonuçların doğruluğunu sağlayabilmek için bu koşulların yerine getirilmesi gerekir. Aksi takdirde, testten elde edilen sonuçların güvenirliği sağlanmaz.
Çok gözlü düzenlerde testin kullanılabilmesi için, hücrelerin %20’den fazlasında 5’den ve her-hangi bir hücrede 1’den az B olmamalıdır. Eğer bu varsayım yerine getirilemiyorsa araştırmacı, tablo-daki satır veya sütunlardan bazılarını birleştirerek söz konusu varsayımı sağlamalıdır. Uygun satır ve sütunlar birleştirildikten sonra varsayımlar yerine getirilemiyorsa çözümleme yapılabilir. Bunun için-de genellikle tavsiye edilen, araştırmacının örnek hacim olan n’yi büyük tutmasıdır [7]. 

3.3.TEK DEĞİŞKENLİ DÜZENLER: 
Bazı durumlarda, incelenen değişkenin sa-dece bir özelliği bilinir. Böyle durumlarda, bilinen özelliğin değişik durum veya zamanlarda farklılık gösterip göstermediği araştırılır. Ki-kare testinin tek değişkenli düzenlerde uygulanabilmesi için oluştu-rulan kategoriler, iki veya daha fazla olmalıdır. Ayrıca örneklerden elde edilen dağılımın herhangi bir teorik dağılıma uygunluk gösterip göstermediği de aynı şekilde test edilebilir.
Tek değişkenli düzenlerde, ki-kare testinin sağlıklı uygulanılması için sd, 1’e eşit ise yani, kate-gori sayısı k=2 ise B’lerin her biri en az 5 olmalıdır.  sd
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1 olduğunda yani, k
[image: image60.wmf]>

2 ise testin kullanılabil-mesi için hücrelerin % 20’den fazlasında 5’den ve herhangi bir hücrede B’nin 1’den az olmaması gerekir.

4.VARSAYIMLAR


Ki-kare testinin doğru kullanılabilmesi için çok önemli iki temel varsayımın kullanıcılarca iyi bilinmesi gerekir. Bu varsayımlar şunlardır;
i)  Gruplar birbirinden bağımsız olmalıdır. Bağımlı gruplara, normal ki-kare testi uygulanamaz. Bu gruplar için, ki-kare testi ayrı bir yöntemle yapılır.

ii)  Ki-kare dağılımı, sürekli bir dağılımdır. B’lerden herhangi biri 5’den küçük ise dağılım kesikli ve çarpık olur. Bu yüzden, test sonucunda elde edilen ki-kare değeri, ki-kare dağılımına uygunluk göstermez. Böyle bir durumda;

a) 2
[image: image61.wmf]´

2 düzenlerinde, Fisher kesin ki-kare testi uygulanır. 

b) 2
[image: image62.wmf]´

c veya r
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2 düzenlerinde, ki-kare testi uygu-lanmak isteniyorsa satır veya sütunlar birleştirilerek 5’den küçük değerin ortadan kaldırılmasına çalışılır. Bu mümkün olmazsa Kolmogorov-Smirnov testi uygulanır.

c) İlgili yazarlar r
[image: image64.wmf]´

c düzenlerinde, 5’den küçük B’nin testin sonucunu büyük oranda etkilemeye-ceğini belirtmektedirler. Satır veya sütunların birleş-tirilerek 5’ten küçük değerin ortadan kaldırılması daha uygun olur.

Şimdi, burada adı geçen fakat daha önceden vermediğimiz  ki-kare testlerini verelim.

4.1. BAĞIMLI GRUPLARDA Kİ-KARE TESTİ: 
Bu test, nitelik olarak belirtilen bir değişken yönünden aynı bireyden değişik zaman veya durum-da elde edilen iki gözlemin farklı olup olmadığını test etmek için kullanılır. Burada dikkat edilecek noktalar şunlardır;

a) Aynı bireyler üzerinde iki kez gözlem yapıl-maktadır. Bu nedenle gruplar, bağımsız değildir.
b) Bu gruplar arasında farklı olup olmadığı test edilen değişken, sayımla belirtilen niteliksel bir ka-rakterdir.
c) Bu test, sadece 4 gözlü düzenlerde uygulanabilir.

Bağımlı durumlarda, söz konusu testin uygu-lanması gerekirken çoğu kez bunun yerine, yanlış olarak bağımsız gruplardaki ki-kare testi uygulan-maktadır. Bu yanlışlığın yapılmaması için bu tür araştırmalarda verilerin, söz konusu değişik zaman veya durumlarda işleme tabi tutulup tutulmadığı işaretlenmelidir. Bundan dolayı, herhangi bir zaman veya durumda kaç tane veriye işlem yapıldığı veya yapılmadığı kolaylıkla tespit edilir. Bu durumlar için hesaplanacak ki-kare değeri,
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şeklinde ifade edilir. Burada G21 ve G12, tabloda birbirine ters durumda olan gözlerdeki frekans de-ğerleridir. Bazen ters durumdaki gözler, tablonun yapım şekline göre G11 ve G22’ye denk gelebilir. Bu durumda, (4.1.1)’de G21 ve G12 yerine G11 ve G22 kullanılır. Burada sd,

sd = 1                                                               (4.1.2)

olarak belirlenir. Karar, (1.2)’ye göre verilir.

4.2. KOLMOGOROV-SMİRNOV İKİ ÖRNEK TESTİ: 
Herhangi bir değişken yönünden birbirinden bağımsız iki grubun dağılımlarının benzer olup ol-madığını başka bir deyişle bu iki grubun aynı ana-kütleden veya aynı dağılıma sahip değişik iki anakütleden çekilip çekilmediğini test etmek için kullanılan bir yöntemdir.
Kolmogorov-Smirnov testi ile herhangi bir değişken yönünden iki grup karşılaştırılabilir. Grup sayısı, 2’den çok olursa bu test kullanılmaz. Bu test, gözlerdeki küçük frekanslardan etkilenmez. Bu ne-denle r
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2 ve 2
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c düzenlerinde, gözlerin herhangi birisinde 5’den küçük B’ler varsa ki-kare testi yerine Kolmogorov-Smirnov testi uygulanabilir.
Kolmogorov-Smirnov testinde, incelenen de-ğişkenin ayrıntılı olarak sınıflandırılması testin gü-cünü arttırır. Yani, alt gruplar ne kadar fazla ise test sonucu o kadar duyarlı olur.
Kolmogorov-Smirnov testinde işlemler, her iki grubun birikimli dağılımları üzerinde yapılır. Eğer, iki grup aynı anakütleden veya aynı dağılıma sahip ayrı anakütlelerden çekilmiş ise bu iki grubun birikimli dağılımlarınında benzer olması gerekir.
Bu testte, gözlem sayısı 40’dan büyük veya küçükse ve hipotez testleri çift taraflı veya tek taraflı ise ayrı işlemler yapılır. Şimdi, bunları açıklayalım.

4.2.1. Her iki gruptaki gözlem sayısı 40’dan bü-yük olduğunda: Hesaplanan birikimli yüzdeler arasındaki farkın mutlak değerinin en büyüğü, bize gözlenen D değerini verir. Beklenen D değeri, hipotez çift taraflı ise
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ile ifade edilir. Burada K, saptanan yanılma ola-sılığındaki tablo değeridir. Bu durumda karar için, beklenen D ile gözlenen D karşılaştırılır. Hipotez, tek taraflı ise
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değeri hesaplanır. Karar, (1.2)’ye göre verilir. Kolmogorov-Smirnov testinde sd, 

sd = 2                                                            (4.2.1.3)

olarak alınır.

4.2.2. Her iki gruptaki gözlem sayısı 40 veya da-ha az ve birbirine eşitse: Gözlem sayıları, 40 veya daha az olduğunda her iki grupta aynı sayıda gözlem olmalıdır. Aksi halde, bu test uygulanmaz. Söz konusu testin uygulanması için birikimli frekanslar arasındaki farkların en büyüğü, gözlenen D değerini verir. Beklenen D değeri ise, n1 = n2 = n ve 
[image: image70.wmf]a

’ya göre ilgili tablodan bakılarak bulunur [8]. Karar için, beklenen D ile gözlenen D değerleri mukayese edilir.  
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