Dicle Universitesi ~>
Ziya Gokalp Egitim Fakiiltesi Dergisi Qf\
QI

Dicle University
Journal of Ziya Gokalp Faculty of Education

sene

S

Matematik Egitiminde Sézsiiz Ispatlar: Kuramsal Bir Caligma

Kiibra POLAT!, Handan DEMIRCIOGLU?2

Y Arastirma Girevlisi, Cumburiyet Universitesi, kubraapolaat@hotmail.com.tr

2 Yardimer Dogent Doktor, Cumburiyet Universitesi, handandemirciooln@gmail.com

Gelis Tarihi/Received: 18.11.2015 Kabul Tarihi/Accepted: 12.8.2016 e-Yayim/e-Printed: 17.10.2016

DOTI: http://dx.doi.org/10.14582/ DUZGEF.686

oz

Bu calismada matematik egitiminde ispat ve s6zsiiz ispat kavramlarinin roli ve énemi tizerine odaklanilmustir. S6zstiz ispatlar; gercek
ispatlar olarak kabul edilemeyecek fakat 6zel bir ifadenin nicin dogru oldugunu hatta bir matematiksel ifadenin dogrulugunu
ispatlarken nasil ele alinacaginin goriilmesine yardimer olacak diyagram veya resimler olarak tanimlanmaktadir. S6zstiz ispatlarin
gercek ispatlar olup olmadigina dair tartismalarin olmastyla beraber s6zsliz ispatlara yonelik kullanilan ifadelerde de ortak bir goris
bulunmamaktadir. S6zstiz ispatlarin gercek ispatlar olup olmadigina yonelik tartigmalara ragmen s6zstz ispatlar gerek matematik
gerekse matematik egitimi icin 6nemli araclar olarak gérilmektedir. Bu calismada s6zstz ispatlarda 6nemli bir yere sahip olan
gorsellestirme ve ispatin birbiri ile iliskileri incelenmistir. Bu amag dogrultusunda gorsellestirmenin, matematiksel ispatin ve sézstiz
ispatin tanimi, matematik egitimindeki roldi, amact ve matematik mifredatindaki ispatin roliine iliskin aciklama ve tartismalara yer
verilmistir. Ayrica ¢alismada s6zsliz ispat 6rneklerine ve sozsiiz ispatlarin ustiin ve zayif yonlerine deginilerek sbzstiz ispatlar
kuramsal olarak ele alinmistir. Ayrica s6zsiiz ispatlatla gorsellestirme arasindaki iliski incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Tspat, gorsellestirme, sézsiiz ispat, matematik égretimi

Proof Without Words in Mathematics Education: A Theoretical Study

ABSTRACT

This study focused on the role and importance of the concept of mathematical proof and proof without words in mathematics
teaching. ““ Proof without words” are pictures or diagrams that help the observer see why a particular statemant may be true and
also to see how one might begin to go about proving it true. There are discussions on whether “Proof without words” is real or
not. There is not common view in the literatiire on expressions which ise used for “Proof without words”. However, proof or not
proof, “Proof without words” are valuable tools in mathematics, expecially in teaching. It was also investigated the relationship
between visualization and proof without words. For this purpose, explanations and discussions such as what is the definition of the
concept of visualization, mathematical proof and proof without words, its aims, and its role in the mathematics curriculum were
included in the context of this paper. Also, in this study there are examples of proof without words and we offered advantage and
disadvantage of “Proof without words” in theoretical framework.

Keywords: Proof, visualization, proof without words, mathematics teaching

1. GIRIS

Matematikte ve matematik egitiminde ispatin rolii ve 6nemi yadsinamazken ve bu dogrultuda egitim
hayatlar1 boyunca 6grenciler ispatlar ile karst karsiya getirilmelerine ragmen ispat her dénemde zorlanilan bir
konu olmustur (Jones, 2000). Yeni reformlar dogrultusunda 6gretmenlerden Sgrencileri icin ispatla ilgili zengin
ogrenme ortamlart ve firsatlart sunmalart beklenmektedir (Knuth, 2002a). Yeni matematik egitim programina
gbre Ogrencilere kazandirlmast istenen matematiksel siire¢ becerilerinden matematiksel akil yiriitme ile
matematiksel dogrulama sitirecinde timevarimi ve timdengelimi etkin olarak kullanabilme ve matematiksel bir
Onermeyl ispatlama strecinde en uygun ispat yontemini se¢me (Milli Egitim Bakanlhgr [MEB], 2013)

davranislarin gelistirilmesi hedeflenmistir.
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Ayrica NCTM’nin bes siire¢ standardindan biri ispat yontemlerini ve akil yiiriitme tiplerini se¢mektir
(NCTM, 2000). Gelecegin 6gretmenlerinin farkls ispatlart bilmeleri ve kendisi i¢in bu tiir ispatlar yapmalari ve
de Ggrenciye yansitabilmek icin bunlart 6grenmesi bir gerekliliktir (Almeida, 1996). Bu calisma kapsaminda
Ogrenciler icin alternatif veya formal ispatlari desteklemek icin bir ispat yontemi olarak sunulabilecek olan

sOzsliz ispat kuramsal bir ¢ercevede sunulmaya calistimistir.

1.1. Matematiksel Ispat

Ispat, yaygin anlamiyla bir yargi, sav ya da sonucun dogrulugunu yeterli kanit gostererek kabul ettirme
¢abasidir (Yildirim, 2012). Hanna (1991) ispati, bir ifadeyi gegerli kilmak icin gerekli olan, ikna edici oldugu
stirece cesitli formlarda sunulabilen bir tartisma olarak tanimlamigtir.

Ispat kavramint matematige Antik Yunanlilar getirmistir. Ispatin ilk kullanimi genellikle M.O 6. yiizyilda
yasamis Miletli Thales’e dayandirilmaktadir. 3. Yizyilda Euclid, geometride aksiyomlara dayalt ispat kavramini
getirmigtir. Giiniimiizde ise pir matematigin bitiin branslarinda aksiyomlara dayali ispat kullanilmaktadir.
Sezgi, deney hatta oyun, matematiksel ¢evrede kesinlik kadar Snemlidir. Ciinkil sezgilerimiz ispatlamaya
calisacagimiz yeni sonuclara karar vermemizi saglar. Sezgi ve formal kesinlik arasindaki iliski 6nemsiz bir
mesele degildir (Bloch, 2011). Bell (1976), ispatt bir 6nermenin dogrulugunu gegerli kilmak veya dogrulama,
aciklama ve sistematiklestirme olmak tizere Gi¢ boyutta incelemistir ve iyi bir ispattan bir dnermenin neden
dogru olduguna dair bir 6ngdrii tasimasinin gerekliliginden s6z etmistir. Benzer sekilde Hanna (2000) iyi bir
ispattn hem teoremin anlamint anlamamiza hem de teoremin ni¢in dogru oldugunu anlamamiza yardimci
olmasi gerektigini belirtmistir.

Kayagil (2012) bir ispatin iki sekilde yapilabilecegini belirtmistir, ilki bir ifadenin dogrulugunun gésterimi,
digeri ise bir ifadenin neden dogru oldugunun agiklanmast seklindedir. Yani matematiksel ispat hem ikna
edicidir hem de agiklayicidir. Matematik arastirmalarinda ispatin ilk rolil ikna edici olmastyken sinifta veya
fakiilte seviyesindeki ilk rolii agiklayict olmasidir (Hersh, 1993).

Ispat ile ilgili yurt icinde ve yurt disinda ¢ok fazla calisma vardir. Bu caligmalar incelendiginde,
calismalarin ilkégretim, ortadgretim Ggrencilerinin yani sira matematik 6gretmeni adaylarinin ve matematik
ogretmenlerinin ispatlama ile ilgili yasantilarini, ispat becerilerini ve geometrik ispat becerilerini etkileyecek
unsurlart ve cesitli ispat yontemine yonelik ispatlama becerilerini ortaya ¢ikarmaya yonelik oldugu
gorilmektedir (Aylar, 2014; Keskin, Akbaba Dag & Altun, 2013; Jones, 2000; Knuth, 2002a; 2002b; Kayagil,
2012; Arslan & Yildiz, 2010; Gokkurt & Soylu, 2014; 1skenderoglu & Baki, 2011; Simsek E., Simsek A. &
Dindar, 2013; Yimaz, 2015). Yapilan arastirmalarla Bunlara ek olarak gorsellestirme ve ispat ile ilgili

calismalar da (Doruk & Giiler, 2014; Tekin & Konyalioglu, 2010) mevcuttur.

1.2. Gérsellegtirme ve Ispat

Gorsellestirmenin matematige ve matematik egitimine katkisindan 6tiirii gorsellestirmenin epistemolojik
dogasini ortaya ctkarabilmek icin pek ¢ok soru ortaya ¢tkmistir ve nihayetinde bu sorulara cevap bulabilmek
icin bir¢ok arastirma yapilmistir ve yapilmaya devam etmektedir (Hanna & Sidoli, 2007). Bu bdélimde
matematiksel ispatin bazi yonlerinde faydali oldugu disiinilen gorsellestirmenin nasil kullanidabilecegine
deginilmistir.

Gorsellestirme  zihinden geometri yapma, sekillerin zihinsel gbrintllerini olusturma ve hayalinde
goruntiler tizerinde ¢alismayr (farkl perspektiften nasil goriinecegi ve cesitli dontstimlerin sonuglarint tahmin
etmeyi) icermekle beraber iki ve ti¢ boyutlularin zihinsel koordinasyonunu kapsamaktadir. Bir sekil hakkinda
zihnen dustinmeyi, sekli zihinsel olarak déniistirme ve manipile etmeyi gerektiren herhangi bir etkinlik
ogrencilerin gorsellestirme becerilerinin gelisimine katkida bulunacaktr (Van De Walle, 2014).

Diyagramlar ve diger gbrsel sunumlar matematigin her alaninda her daim kullanilmistir. Herhangi bir
teoremin ispatinda gorsel sunumlar sezgisel olarak yardimct olarak teoremin ispatina girmislerdir. Boylelikle

sadece bir teoremi ve onun ispattnt anlamayi kolaylastirmakla kalmamis ayni zamanda sik sik ispatin
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yapilandirilmasi i¢in yol gosterip ispat icin ilham vermislerdir. Ancak son 20 yildir gorsel sunumlar geleneksel
ispatlar icin alternatif olarak disiiniilmeye baslamustir. Bugiin hala ispatta gbrsel sunumlarin rolii tizerine pek
cok ihtilaf vardir ve pek ¢ok arastirma halen yapilmaktadir. Bu ihtilaflara ragmen pek ¢ok arastirmaci
resimlerin, diger gorsel sunumlarin sinirlt olsa bile faydalt oldugunu ileri stirmektedir (Hanna & Sidoli, 2007).
Gorsellestirmenin  s6zsiiz ispatlarda 6zel bir cazibesi vardir ¢iinkii okuyucudan teorem veya ifadenin
dogrulugunu géstermesi yerine “kelimelerle doldurmast istenmektedir”. Sézstiz ispatlar yapilirken isaretler
cizilmesi, tartisilmasi, kagit Gzerine diyagram veya karalamalar yapilmast; yorumlama, yaratma ve distinmeyi
icerdiginden gorsellestirme bu durumda bir siire¢ olarak degerlendirilebilirken; s6zstiz ispat veya final resmi

triin olarak gorsellestirme olarak degerlendirilebilmektedir (Gierdien, 2007).

1.3. Sézsiiz Ispat

Matematik alaninda ispat ve ispat yontemlerine yonelik net ve tizerinde ortak kanata sahip olunan bir
yaklasimin olmayisy, egitim literatiirinde de ispat olarak kabul edilip edilmeyecegi tartistlan ispat
adlandiridmalarinin varligina zemin olusturmaktadir. S6zstiz ispatlar buna 6rnektir (Aylar, 2014).“ Proof Without
Words” olarak da adlandirilan s6zstiz ispatlar (won-verbal proofs) kimi yabanci kaynaklarda “visual proof’ olarak
adlandirilmaktadir (Alsina & Nelsen, 2001; Bardelle, 2010; Goldoni, 2002; Tekin & Konyalioglu, 2010). Dede
ve Karakus (2014) ise yaptuklari calismada Nelsen’in “Proof Without Words II: Exercises in Visual Thinking”
kitabinda Liu Hui tarafindan yayinlamis olan Pisagor Teoreminin ispatint agiklayict ispat kategorisine dahil
etmislerdir. Yine bu ¢alismada Alsina ve Nelsen’nun “An Invitation to Proofs Without Words” isimli ¢alismasinda
sOzstiz ispatt verilmis olan “1’den n’ye kadar n tane ardistk tam sayinin toplaminin” ispatt gorsel ispat
kategorisi altinda verilmistir. Ayrica sézstiz ispat 6rneklerinden bazilarint Bayer (2009) ve Britz ve digerleri
(2014) “Proof By Picture” olarak ifade etmistir. Asagida Tablo 1 de yurt i¢inde ve yurt disinda s6zsiiz ispatlar igin
kullanilan ifadelere yer verilmistir.

Tablol. S6zsiiz ispat icin yurt icinde ve yurt disinda kullanilan ifadeler

Kullanilan Ifadeler Kaynaklar

Proof Without Words (Sézsiiz Ispatlar) Gierdien (2007), Bell (2011), Yassin (2013), Karras (2012),
Nelsen (1993, 2000)

Visual Proof (Gérsel Ispatlar) Goldoni, (2002), Alsina ve Nelsen (2001), Bardelle (2010),
Strausova ve Hasek (2012), Caglayan (2015), Johson (1993)

Proof By Picture (Resimlerle Ispat) Britzvd (2014), Bayer (2009);Brown (1997); Kobayashi (2010)

Proofs and Pictures (Ispatlar ve Resimler)
Pictorial Proof (Resimsel Ispatlar)

Sozsiiz Ispat Ugurel, Morali ve Karahan (2011)
Gorsel Ispat Karakus ve Dede (2014), Tekin ve Konyalioglu (2010)
Resimli Ispat Ufuktepe (2009)

Tablo 1°de gorildigi tzere yurt icinde ve yurt disinda incelenen kaynaklar g6z 6niine alindiginda s6zstiz
ispat icin kullanilan ifadeler birbirinden farklilik gbstermesine ragmen incelendiginde birbirinin aynt olan

ispatlarin farkli isimlerde verildigi gorillmustiir. Asagida bu duruma birkag¢ 6rnek verilmistir.

2
142 +0n+n:”7+f

2 Gierdien (2007), From “Proofs without
words” to “Proofs that explain” in
secondary mathematics.” Isimli
n calismasinda “visual representation” ve
“proof without words” ifadelerinin her
ikisini birden kullanmustir.

n

Figure 2. Visual representation or proof
without words

Sekil 1. Tlk n tam saysinin toplami
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Task 2.
The picture on the right P Q
represents a visual proof of oy
the theorem

Z)":L for0<rel !
1

-1

Describe such a proof.

sl r+r2 .. =

APQR = ATSP

1
1-r"

—EBenjamin G. Klein and Irl C. Bivens

Sekil 2. Geometrik seriler

Bardelle (2010), “Visual Proofs: An
Experiment” isimli calismasinda
geometrik serilerle ilgili teoremin ispatini

Klein ve Bivens tarafindan yapilmis
olan bu ispat Nelsen’in “Proofs
Without Words: Exercises in Visual

“visual proof” olarak kullanmustir.

Thinking” kitabinda yaymlanmustir.

Fe+F2+- + F2= FaFp

Visual Proof,

FC? + Ff +ot Fn2 = Total Area = Fy(Fp + Fo1) = FnFpes

Sums of Squares of Fibonacci Numbers

PyomPam 15 Puya = Fpsi +Fn = Fa+F2+u-

+F2 = F,Fpaa

—Alfred Brousseau

Sekil 3. Fibonacci sayilarinin karelerinin toplami

Fibonacci sayilari ile ilgili olan ispat
Bayer (2009) “Proof By Picture” isimli
¢alismasinda “Visual proof” olarak

Brousseau tarafindan yapilmig olan ispat
Nelsen’n “Proofs Without Words:
Exercises in Visual Thinking” kitabinda

kullanilmustir.

yaymlanmustir.

Sézstiz ispatlar eski olmalarina ragmen giniimuzde yeniden popiler olmaya baslamistir. S6zsiiz ispatin ne
oldugu sorusunun cevabini vermek ¢ok da kolay degildir. Bu yaklasimi literatlire kazandiranlardan Nelsen
(1993) s6zstiz ispaty; gercek ispatlar olarak kabul edilemeyecek fakat 6zel bir ifadenin nigin dogru oldugunu
hatta bir matematiksel ifadenin dogrulugunu ispatlarken nasil ele alinacaginin gérillmesine yardimet olacak
diyagram veya resimlerdir diye tanimlamustir. Gergekten Euclid’in “Elements” kitabinda yer verdigi ve
sekillerden yola cikilarak ispatt yapilmis olan “Bitiin tg¢genler ikizkenardir” teoreminde matematiksel yanigt
(mathematical fallacy) s6z konusudur. Bu ispattaki hata, yiritilen mantiktan c¢ok sekle dayanarak yapilan

kabullerde yatmaktadir. Asagida Wallace ve West tarafindan sekil ile yapilmis olan ispati verilmistir (Wallece &

West, 2004; s. 42).
Teorem. Biitiin siggenter, ikizkenardr!

Ispat.

e AABC de Z A nin agtortay, BC nin orta dikmesini D de kessin,

e DFveDE , D den AB ve AC ye dikmeler olsun.

e DA, DB ve DCyi cizelim (Sekil 4).

e Huclidyen eslik bagintilarindan AADF= AADE (AAK), ABGD = ACGD (KAK) dir.
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e Dolayistyla. ABDF= ACDE
e Bu takdirde eger bu es lg¢genlerin karsiliklt es olan parcalarint toplarsak AB=AF+FB=AE+EC=AC

buluruz.

Bu da AABC ii¢geninin ikizkenar oldugu (!) anlamina gelir.

Sekil 4. Biitiin tggenler ikizkenardir teoreminin ispatt (Wallece & West, 2004; s. 42)

Miller (2012) yapilmis olan ispat tanimlarindan yola ¢ikarak ispatin iki tarafinin oldugunu belirtmistir. Bir
tarafta teoremlerden ve aksiyomlardan hareketle bir ifadenin dogrulugunu gostermek varken, diger tarafta
hi¢bir form olmadan sadece ikna edici olmasi vardir. Bu nedenle “sézsiiz ispatlar ispat midir yoksa degil
midir?” sorusuna cevap vermek gictir. Ciinkil ispat kavramina yiiklenen anlamlar birbirinden farklidir.
Casselman (2000) ise sozsiiz ispati, gorsel sunumlarin kullanildigi, resim veya matematiksel bir fikri, esitligi
veya teoremi gostermek icin gorsel araglarin kullanildigt bir ispat olarak tanimlamustir. Bell (2011)’°e gére sozsiiz
ispat, kelimeyle resmi bir argliman olmadan bir matematiksel ifadenin ispatint resimleyen bir ¢izimdir. Sozsiiz
ispatlar geometrik cizimler, sayisal veya s6zel semboller disinda hicbir kelime icermemektedir (Gierdien, 2007).
Arcavi (2003) s6zstiz bir ispatin sadece sozstiz degil aynt zamanda bir ispat oldugunu tartigir.

Bu bélimde sozsiiz ispatlarin tanimina ve sbzsiiz ispat icin kullanilan ifadelere deginilmistir. Asagida

sOzstiz ispatlarin tarihcesine ve s6zstiz ispatlarin yer aldigi kaynaklara deginilmistir.

1.4. Sézsiiz Ispatin Tarihgesi
Eski matematikgiler matematiksel fikirlerini resimlerle ifade edetlerdi. Zhou Bi Suan’in yapmis oldugu

Pisagor teoremin asagidaki ispatt buna Srnektir (Miller, 2012).

g e Froes thee CThaoms pesd Ssss
s e T, L

Sekil 5. Pisagor Teoreminin S6zsiiz 1spat1

Sozsuz ispatlar “Mathematical Assosiation of America” tarafindan yaymnlanan iki dergide basilmistir.
Sézstz ispatlar 1975 de Mathematics Magazine dergisinde yayinlanmis ve 10 yil sonra da College Mathematics
dergisinde yayinlanmustir (Alsina & Nelsen, 2010). 1970’letin ortasindan bu yana da Mathematics Magazine ve
College Mathematics dergilerinde en az bir sézsiiz ispata yer verilmektedir (Gierdien, 2007). Nelsen sozsiiz
ispatlart “Proof Without Words: Exercises in Visnal Thinking ve Proof Without Words 1I: More Exercises in 1 isual
Thinking’ isimli kitaplarinda toplamistir.
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1.5. Sézsiiz Ispat Caligmalari

Sézsiiz ispat calismalart 1970’lerin ortasindan bu yana cesitli dergilerde verilmektedir. Ozellikle son
yillarda sozstz ispatlar matematik egitiminde de yer almaya baglamustir. Bu béluimde sozsiiz ispatlarla ilgili
yapilmis calismalara deginilmigtir. Miller (2012) matematik, geometri ve tamsayt toplamlarindaki teoremlerin
sOzstiz ispatlarint ve formal ispatlarint beraber yer vererek sozsiiz ispatlart agiklamistir. Bayer (2009) tg¢gensel
sayilarin, Fibonacci saydarinin kullanildig teoremlerin ve Pisagor teoreminin sdzsiiz ispatlarint vererek sozstiz
ispatlarin Ustiin yonlerini ortaya koymaya ¢alismistir. Calismasinda gorsel ispatlarin geleneksel ispatlara nazaran
hem daha basit oldugunu hem de kesin bir sonucun neden dogru oldugunu agtklamaya yardimei oldugunu
belirtmistir. Ayrica bu ¢alisgmada timevarim ile yapilmis bir ispatta formiiliin hatirlanmast gerektiginden ve
sOzstiz ispatlarda bu gerekliligin olmamasindan dolay1 geleneksel ispatlara gbre Ustiin olarak gorilldugt ifade
edilmistir. Bardelle (2009) gorsel ispatlarin  teorik cercevesine deginmis ve Piemonte Orientale
Universite’sinde ders kapsaminda matematik 6grencilerine bazi ifadelerin gorsel ispatlarina bakmalarint
gerektiren ve bu tarz bir ispat inga etmelerini gerektiren gérevler vermistir ve dgrencilerin cevaplart analiz
etmistir. Calismada 6grencilerin bu ispatlarla ilgili gbrevleri zor buldugu, ¢ok az 6grencinin resmin insa siirecini
tasvir edebildigi ve ancak bazi hatirlatmalarla gbrevleri tamamlayabildigi sonucuna ulasdmustir. Alsina ve
Nelsen (2010) “Sozstiz 1spadara Davet” isimli ¢alismasinda sozsiiz ispatlarin ne olduguna ve gesitli sézsiiz
ispatlara yer vermislerdir. Calismada tlimevarim yontemiyle ispatlanabilecek ancak gorsel ispatla daha agiklayict
oldugu distntlen ve iki sayma prensibi olan Fubini ve Cantor prensibine gére sézsiz ispat 6rnekleri
kullandmustir.  Gierdien (2007) yapmus oldugu calismada derslerde kullanilabilecek sézsiiz ispatlara yer
vermistir. Bu calismada 6zellikle s6zstiz ispatlarin ispatlart aciklayict ispata ¢evirmesinden ve boylelikle de bilgi

transferinin gerceklesecegine deginilmistir. Ayrica bu calismada soézsiiz ispatlarla, 6rnegin ilk n tamsayinin

«

1o .1 v s .. . .
toplaminin formiliindeki - nin nereden geldigine dair 6grencinin merakini gidermesi ve

r

o6riinmeyeni

gérmesinin” 6nemli oldugundan s6z edilmistir. Bell (2011) s6zstiz ispatlarin sinif uygulamalarina yer vermis ve
bu uygulamalarda 6grencilerin yapmus olduklarini analiz etmistir. Calismada formal ispatin sézsliz ispatla
beraber gosterildigi zaman Sgrencinin ispat yeteneginin gelismesiyle beraber matematiksel bir problemi nasil
daha iyi muhakeme edecegini 6grendigi belirtilmistir. Ayrica Bell bir matematiksel ifadenin sézsiiz ispatinin
Ogrenciye verilmesinin 6grenciye yapacagi katkilara deginmesiyle beraber 6grencinin bir matematiksel ifadenin
gorsel sunumunu olusturmasini saglamanin égrencinin muhakeme yetenegine olumlu katki saglayacagini ifade
etmistir.

Strausova ve Hasek (2012) calismalarinda dinamik bilgisayar yazilimlarini kullanarak yapian gorsel
ispatlara yer vermistir. Bu ¢alismada Hasek ve Strausova “Progf Without Words” olarak da adlandirilan sézsiiz
ispatlar (non-verbal proofs) 6grenciler icin daha ¢ekici ve kabul edilebilir oldugunu ifade etmistir. Hanna (2000)
ispatin fonksiyonlarint dogrulama, agtiklama, inanma, sistematiklestirme, kesfetme, iletisim, hoslanma olarak
belirtmistir. Strausova ve Hasek (2012) calismalarinda bu fonksiyonlardan bir kacgini saglayan Geo Gebra ile
hazirlanmis s6zsiiz ispat Orneklerine yer vermislerdir. Calismada bu tip materyallerin kullaniminin olumlu

etkilerine deginilmistir.

Karras (2012) yapmis oldugu tez ¢alismasinda 6gretmen yetistirme programinin son yilinda olan bir grup
gonilliye lise mufredatinda yer alan belli teoremlerin gorsel ispatt verilmis ve onlardan verilen bu sekillerden
akil yirtterek teoremleri ispatlamalari/agtklamalart istenmistir. Boylelikle matematik 6gretmeni adaylarinin
geometri bilgisi ve sekilsel akil yiirtitme arasindaki iliskiyi agiklanmaya calisilmustir.

Ugurel, Morali ve Karahan (2011) ise matematikte yetenekli olan ortadgretim Ogrencilerinin sozsliz
ispatlarla bir deneyim yasamalarinin saglanmast ve sonrasinda drettikleri sozstiz ispat Srneklerinin
tartismuslardir. Arastirmada katilimer 6grencilerin, ispat yapmak icin farkli bakis agilart sergilemede, 6zgiin
sOzstiz ispatlar (her ti¢ kategori icin de) gelistirmede, yaptiklari ispatlart gorsel olarak sunmada basartlt olduklart

gozlenmistir. Tekin ve Konyalioglu (2010) toplam ve fark formillerinin girsel ispat ve cebirsel ispat sirastyla
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vererek gorsel ispatlarla ispat stirecinde yapilan ¢izimlerin formillerin anlamlandirilmasina, formillerin 6ziind
anlamaya ve kalict grenmeye katk: saglayacagina deginmistir. Ayrica ¢alismada formiillerdeki iliskilerin cebirsel
ispatlarla yeterince goriilemeyecegi ifade edilmistir. Tekin ve Konyalioglu (20092) cebirsel ispat siirecinde
matematiksel sonuclart dogru yerlerde kullanamayip, kavramlar arasi iliskileri gbremediklerini ifade etmislerdir.
Bu yanlslarin 6ntine gecilerek gorsel sekil araciligiyla teoremlerin nigin dogru oldugunu gorebilmelerini
saglayan gorsel ispat siireclerinin etkili olabileceginden bahsedilebilir.

Demircioglu ve Polat (2015) 6gretmen adaylartyla yapmis olduklari calismada 6gretmen adaylart s6zstiz
ispatlarin ispat, problem ¢6zme, anlama, zihinsel, akil yirtitme, genelleme, islem, analiz ve sentez yapabilme,
gbérme ve dustinme becerilerini kazanmada etkili olduklarini ifade etmislerdir. Bu beceriler icerisinde de sozstiiz
ispatlarin en fazla ispat becerisi Uzerinde etkisi oldugu ifade edilmistir. Ayrica Ggretmen adaylart sozsiiz
ispatlarla bagka ispat yontemleri oldugunu da gordiiklerini ifade etmislerdir. Bu baglamda distntldiginde
sOzsliz ispatlara farkli ve alternatif ispat yontemi olarak 6gretimde yer verilmesi 6nemli olarak gorilebilir. Bu
calismada Ogretmen adaylarn tarafindan sézsiiz ispatlarin dgrenciler igin Gzellikle ispat becerisi gelismemis
Ogrenciler icin zor olabilecegini, Sgrencilere actk gelmeyebilecegini, kafa karistirict olabilecegini, yanlis
anlamaya, yanlis diisinmeye neden olabilecegini, hatta bir 6gretmen adayt sézstiz ispatlarin grenciyi kavram
yanilgisina diigtirebilecegini, bu ispatlarin alisilmisin disinda oldugunu ifade etmistir.

Yapilan calismalar 1s18inda  incelendiginde sozstiz ispatlar ile ilgili ¢ok fazla calisma olmadigt
gorilmektedir. Var olan ¢alismalarda da genellikle kuramsal olarak s6zsiiz ispatlara deginilmistir. Uygulamaya
yonelik yapilan ¢aligmalar incelendiginde 6grencilerin gorsel ispatlart zor bulduklart dolayisiyla da 6grencilerde
gorsel akil yuriitme eksikliginin var oldugu sonucuna ulasilmistir. Bu eksikligin sebebi olarak da temel
matematiksel arag bilgisi eksikligi, sekilsel sunumlarin kullanimu ile ilgili eksiklik, sekilsel ispatlarin kavramsal ve
algisal dogast arasindaki ¢atisma ve matematiksel ispatin yanlis ve eksik anlasilmasi gosterilmistir (Bardelle,
2010). Ayrica 6grencilerin s6zsiiz ispatlari faydalt bulup ancak daha 6nce sozstiz ispatlarla karsilasmadiklari
icin ahgilmisin disinda gelmesi onlara verilecek egitimle ortadan kaldirilabilir. S6zsiiz ispatlarin kuramsal olarak
ele alindig1 calismalarda s6zstiz ispatlarin gercek ispat olup olmadigmnin tartisiimasindan Ste s6zstiz ispatlarin
formal ispatlara alternatif olarak sunulmasinin katkilarina deginilmistir. Bununla beraber Bardelle (2010)
calismasinda resim ve diyagramlarin kullanimindaki sorunlara da deginmistir ve resimlerin kavramsal ve algisal
Ozellikleri arasindaki potansiyel ¢atismanin gorsel ispatlarin kullantminda sorunlara sebep olabilecegini ifade
etmistir. Ayrica gorsel bir ispatla ¢aligmanin resimlerin semiyotik, sézIii metin veya sembolik ifadeler arasinda

strekli etkilesimi gerektirmesinin égrencileri zotlayacagt goriistindedir.

1.6. Sézsiiz Ispatin Matematik Egitiminde Kullanimi

Sozsiiz ispatlar ispat olarak kabul edilsin ya da edilmesin matematik egitiminde degerli araglardir. Ornegin
ilk n tamsayisinin toplaminin formilind pek cok ylksek matematige giris dersi alan Sgrenci, timevarim ile
ispatlar. Fakat bir timevarim ispati sadece formilin dogrulugunu ispatlamis olur. Formiliin neden dogru
oldugunu gostermez. SOzsiiz ispatlar bu durumda ¢ok faydalidir. S6zsiiz ispattaki resimle formiiliin cikist
somut olarak gérsel anlama sahip olur (Miller, 2012). Ayrica sézstiz ispat 6rnekleri bircok kaynakta mevcuttur:
Ornegin; ilk n tamsayisinin toplaminin formiiliiniin modellerle elde edilisi (Baki, 2008; s:59), Pisagor
teoreminin ispatt (Wells, 2011a: 279; 2011b: 267; Zeybek, 2013: 245). Fakat bu tir 6rnekler sinirhdir ve s6zsiiz
ispat adt altinda gecmemektedir. Halbuki Nelsen’tn “Progfs Without Words: Exercises in Visual Thinkingl-2”
kitabinda da g6rtldiigi tizere matematigin her dalinda sézstiz ispat 6rneklerine rastlamak mimkindir (analiz,
geometri, tamsayt iliskileri). Ornegin Nelsen (1993, 2000) kitaplarinda Pisagor teoreminin yapilmis 11 farkls

ispatina yer vermistir. Bu ispatlardan birkact asagida verilmistir:
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The Pythagorean Theorem II The Pythagorean Theorem Il

—Bhiskara (12" century) —based on Buctid’s proof

The Pythagorean Theorem VII The Pythagorean Theorem IX

—Annairizi of Arabia (circa A.D. 900) _ i0 da Vinci (14521519)

Sekil 7. Pisagor Teoremi Sozsiiz Ispat Ornekleri

Asagida Bayer (2009) calismasinda yer alan ilk n tamsayisinin toplaminin formiliiniin ispatinin hem
formal hem de s6zstz ispat1 verilmistir:

Formal Ispat:
1(1+1)
=

1

1. n=1icinT} =

2. nZkigin1+2+3....+k=k(k+1J

dogru olsun.
3. n=k+1 i¢in formiliin dogrulugunu gosterelim:

14243+, .. Aktk+1= @H&l

:('§+ 1) (k+1)

(k+Z)(k41)
- 2
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S6zstiz ispat:

o0 -

000 000

0000 0000

00000 00000

000000 0000600
n n

Sekil 8. Tlk n Tamsayisinin Toplaminin S6zsiiz Ispati
Mavi noktalarin toplami T, ve kirmizi noktalarin toplamit T, olmak tzere noktalarin toplami 2T, olur.

Béylelikle sekilden goriildiigii tizere 2T, =n (n+1) dir. O halde Ty, == (1) | lunur.

-
&

| n+l

Sekil 9. 1lk n Tamsayisinin Toplaminin S6zsiiz Ispatt

Sekil 8 ve sekil 9°da goriildigh tzere bir teoremin sozsiiz ispatt ve formal ispati beraber verilmistir.
S6zstiz ispatlar geleneksel ispatlara gére sadece daha basit degil aynt zamanda kesin bir sonucun neden dogru
oldugunu agiklamaya yardimcidir. Bu da iyi bir ispatin niteligidir (Bayer, 2009). Ispat ile ilgili calismalar
incelendiginde (Bell, 1976, Hanna, 2000) ispatin teoremin ya da ifadenin dogruluguna iliskin aciklama
icermesine deginilmis oldugu gorilir. Sozstz ispatlarin Gzellikle bir teoremin ya da ifadenin nicin dogru
olduguna cevap verebildigi dustntldiginde her ne kadar ispat olarak kabul edilip edilmemesine yonelik
tartismalar mevcutsa da egitime yardimct araclar olarak kabul edildigi sdylenebilir. Bununla beraber bu
calismada gorsellestirmenin matematik egitimine olan katkisina da deginilmistir (Hanna & Sidoli, 2007; Van
De Walle, 2014). Dolayistyla gorsel kavrami algilama yetenegimizin giiclii oldugu distnildiginde anlama
seviyemizi genisletmek icin gorsel kavramlarin kullaniddigy sézstiz ispatlart kullanmanin matematik egitimine
katkist yadsinamaz (Miller, 2012). Zazkis, Weber ve Ramos (2015) diyagramlarin sembolik olarak cok acik
bicimde ifade edilemeyen kavramlarin Ozelliklerine 1stk tutabilecekken Ogrencilerin diyagramlarin ispat
yapmada oynadiklari rolleri bilmediginden ve gorsel 6ngoriilerini ispat diline gevirmede yetersiz olmalarindan
oturt diyagramlarin bu 6zelliginden faydalanamadiklarint belirtmistir. Bu yiizden s6zstiz ispatlarin da gorsel
ispatlar oldugu distnildiginde alternatif bir ispat yontemi olacaktir. Bu nedenle gerek lise ders kitaplarinda
gerekse lise ve Universite mufredatinda formal ispatlara ek olarak sézstz ispatlara yer verilmesi 6grencilere

katki saglayabilir.

2. TARTISMA VE SONUC

Ispat kavrami hem matematiksel diisiinmenin bir boyutu olarak karsimiza ¢tkan hem de matematiksel
bilginin olusturulmasinda 6nemli yere sahip olan becerilerden bir tanesidir. Bu 6neminin yant sira 6grencilerin
sikint1 yasadigi, anlamakta zorlandiklarini ifade eden hem yurt icinde hem de yurt disinda calisgmalar (Zeybek,
2015; Sengiil & Guner, 2013; Jones, 2000) mevcuttur.

Bu calismayla alternatif bir ispat yontemi olarak kullaniabilecek sézstiz ispat kavrami, sézsiiz ispatlarin
matematik egitimindeki rold, dstiin ve zayif yonleri kuramsal cergevede ele alinmistir. Bu calismada s6zsiiz
ispatlarin hem ispat ile ilgili hem de gorsellestirme ile ilgili yonlerine vurgu yapilarak tarihsel siirec icerisinde
incelenmeye calisdmistir. Yapilan calismalar 1siginda sézsiiz ispatlar ele alindiginda gerek tanimi gerekse
matematik egitimindeki yeri cergevesinde ele alinmistir. Bu cercevede sozsiiz ispatlara yonelik yapilan tanimlara
bakildiginda ortak bir kanaat oldugu s6ylenebilir. S6zstiz ispatlar en genel anlamda icinde geometrik ¢izimler,
sayisal veya sozel semboller disinda hicbir kelime icermeyen, gorsel ispatlardir (Gierdien, 2007; Casselman,

2000). Sozstz ispatlar ile ilgili ortak kanata sahip olunmayan husus ise s6zsiiz ispatlara yonelik kullanilan
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ifadelerdir. S6zstiz ispatlar icin 6zellikle gorsel ispatlar ifadesi gerek yurt icinde gerekse yurt disinda siklikla
kullanilirken resimlerle ispat, resimsel ispatlar, resimli ispatlar ifadelerinin de kullanildigr gériilmektedir.

S6zstiz ispatlarin tarihcesine bakildiginda sézsiz ispatlarin ¢ok eski olmalarina ragmen son yillarda
6zellikle matematik egitimi arastirmalarinda yerini aldigt ve énem kazandigi séylenebilir. Ozellikle yapilan
calismalarda sozstiz ispatlar gercek ispatlar olup olmamasindan 6te egitime yardimet araglar olarak gbriilmesi
sebebiyle 6gretimde yer verilmesinin 6neminden s6z edilebilir.

Sézstiz ispatlara yonelik tanimlarin ve gercek ispat olup olmadigina yonelik yapilan tartigmalarin 1s18inda
elbette Ustin ve zayif yonleri bulunmaktadir. Zayif yonleri arasinda sozslz ispatlarin gercek ispatlar olarak
kabul edilmedigi gosterilebilir. Ancak matematik tarihi incelendiginde ilk ispatlarin genellikle s6zstiz ispatlar
olmast s6zsliz ispatlart kiymetli hale getirir ve Ggrencilerin ispat yapmaya yOnelik zorluklar yasadiklart g6z
oniine alindiginda bu zorluklari ortadan kaldirabilmek adina Sgretim siirecinde sozsiiz ispatlara yer verilebilir.
S6zstiz ispatlarin 6zellikle formillerin nereden geldigi, teoremin ya da matematiksel ifadenin nicin dogru
oldugunu géstermeye yonelik ispatlar olmasi Hanna (2000)’nin belirttigi ispatin dogrulama, inanma, actklama
fonksiyonlarini yerine getirebilmesi agisindan 6nemli gérilebilir. Demircioglu ve Polat (2015)’mn 6gretmen
adaylartyla yapmis olduklart calismada Ogretmen adaylari sézsiiz ispatlart zevkli, merak uyandirici, giiven
kazandirict  olarak nitelendirmislerdir. Bu da sézstiz ispatlarin  Hanna (2000) ‘nin belirttigi  ispat
fonksiyonlarindan kesfetme, hoslanma fonksiyonlarint yerine getirmis olabilecegi séylenebilir. Ayrica Bardelle
(2010) &grencilere verilen sézstiz ispat gorevlerinin formal ispatlardaki gibi diger matematik problemlerine
yaklasirken 6nemli araglar gelistirmelerine yardimect olacagt kanaatine sahiptir. Ayrica ¢alismada belirtildigi
tzere sOzsiiz ispatlar gorsellikle yakindan iligkilidir. Bu sebeple gorsellestirmenin matematik egitimine katkis
pek cok aragtirmaci tarafindan kabul edilmisken sézstiz ispatlarin da matematik egitimine katki saglayacag
s6ylenebilir. Dolayisiyla bu ¢alisma ile sozsiiz ispat kavrami kuramsal olarak ele alinmis olup gerek
Ogretmenlere sézsiiz ispatlart kullanmalart yoniinde gerekse de arastirmacilara ispat ile ilgili yapilacak olan
calismalar icin bir pencere acilmaya calbsilmustir. Boylelikle sézstz ispatlarin  Ggretmen  yetistirme
programlarinda, ortaokul ve lise programlarinda yer verilmesine yonelik arastirmalarin yapilarak Sgretime

yapacagt katkilar ya da sebep olabilecegi stkintilarin ortaya ¢ikarilmaya calisilmast 6nerilebilir.
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