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OLCUM HATALI LiNEER OLMAYAN MODELLER ve EN
KUCUK KARELER KESTIRIiMi

The Nonlinear Models with Measurement Error and Least Squares
Estimation

Aziz HARMAN *

Ozet : Bu calismada, Yt =)y, te, X =Xx,+u, ve t=12,...n icin

t
(Yt , X t) gozlemleri yapildiginda, olgiim hatali lineer olmayan Y=f(x; ﬁ )
Jonksiyonel iliskisine sahip regresiyon modelinin parametreleri &, = (e,,ut)'
hata vektoriiniin sifir ortalamaya ve pozitif tammli singuler olmayan >
kovaryans hata matrisi ile normal dagilima sahip oldugunu kabul ederek >
hata matrisinin  bilindigi veya bilinmedigi durumlarda y, = f(x; B) nin

tamamen tiireve dayali en kiigiik kareler kestirimi incelenmigtir.
Anahtar kelimeler : En kiiciik kareler , kestirim , lineer olmama , ol¢iim hastali
modeller.

Abstract : In this study , it has been purposed to estimate parameters of nonlineer
regression model Y=f(x; ﬁ ) with functional relationships, where Y, and X, are
both subject to measurement error , when we consider observe ('Y, , X, ) for
Yt =y, te, Xt =X, tu, and t = 1,2,...,n there for it is assumed that
the error vector &, = (e,,u,) has zero mean value and covariance error
matrix ), with normal distibuted , that is positive defined and nonsinguler . In
cases whether covariance error matrix Z known or unknown, we give least

squares estimation about 'y, = f(x; B) that depend on diferantation .

Key words: Least Squares, Estimaton, Non Linear, Measurement Error Models

Giris:
Lineer olmayan modellerde parametre kestirimi son yiizyilin baglarindan
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itibaren arastirmaya baglamustir. Bu yillarda Deming W.E.(1931)tarafindan
lineerizasyona bir kestirim yontemi verilmistir. Deming’ in bu ydntemi,
Dolby(1972) tarafindan bazi degisikliklerle gelistirdi.Fuller W.A.ve Wolter
M.K.(1982-a) tarafindan Ol¢im hatali lineer olmayan modellerde kestirim
sorunu incelenmistir.Fuller W.A.(19759)’te hata matrisinin singuler olmasi
durumunda Ol¢iim hatali lineer olmayan modellerde parametre kestirimi
incelenmistir.Burada,hata matrisinin bilindigi veya bilinmedigi durumlarda
Olglim hatali lineer olmayan modellerde parametre kestirimi i¢in en kiigiik
kareler yontemi incelenmistir.

1 Modelin Tanimi:

Tamm 1: Bir Q2 kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir B siifi
a)QQ e B,
b)VA e B icin A€ B

cebir denir.

Tamm 2: B,Q2°da bir o cebir olmak lizere

P:B—>R
A — P(A) fonksiyonu

a) VA e B icin P(A) 2.0
bP(Q) =1
¢) B’ deki ayrik bir A, dizisi icin P(UA,) = S P(A,)

ozelliklerine sahip ise P’ ye € lizerinde bir olasilik 6l¢iisti denir.

Tamm 3:
Q= J,B,O'da bir o_ cebir ve P,B lizerinde bir olasilik dlgiisii olmak

tizere ( Q,P,B) tigliistiine olasilik uzay1 denir.
Tamm 4:
(Q,B,P) bir olasilik uzay,, n=12,...00 igin ab, =n olacak sekilde

{an}":] ve {b}I birer pozitif reel say1 dizisi olsunlar. @, = 1 alinirsa.

yo=r(x:p)
(D
n’ci  denemedeki gozlemler (Y,X)) t=12...n olmak iizere

(Y,X)=(y,x)+(e,u,) ise (1) modeline 6l¢iim hatali model denir.
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B:px1 boyutlu parametre vektorii olup p boyutlu R” Euclid uzaymin
kompakt ve konveks alt kiimesi olan & kiimesinin bir i¢ noktasidir.

X :1xq boyutlu vektorlerin bir dizisi ve x, vektérleri R' Euclid uzayin alt

kiimesi olan A’ nm elemanlaridir. f:R"" — R' Reel degerli siirekli bir

fonksiyondur. (€2,B,P) tizerinde tanimlanmis (e,,u,) rastgele degiskenleri 6lgiim
hatalarini belirtir.Fuller W.A.(1982-a)

Tamm S:
Eger (1) de tanimli f'(x,: B ) fonksiyonu x veya 3’ ya gore lineer degil ise
bu modele Ol¢iim hatali lineer olmayan model denir. Bu modelde rastgele
degiskenler olan x ler sabit ise model fonksiyonel iligkiye, X’ ler sabit olmayan
rastgele degiskenler ise model yapisal iligkiye sahiptir denir.
Bu c¢alismada fonksiyonel iliskili modellerle ilgilenecegiz. simdi kestirim
yontemlerinde kullanacagimiz bazi sembolleri tanitalim.
f(x,:B) fonksiyonu Ax ® kiimesi tizerinde her iki degiskene gore birinci
ve ikinci mertebeden tiirevlere sahip olsun. Gosterimler asagidaki gibidir.
I (x:p)
ox
kismi tlirevlerinin q boyutlu satir vektoriinii,
I (x:B)
op
tiirevlerin p boyutlu siitun vektoriinii,
o' f(x:B)
apck

kysmi tlirevlerin pxq boyutlu matrisini,

f(x:p)
oxox
boyutlu matrisini gostersin.Seber.G.A.F.(1988)

= f.(x,: B ) fonksiyonu, x’ in elemanlarina gore f(x,:f)’ nin
= f,(x:p) fonksiyonu, B’ nin elemanlarma gore kismi

= f,(x,: B ) fonksiyonu, x ve B’ nin elemanlarina gore ikinci

= f..(x,: B) fonksiyonu, x* ¢ gore ikinci kismi tiirevlerin gxq

2. MODEL PARAMETRELERIN KESTIRILMESI.

Bir parametrenin beklenen degerini bulmakla bu parametrenin kestiricisi
bulunur. E(f)= f ise [ istatistiine [ parametresinin yansiz kestiricisi
denir. Ornegin 6rneklem ortalamasi kitle ortalamasi igin bir yansiz kestiricidir.

E(x) = u . Olgiim hatali lineer olmayan bir model icin parametre kestirimi

yapilirken, klasik lineer olmayan model kestiriminde optimizasyon olarak bilinen
asagidaki yontem kullanilir. Model yardimiyla bir amag¢ fonksiyonu bulunur, bu
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fonksiyon kalan kareler toplami, rezidiiller veya artiklar olarak bilinir. Amag
fonksiyonunu minimumlastirmakla model parametreleri kestirilmis olur. Bu
modelin  bulundurdugu rastgele degiskenlere ait maksimum olabilirlik
fonksiyonunu veya bu fonksiyonun logaritmasini maksimumlastirmakla da
modelin maksimum olabilirlik kestiricileri bulunur. (1) modeli i¢in amag
fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir.

!

Ox:B) =Y - f(x,B)X —x|. XY~ f(x,B).X —x]

3. En Kiiciik Kareler Kestirimi.

En kiiciik kareler yontemi, basit lineer olmayan regresyon modelindeki
parametreleri kestirmek icin kullanilan tiireve dayali bir yontemdir. Bu yontem,
Gaus-Newton yontemi, Gradient yontemi, Marguardt yontemi veya en hizli dosiim
(Stepest-descent) yontemi olarak bilinir.

Kiigiik kareler yontemi, kalan kareler toplamini herbir parametreye gore
minimum yapmak i¢in kullanilan bir yontemdir.

yr :f(xr;ﬁ)ﬁ(Yr’Xr):(yr’xr)+(er’ur) t:l’zn lg’ln 8r :(er’ur)’ ve 8r’zN(0’Z)
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oldugunu kabul edelim. Ayrica (e,,u,) olgiim hatalar1 0 (sifir) ortalama matrisli, 2, kovaryans matrisi ile bagimsiz
olarak normal dagilima sahip olsun.

E(e,)=E(u,)=0
_ ' _ et _ et et et Z’lt _ E(etet) E(etut _ 0_82 o-gu .
Y =E(ge)= E{(ut).(e,,u,)} = E{ . e " uj = {E(u,e,)E(u,u, J = L_ - } (3) olacak sekilde

kovaryans matrisini blok matrisler halinde yazabiliriz. (1) modeli igin X kovaryans matrisli amag fonksiyonu olan
0(x:f) =% q(x:f) =[¥, = (s B X, -] [Y, - f(x:).X, = x,] (4)
fonksiyonunu minimumlastirmak gerekir. Bunun i¢in bu ifadenin S ve x’e gore kismi tiirevlerini alip sifira

esitlersek normal denklemler elde ederiz. f ’ya gore tiirev almakla p tane, x’e gore tiirev almakla q tane denklem elde

edilir. Bu denklemlerin ortak ¢oziimiiyle bulunacak [ ve X, Kestiricileri S ve x, parametrelerinin en kiigiik kareler
kestiricileridir.

ue uu

3.1 > Kovaryans matrisi biliniyorsa.
!

O(x;B)=[Y - f(x:B). X, —x]X [Y - f(x: ). X —x]
20(x;p)

U8 215y ) 5]

:—2271[Z—f(x,;ﬂ),X, —x,].[f/,(x,;ﬁ),()] =0

i1se
’

(Y= f(x: B). X =x] 2 [£,(x: 8).0] =0 (5)
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ise,
[Y:_f('xr;ﬂ)7Xr_'xr]27 [fr’('xx;ﬂ)7l] :0 (6)
bulunur. (5) denkleminde p bilinmeyenli p tane (6) denkleminde q bilinmeyenli q tane normal denklem

bulunmaktadir. Her bir denklem sisteminin ortak ¢éziimii olan B = S, f,,..., B,), X, = (X,,X,,...X,) degerleri B vex’
in en kiiglik kareler kestiricileridir.

3.2 X Kovaryans matrisi bilinmiyorsa.
2. =c’V,V bilinen pozitif tamml1 karesel bir matris, ¢ bilinmeyen ama kestirilebilen bir sabittir. Bu durumda,

OCx: B)=[Y=f (i )X, —x]Z [Y=f(x: B X, —x] =0 [Y = f(x: B X, —x]V [V = f(x: 8). % -x] (]
V,]_FF G|' [4 B]}|mp
“l¢ u] “ls b n

Burada F,H,A ve C matrisleri simetrik degildir. G ve B matrisi simetriktir.

olsun. ®)
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F=(4-BC'B)"
G=-A4"B(C-BA'B)"
G'=-C'B(4-BC'B)"

H=(C-BA'B)"
bagintilar1 yazilabilir. Seber.G.A.F. (1988)
Bu bagmtilar yardimiyla

A=F"'+F'G(H-GF"'G) GF"
B=-F'G(H-GF'G)"
B'=—(H-GF'G) ' GF"
C=(H-GF'G)’

ters bagintilar bulunur.

)

(10)
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I (x5 B)
N‘{ P,

M= diag[—@{(;f £ )]

Q=C+ MB'+ BM + MAM (11)

} t=12..n,r=12...p

T=0"(B+ MA)

t=A—(B'+ AM)Q ' (B+ MA)= A— (B'+ AM)T

olmak lizere

t

e
= (e,A +uB',eB+ uC)(u ]

= (efA +2e B'u, + qu)
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[V flx; B)] 442y - f(x: B)] B X, —x)+2( X, -x) C

olur.

i(g'Vflg) _ _2[Yt —f(xt;ﬂ)]A.@[(x’;ﬂ) _2@r(xt;ﬂ) B’(Xt _xt) =0

B P P
ise
[Y, - f(x;; B)JAN + NB'(X, —x,) =0
ve
My - s Bl o - 2087} =0 (12)
olur.
ﬁ -1 _ _ . J(xtﬁﬁ) _ J(xtaﬁ) ! _
5x(8V 8)_ 2[Y; f(x,,ﬁ)l O A-2 O B(Xt xt)
—2[Y, - f(x: BB -2(X, - x)C =0 (13)
olur.
[Y, - f(x;: B)MA+ MB'(X, - x) +[Y, - f(x;8)]B' + (X, -x,)C =0
=Y, - f(x: B)H(MA+ B) + (X, - x,)(MB' +C) =0 (14)

olur. (13) ve (14) denklem sistemlerinin ¢oziimiinii saglayan ﬁ ve x, dederleri B ve x,'ninen kiigiik kareler
kestiricileridir.Dolby.(1972)
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Sonug: Olgiim hatali lineer olmayan modellerde, modelin lineer olmayis1 ve

degiskenlerdeki Ol¢lim hatalarmin  getirdigi zorluklar nedeniyle parametre

kestiri

mi bazi kisitlamalar altinda yapilabilmektedir.
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