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Oz

Bu calismada paraserbest Lie cebirlerinin metabelyen ¢arpimi tanimlanmis ve bu ¢arpimin paraserbest oldugu
gosterilmistir. F ranki 2 olan bir serbest Lie cebiri ve L sonlu sayida paraserbest abelyen Lie cebirlerinin
metabelyen ¢arpimi olmak {izere F de L tarafindan tanimlanan verbal alt cebirin F" oldugu ispatlanmistir. Ayrica
bu sonug ve Fox tiirevleri kullanilarak L nin biitiin 2-simetrik kelimelerinin belirlenebilecegi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Paraserbest Lie Cebirleri, Metabelyen Carpim, Simetrik Kelimeler, Verbal Altcebir.

Metabelian Product of Parafree Lie Algebras, 2-Symmetric Words and Verbal Subalgebra

Abstract

In this work, the metabelyen product of parafree Lie algebras is defined and it is shown that this product is
parafree. Let F be a free Lie algebra of rank 2 and L be metabelian product of a finite number of parafree abelyen
Lie algebras. It is proved that the verbal subalgebra of L in F equals F". Moreover, by using this result and Fox
derivatives, all 2-symmetric words of L are determined.

Keywords: Parafree Lie Algebras, Metabelian Product, Symmetric Words, Verbal Subalgebras.

1. Giris
Baumslag (1967), alt merkezi serisi ile
karakterize edilebilen yeni bir grup fikri
ortaya atmistir. Daha sonra Baumslag (1969)
bu gruplarmn ozelliklerini aragtirmig ve bu
gruplar1  paraserbest  gruplar  olarak
adlandirmistir. Baur (1978), paraserbest
gruplar i¢in kullanilan kavramlar1 Lie
cebirlerine aktarmis ve bu Lie cebirlerinin
varhigmmi  kanitlamistir. Baumslag’in = ve
Baur’un calismalari, paraserbest Lie cebir-
lerinin teorisindeki ¢aligmalara bir baglan-gi¢
olmustur. Paraserbest Lie cebirleri serbest Lie
cebirleri ile bir¢cok ortak 6zelliginin olmasina
ragmen ¢ok calisilmis bir konu degildir. Bu
ylizden paraserbest Lie cebirleri ile ilgili
literatiirde hala ¢6ziilmemis bircok problem
vardir. Bu durum bu cebir yapisini
calismamizda motivasyon kaynagi olmustur.

*Sorumlu Yazar: zehrav@harran.edu.tr

Pan (2006) baz1 asikar olmayan abelyen
gruplarin  metabelyen carpimi  {izerinde
calismis ve bu carpimin biitiin 2-simetrik
kelimelerini belirlemistir. Grup teorisinde
yapilan bu ¢alismadan hareketle, bu ¢alismada
F ranki 2 olan bir serbest Lie cebiri ve L sonlu
sayida paraserbest abelyen Lie cebirlerinin
metabelyen carpimi olmak fiizere, F de L
tarafindan tanimlanan verbal alt cebirin F"
oldugu ispatlanmistir. Ayrica bu sonug ve Fox
tirevleri kullanilarak L nin biitiin 2-simetrik
kelimelerinin belirlenebi-lecegi gosterilmistir.

2. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde c¢alismada kullandigimiz bazi
temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Ayrica bu ¢alismada s6zili gecen tiim cebirler
karakteristigi sifir olan bir K cismi iizerinde
diistiniilecektir.
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Tamim 2.1. (G,) 4¢1» K cismi tizerinde tanimli
Lie cebirlerin bir ailesi ve her a €I igin
(X,/Ry), G, ailesinin bir sunumu olsun dyle
Kia # figin X, N Xz # @ dir.

X=U,X,veR =U,R,

olsun. O halde G = (X/R) sunumuna (G,) 4e;
ailesinin serbest carpimi denir ve G =
[Taer* G, ile gosterilir. Eger [ =1,2,...,n
seklinde sonlu bir kiime ise

G:Gl*Gz*'“Gn

ile gosterilir. Bu durumda bir a € I i¢in bir
I4: G, = G homomorfizmi vardir dyle ki bu
homomorfizm X, dan X icine olan birim
doniisiimiin genislemesidir.

Tamm 2.2. Bir L Lie cebirinin {L,|a € I} Lie
cebirlerinin serbest Lie Carpimi olmasi igin

gerek ve yeter kosul a €[ i¢in @,: L, = L
monomorfizm olmak tizere herhangi bir A Lie
cebiri  ve herhangi bir 6,:L, > A
homomorfizmi i¢in 8, = y¢, olacak sekilde
bir tek y:L - A homomorfizmi olmasidir.
[lge/* L, serbest Lie c¢arpimindan @ L,
direkt toplamina olan y kanonik epimorfizmi
vardir. Bu epimorfizm {L,|a € I} cebirinden
kendi {izerine olan birim doniisiim vasitasiyla
tanimlanir.

Tamm 2.3. y: [lge/* Ly 2D Ly, ye = e(e €
Lo, @ € 1) seklinde tanimli y epimorfizminin
cekirdegine {L,|a € I} Lie cebirlerinin
[Taer* Ly serbest Lie carpiminin kartezyen
altcebiri denir.

Tamm 2.4. L bir K cismi tizerinde tanimli Lie
cebiri olsun.

y1(L) =L, y,(L) = [L, L], ys(L) =[L, yo.(D)],....yx (L)=[L, Y1 (L)]....

olmak tizere,

L =y,(L)2y,(L)2y3(L)>...0¥,(L)>...

serisine L Lie cebirinin alt merkezi serisi
denir. Bu serinin k-yinci1 terimi bazen Ly ile de
gosterilir.

Tamim 2.5. Eger y, (L) = {0} olacak sekilde
bir k pozitif tam sayis1 varsa L ye nilpotent Lie
cebiri denir. Bu k tamsayilarinin en kii¢iigiine
ise L nin nilpotentlik sinifi denir. Eger L Lie
cebirinin nilpotentlik smifi 2 ise L ye bir
abelyen Lie cebiridir denir.

Tanmm 2.6.i = 1,2, ..., k, ...icinn; = 1 olmak
lizere pozitif tamsayilarin bir {nl, n, nk}

dizisi i¢in L Lie cebirinin polisentral serisi
asagidaki gibi tanimlanir:

Ly, ; L Lie cebirinin alt merkezi serisinin ny —
inci terimi

Ly, n,; Ln, Lie cebirinin alt merkezi serisinin
nz —inci terimi

.....

merkezi serisinin nj+1-inci  terimi  olsun.

Boylece

2 2 2...2 2 2
L_Ln1 _Ln1 M2 = _Lnl ,...,ni_Lnl s U, i1 =000

serisine L Lie cebirinin polisentral serisi
denir.

Eger n; = n, = 2 ise Ozel olarak L,, = L"
seklinde gosterilir. Eger L' = {0} ise L Lie
cebirine metabelyen Lie cebiri denir.

Tamm 2.7. Eger herhangi bir 0#g€L igin L
Lie cebirinden bir N nilpotent Lie cebirine
yg(g2)#0 olacak sekilde bir yg homomorfizmi

varsa L Lie cebirine rezidiilii nilpotent denir.
Bu tamima denk olarak asagidaki tanim
verilebilir.

L Lie cebirinin alt merkezi serisinin
terimlerinin kesisimi sifir ise L Lie cebirine
rezidiilii nilpotent Lie cebiri denir. Gerg¢ekten
eger, Ny=1Vn(L) ={0} ise herhangi Dbir
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0#g€L icin bir n tamsayisi bulabiliriz dyle ki
Yn (L) terimi g elemanini igermez.

L nin alt merkezi serisine L/Vz(L) ,

L . o
/Ys(L)"" dizisini karsilik getirelim. Bu

diziye L nin alt merkezi dizisi denir. G, K
cismi lizerinde bir Lie cebiri olmak iizere eger
n>1 i¢in

Y = )

ise L ve G aym alt merkezi diziye sahiptir
denir.

Tanmm 2.8. L, K cismi tizerinde tanimli bir Lie
cebiri olsun. Asagidaki kosullari saglamasi
durumunda L Lie cebirine paraserbest Lie
cebiri denir.

)} L rezidili nilpotenttir,

i) F bir X kiimesi iizerinde serbest
Lie cebiri olmak lizere ¢: F—L
dogal homomorfizmi her i>1 i¢in
5. F L
P
izomorfizmlerini belirler. Yani L

Lie cebiri bir F serbest Lie cebiri
ile ayn1 alt merkezi diziye sahiptir.

X kiimesine L nin paraiirete¢ kiimesi, X in
kiimesinin kardinalitesine de L Lie cebirinin
rank1 denir.

UE ¥n (P/P” N D)

olur. a€y,(P)+ (P"ND)olmak iizere
u =a+ (P" n D) olsun. Agiktir ki

ac€ ﬂm_ ¥.(P) + (P" N D)

dir. P rezidiili nilpotent oldugundan a €
(P" n D) olur. O zaman u = (P" N D) olup

)+ P 0D/

oldugunu biliniyor. O halde,

@+ 0D

Teorem 2.1. Sonlu c¢okluktaki sonlu rankl:
paraserbest Lie cebirlerinin serbest ¢arpimi
paraserbesttir.

Ispat. Ispati icin bakimz (Baur, 1978).
3. Paraserbest Metabelyen Carpim

Tamm 3.1. P; ve P, iki paraserbest Lie cebiri
ve P=P, xP,, P, ve P, paraserbest Lie
cebirlerinin serbest ¢arpimi olsun. D, P nin
kartezyen altcebiri olmak iizere P; ve P, nin
metabelyen carpimi

Py *met Py =P/p~nD
olarak tanimlanir.

Teorem 3.1. P; ve P, iki paraserbest Lie
cebiri ve P = P; = P, olsun. Bu durumda D, P

nin kartezyen alt cebiri olmak tizere p / p

paraserbesttir.

NnD

Ispat. P, ve P, iki paraserbest Lie
cebiri ve P = P; x P, olsun. Bu durumda
Teorem 2.1°den P paraserbesttir. Oncelikle

Py prr y p DOlim cebirinin rezidilii nilpotent

Bir u €

N va (P/ ) alalim. Bu durumda h
ne1¥a ("/prr o p) alalim. Bu durumda her

oldugunu gosterelim.

nigin

N D)

ﬂnzlyn (P/prap) =0

dir. O halde ©/pn | ) rezidiilii nilpotentir.
Simdi /P” A p Cebirinin bir serbest Lie cebir

ile ayni alt merkezi diziye sahip oldugunu
gosterelim.

(P
nD)Ey ( )/(P”nD)
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IR

(P/ P N D))/

v (*/ P N D))

(P/(P” N D))/

@+ 0D

EP/(P”nD)/ =P
(0P )

olur. P paraserbest oldugundan

2 ~F
/Vn(P) - /Vn(F)

olacak sekilde bir F serbest Lie cebiri vardir.
O zaman,

(P/p" N D)/

= F/
o) ®

dir. Boylece P/ nnp bOlim  cebiri

paraserbesttir.

paraserbest
paraserbest

Tanim 3.2 Pi *pmer P>
oldugundan bu  ¢arpima
metabelyen carpim da denir.

F, {x,y} kiimesi tarafindan diretilen
serbest Lie cebiri ve L herhangi bir Lie cebiri

olsun. F ’/ R [x,y] tarafindan iiretilen
U(F/F,,)-modﬁl olup K[x,y] polinom
halkasinmn ¥ ’/ F uizerindeki etkisi

x"y* [,y = [[x,y1x] - 1x] y] ... 1y]

olarak tamimlanir. Boylece F ’/ B cebirine

[x,y] tarafindan fretilen KJ[x,y]- modiil
yapist kazandirilmis olur. O halde her u €

F ’/ F eleman a(x,y) € K|x,y] olmak iizere

u = a(x,y)[x,y] formundadir.

Tanim 3.3. F de V = {u(x,y)|ulx,y) =
0,Vg,h € L} kiimesi tarafindan firetilen alt
cebire F de L tarafindan tanimlanan verbal
altcebir denir. Bu cebiri V(L) ile gosterecegiz.

Tamm 3.4. u(x,y) € F olsun. Eger Vg, h €
L i¢in u(g,h) =u(h,g) ise u(x,y),
elemanina L nin F deki 2-simetrik kelimesi
denir.

Not 3.1. F /V( L) ranki1 2 olan goreceli serbest

(relatively free) Lie cebiri olsun. u(x,y), L
nin F deki 2-simetrik kelimesi ise u(x,y) =
u(y,x) (mod V(L))dir.

Simdi Fox tiirevlerini hatirlayalim
(Fox, 1953).

r—defa s—defa

E,, {xq,..,x,} kiimesi tarafindan {iretilen
sonlu n rankh bir serbest Lie cebiri, 4, =

F”/F, ve M, = F"/F,, olsun. Herhangi bir
n n

v € E, i¢in ¥ ve ¥ ile v nin sirasiyla F, = A,
ve F, - M,, dogal homomorfizmleri altindaki
goriintlileri gosterelim. i = 1,2, ...,n i¢in 0;
Fox tiirevi her @, v € U(M,,)

0;(t + ¥) = 0,() + 9;(V),
9i(x;) = 6y,

0;(t. ¥) = ud; (V) + €(9)9; (),

olacak sekilde U(M,) den U(A4,) ye olan
lineer bir fonksiyondur. Burada §;; Kronecker
delta ve e:U(M,,) = K her i =1, ...,n igin
e(x;)) =0 olacak sekilde bir
homomorfizmdir. W € M,, ve 1 € U(4,,) ise

dir (Bryant ve  Roman’kov, 1999). Simdi
genellestirilmis  tlirevler ve  Smel’kin
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gdmmesini inceleyelim (Smel’kin ve Syrtsov,
2005).

gvegilegnnU(A) - U(H) ve U(A) -
U(G) kanonik homomorfizmleri altindaki

Ay, oA, sifirdan  farkh  serbest goriintiilerini gosterelim. T bir bazi {tl,I:I..,tg}
abelyen Lie cebirleri, A = 4, * ..+ A,,, H= olan sol U(H)-modil M(H,T), (T 0)
A/A, ve G = A/A,, olsun. Her g € U(A) i¢in  formundaki matrislerin cebiri yani

a; 0
M(H,T) = {(a‘;i 0) la; € Ay i =12, n}
olsun.i = 1,2, ...,n ve a; € A; olmak {izere 4. Verbal Altcebir ve 2-Simetrik
Kelimeler

_)(a_l- 0)
4= \at 0

olarak tanimlanan fonksiyon cekirdegi A"
olan bir ¢:A - M(H,T) homomorfizmi

A/, M(H,T) igine
gomiilebilir. Bu gdmme Shmel’kin gdmmesi
olarak bilinir. Herhangi bir a@ € A/A,, icin

belirler. Bodylece

a 0
“@= > p@e o

oldugu biliniyor. (Buradai = 1,2, ..., ni¢in D;
genellestirilmis tiirevlerdir.)

D;: U(G) - U(H)

genellestirilmis tlirevleri asagidaki kosullari
saglayan fonksiyonlardir.

1) D;(ii + %) = D;(@) + D;(¥), 1,7 €
U(G)
2) D;(ii.7) = uD;(¥) + e(¥)0;(i1),

3) D,(@0) = @
4) D;(w) =0,

4]
m
=
<
5]
H
-
=
@

Burada €:U(G) - K, g € G igin €(g) =0
olacak sekilde bir homomorfizmdir. Fox
tiirevlerinde oldugu gibi W € G ve 1 € U(H)
ise D;(AW) = AD;(W) esitligi gegerlidir.
Simdi bu calismamizin temel sonuglarini
verecegiz.

P, ..., B, paraserbest abelyen Lie cebirleri ve
P =P, x..xP, ise P, ..., B, paraserbest Lie
cebirlerinin serbest carpimi olsun.

Teorem 4.1. L = P/, ise F de L tarafindan

tanimlanan verbal altcebiri F'' ne esittir. Yani
V(L) = F" diir.

Ispat. F" c V(L) oldugu aciktir. Simdi
V(L) € F" oldugunu gosterelim. u(x,y) €
V(L) olsun. F'(modF"), [x,y] tarafindan
tiretilen U (F / F)- modiil oldugundan her w €

F'(modF") elemam, a(x,y)€ U(F/F,)
olmak tlizere

w = a(x,y)[x,y](modF')
formundadir. Bu durumda
u(x,y) = ax + by + a(x,y)[x, y](modF")

oldugunu kabul edebiliriz. Her ;, ¥, € L i¢in
u(?;, ;) = 0 oldugu tanimdan dolay1 agiktir.
Simdi 7, =¢; #0 ve ¥, =0 alalim. O
Zaman

u(é,0) =a.c; =0

ve dolayisiyla a =0 elde edilir. Benzer
sekilde ; = 0 ve ¥, = ¢, # 0 segqilirse

u(O, 62) = b.CZ = 0
ve b = 0 bulunur. Buradan

u(x,y) = a(x,y)[x, yl(modF")
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yani u(x,y) € F' bulunur. Simdi v; =¢; €
Pl,vz :62 EPZalahm.El ¢0,52 #0dir. O
Zaman

u(y, &) = a8y, 6)[6,86]1=0
olur. ¢, e gore genellestirilmis tiirevini alalim.
Tiirevin degeri U(F/F,) de olup
-a(Cy,63)001 =0
buluruz. U(F/ ) tamlik bélgesi oldugundan
a(cy, ¢;) = 0 elde edilir. Her &; € P; ve ¢ €

P; i¢in a(&;, &) = 0 olup a(x,y) = 0 dir. Bu
durumda u(x,y) € F" olup V(L) = F" diir.

Sonug¢ 4.1. M, P,, ..., B, paraserbest abelyen
Lie cebirlerinin metabelyen ¢arpimi ise
V(M) = F" dir.

Ispat. M = P/Pu nD
P; ler abelyen oldugundan P N D = P" diir.
Dolayssiyla M =P/, olur.  Teoremden

V(M) = F" oldugu goriiliir.

olupi =1,2,...,ni¢in

Simdi 2-simetrik bir kelimelerin V(M)
tarafindan nasil belirlendigini gésterelim.

Teorem 4.2. u(x,y), M nin F deki 2-simetrik
bir kelimesi olsun. O zaman u(x, y),

u(x,y) = Ax + Ay + a(x,y)[x,y](mod F")

formundadir. Burada a(x,y) € U / OB

a(x;:)’) = _a(%x) dir.

Ispat. u(x,y), M nin F deki 2-simetrik bir

kelimesi ise u(x,y) =u(y,x) dir. £/,

U (F / F,)-modl'il oldugundan u(x, y) elemani,

v e F"vea(x,y) € U(F/p) olmak iizere
ulx,y) = ax + by + a(x,y)lxyl +v

seklinde yazilabilir. ¥ =x + F", =y + F"
oldugu g6z Oniine alinirsa

u(x,y) =ax + by + a(x,y)[x, ]

oldugu aciktir. u(%,y) = u(¥y,x) esitligi goz
Oniine alalim. Buradan

aX + by + a(x,y)[X, 7]
=ay + bx + a(7,0[y,x]
ve
aX + by = ay + bx (1)
(a® 9+ a@ D)X =0 (2)

elde edilir. (1) esitliginden a = b bulunur. (2)
esitliginin X e gore genellestirilmis tlirevini
alalim.

—(a(x,y) + a(¥,%))y.x =0,

bulunur.  U(F/p)  bir  tamlik  bolgesi

oldugundan a(x,y) + a(y,x) = 0 bulunur.
a = b = A diyelim. O halde u(x, y) elemani

u(x,y) =Ax + Ay + a(x,y)[x, y](modF'")
a(x,y) =—aly,x)
formundadir.

Sonug 4.2. u(x,y), M nin F deki 2-simetrik
kelimesi ise u(x,y) — u(y,x) € V(M) dir.

Ispat. u(x,y), M nin F deki 2-simetrik
kelimesi olsun. Teoremden u(x, y)

u(x,y) =Ax+ Ay + alx,y)[x, vyl + v,
a(x,y) € U(F/F,), veF'

formundadir. u(x,y), 2-simetrik oldugundan
u(x,y) = u(y,x) olup

u(x,y) — u(y,x) =v(x,y) — v(y,x) =0
elde edilir. O halde her g, h € M igin

u(g’ h) - U(h,g) = v(g, h) - U(h,g) =0
dir. Yani u(x,y) — u(y,x) € V(M) dir.

w e V(M) ise her g,h € M igin w(g,h) =0
olup w(g, h) = w(h, g) dir. Yani w(x,y) €
F", M nin F deki 2-simetrik bir kelimesidir.
Diger taraftan
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u(x,y) = ax + by +
a(x,y)[x, y](modF"),

a(x,y) € U(F/F,) ve a(x,y) = —a(y, x),
ise w € F'" herhangi bir eleman olmak tizere

u(x,y) = ax+ay + alx,y)[x,y] +w,

M nin F deki 2-simetrik kelimesidir. Buradan
acikca goriiliiyor ki 2-simetrik kelimeler
V(M) tarafindan miikkemmel bir sekilde
belirlenir.

Ornek 41. a(x,y) = x%y — y*x
polinomunu alalim. —a(y, x) = —y?x + x2y
olup a(x,y) = —a(y, x) dir.

ulx,y)=x+y+ alx,y)[x,y] +w,weF",

M nin F deki
Gergekten

2-simetrik  kelimesidir.

u(x,y) =x+y+ (x*y —y*x)[x,yl(mod F'")

=x+y+ [[[[x, y],x],x] ,y] — [[[[x, y],y],y] ,x] (mod F")

ve

u@,x) =y+x+ [[[[y, x1y],),

olup u(x,y) = u(y, x) dir.
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