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Oz

M,,, rank1 n; olan serbest metabelyen Lie cebiri ve M, i =1,2,..,m i¢cin M, cebirlerinin direkt toplami
olsun. Bu ¢aligmada M nin bir test elemanina sahip olmasi igin gerek ve yeter kosulun her i i¢in n; = 2 oldugu
ispatlanmigtir. Ayrica u = u; + u, + -+ + u,, € M olmak {izere "u nun bir test eleman1 olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul i =1,2,..,m igin u; € M; ve {u,,u,,+,uy,} kimesinin bagimsiz olmasidir" sonucu elde
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Test elemanlari, direkt toplam, serbest Lie cebirleri

Test Elements of Direct Sums of Free Metabelian Lie Algebra

Abstract

Let M, be the free metabelian Lie algebra of rank n; and M be the direct sum of M, , i = 1,2,..,m. In this
paper it is proved that M has a test element if and only if n; = 2 for each i. Additionally it is obtained that an
element u =u; +u, + -4+ u, €M is a test element if and only if u; € My for i=1,2,..,m and

{uy, uy, -+, Uy} is an independent set.

Keywords:

1. Giris
K bir cisim ve F, K iizerinde bir serbest Lie
cebiri olsun. F nin her ¢ endomorfizmi ve bir
u€F i¢in @(u) =u oldugunda ¢ bir
otomorfizm oluyorsa u ya F nin bir test
eleman1 denir. Serbest gruplar ve serbest
cebirlerin test elemanlart Dick (1982),
Drensky ve Yu (1998), Shpilrain (1995) ve
Turner (1996) 1n ¢alismalarinda 6nemli bir yer
tutmustur. Serbest Lie cebirleri i¢in de gesitli
test eleman1 ornekleri verilmistir (Esmerligil
ve Ekici, 2006; Mikhalev ve Yu, 1997 ve
2000; Mikhalev vd. 2001; Temizyiirek ve
Ekici, 2006 ve 2007 ). Lie cebirlerinin
carpimlari i¢in test elemanlarimin varhigr da
aragtirilmistir. Ekici ve Ogiislii (2011), bir
serbest abelyen Lie cebiri ile bir serbest Lie
cebirinin abelyen ¢arpiminin bir test elemani-
na sahip oldugunu gdstermislerdir. Bununla
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birlikte serbest abelyen Lie cebirlerinin ¢ozii-
lebilir carpimimin test elemanina sahip
olmadigi  Ogiisli  ve Ekici (2018) de
gosterilmistir.  Sonlu rankli serbest Lie
cebirlerinin sonlu direkt toplamlarinin ve
serbest carpimlarinin test elemanlarina sahip
olmas1 icin gerek ve yeter kosullar Eskal ve
Ekici (2016) tarafindan arastirilmistir.

Serbest Lie cebirlerinin direkt toplamlarinin
test elemanlarinin varligi, serbest metabelyen
Lie cebirlerinin direkt toplami i¢in de test
elemanlarinin var olup olmadig1 problemini
diistindiirmiistiir.

Biz bu c¢alismamizda sonlu rankli serbest
metabelyen Lie cebirlerinin direkt toplaminin
test elemanlarinin varligi icin gerek ve yeter
kosullar1 inceledik.
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2. Temel Bilgiler

K karakteristigi sifir olan bir cisim olsun.
M, , My, ..,M, , K lzerinde ranklari
sirasityla nq,n,,...,n,,  olan  serbest
metabelyen Lie cebirleri ve M =@, M,
olsun. M" ile M nin tiiretilmis alt cebirini
gosterelim.

Tanmm 2.1. i=12,..,m i¢cin u; € Mni
olsun. i # j icin 6(w;) = u; olacak sekilde

0:M,. - M, homomorfizmi yoksa
i ]

{uy, uy, ..., uy} kiimesi bagimsizdw denir,

Temel sonucumuzun ispatinda asagidaki

teorem 6nemli bir rol oynamaktadir.

Teorem 2.2. (Esmerligil ve Ekici, 2003) M
ranki 2 olan serbest metabelyen Lie cebiri
olsun. O zaman M nin yegane test elemanlari,
M’ cebirinin elemanlaridir.

Tamim 2.3. M, ranki n > 2 olan serbest
metabelyen Lie cebiri ve r < n olmak iizere
{wi,w,,...,w,.}, M, nin bir alt kiimesi olsun.
M, nin her ¢ endomorfizmi i¢in @(w;) = w;,
i=1,2,...,r kosullart ¢ nin bir otomorfizm
olmasmi  gerektiriyorsa  {wy,w,...,w;.}
kiimesine M,, nin bir test kiimesi, test

kiimesinin eleman sayisina da M, nin test
rank: denir.

Bu ¢alismada yararlandigimiz diger bir sonug
da asagidadir (Esmerligil ve Ekici, 2003;
Esmerligil vd., 2006).

Teorem 2.4. M, ranki n > 2 olan serbest
metabelyen Lie cebiri olsun. O zaman M,, nin
test rank1 n — 1 dir.

3. Temel Sonuglar

Teorem 3.1. M= @' M, nin bir test
elemanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her i=12,....m i¢in n;=2
olmasidir.

Ispat: u=u; +u, +--+u, M nin bir
test elemani olsun. Burada i=1,2,...,m
igin  u; € My, dir. uy in My, icin bir test
eleman1 olmadigini kabul edelim. O zaman
®1(u;) =u; olacak sekilde M,  in
otomorfizm olmayan bir endomorfizmi
vardir.

Simdi o:M - M, @) =¢@;(u)+u, +
-+ u,, olarak tanimlanan homomorfizmi
diistinelim. Bu durumda

pw) =@ (u)+uy+Fup=uy;+tu; +-+u,=u

oldugu goriiliir. ¢, in g¢ekirdegi ¢ nin
cekirdegi tarafindan icerilmekte olup ¢,
otomorfizm olmadigindan Cek¢e # {0} dir.
Yani ¢ bir otomorfizm degildir. Bu ise u nun
bir test eleman1 olmasi ile gelisir. O halde u,,
M, igin bir test elemamdir. Teorem 2.4 den
M, in test ranki n; — 1 olup u, test elemant
oldugundan n; — 1 = 1 olup buradan n; = 2
oldugu elde edilir. Benzer sekilde diisiintiliirse
n, = - = n,, = 2 oldugu elde edilir.

Tersine her i =1,2,...,m igin n; =2
oldugunu kabul edelim. O zaman Teorem 2.2
den M, cebirleri test elemanma sahiptirler.

i=12,...,micin M, ranki 2 olan serbest

metabelyen Lie cebirleri ve M = M, @ M,,,
® -+ ®M,,_ olsun. M nin bir test elemanina
sahip oldugunu gosterecegiz. i = 1,2,...,m
i¢in u;, My, de bir test elemant olmak tizere

U=u; +u;, +--+uy,

elemaninin M de bir test eleman1 oldugunu
gosterelim. En az bir i i¢in u; # 0 olsun.
o:M - M, @(u)=u olacak sekilde bir
homomorfizm olsun. ¢ nin M, ye
kisitlanisint da ¢; ile gosterelim. Yani ¢; =
(p|Mni olsun. ¢(u) = u esitliginden

m

¢(u):2¢i (ui)zzui

i=1

817



Serbest Metabelyen Lie Cebirlerinin Direkt Toplamlarmin Test Elemanlart

Ve

m

Z(¢’i(ui)_ui)zo, i=12,....m

i=1
elde edilir. M = &, M, oldugundan

o;(w) =y, i=12,....m

oldugu gorilir. wu; € M, test eleman
oldugundan i=12,....m icin 0,
homomorfizmi  ¢: M,,, - M, seklinde bir
otomorfizmdir. i #j i¢in = @: My, - M,
olamaz. Ciinkii oyle olsaydi, ¢;(w;) = y;
olup pu)=u
celigkisi elde edilir.

esitliginden u; =0
Simdi ¢ nin M nin bir otomorfizmi oldugunu
gosterelim. v =v; +v, + -+ v, € Cekp
olsun. O zaman

o(v)=20,(v)=0

dir. ¢; lerin hepsi otomorfizm oldugundan i =
1,2,...,m i¢in v; = 0 ve dolayisiyla v =10
bulunur. O halde ¢ injektiftir.

Her w=w;+wy+-+w, EM icin
w; = @;(v;) olacak sekilde v; € My var
olup

w = (p(l?l +v2 ++vm)

dir. Yani ¢ ortendir. O halde u, M nin bir test
elemanidir.

Sonu¢ 3.2. i=12,...,m i¢in u; €M,

olmak {lizere u=u;+u,+--+u, €M
elemaninin bir test eleman1 olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul

a) heri=1,2,...,micinu; € M,
b) {uy,uy, -, up} kiimesinin bagimsiz

olmasidir.

Ispat. i=1.2,...,m i¢in u; € M,, olmak
lizere u = uy + uy + +-- + u,, eleman1 M icin

bir test elemani olsun. O zaman Teorem 3.1

den n; =2 olup Teorem 2.2 den w; € M,
birer test elemanidir ve u; € My, = M, dir.

{uy, uy, -+, Uy} kiimesinin bagimli oldugunu

varsayallm. O zaman bazi i +#j i¢in
6(u;) =u; olacak sekilde 6:M, — M,
homomorfizmi vardir. o:M > M
homomorfizmini sabit bir i i¢in

Plm,, (V1) = @i () = 6(vy), v; € My,

olarak tanimlayalim. O zaman

(P(u) =U + Uy + -+ uj—l + Q(ul) + uj+1
+otu,=u

olup M, c Ceke dir. Yani ¢(u) = u oldugu
halde ¢ bir otomorfizm degildir. Bu da u nun
test elemani olmast ile ¢elisir.

Simdi tersine her i = 1,2,...,m igin u; € M,
ve {uq,uy, -+, upyt kiimesi bagimsiz olsun.
Teorem 3.1 den

u=u +u,+--+u, € M
=M, ®M,;® --- M,

bir test elemanidir. Burada M; ler ranki 2 olan
serbest metabelyen Lie cebirleridir.

Ornek 3.3. M;, {x;,y;} tarafindan iiretilen
serbest metabelyen Lie cebiri Lie cebiri ve

M=M;&M,® - ®M,, olsun. i=
1,2,...,m i¢in u; = [x;,y;], M; nin test
elemant olup

u= [xl;yl] + [xZ'yZ] + -+ [xm'ym]l
M nin bir test elemanidir.
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