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{YONLARI KULLANILARAK EGRI VE
STURULMASI

Abdullah Yildiz, Ozer Oz, Fahri Vatansever

Ozet- Bu makalede B-Spline fonksiyonlan vasltas'lyla
diizlemde ve uzayda, egriler ve yiizeyler insa
edilecektir. Computer-aided desingn — Bilgis.a).'llr
yardinuyla tasarim olarak gelisen bu saha alam i¢ine
giren konumuza giris yapilms matematik temelleri
anlatilarak, orneklerle beraber egriler ve yiizeyler
olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler-B-Splines, Geometrik Modelleme.

Abstract - In this paper we will introduce B-Splines
functions and then with these functions we construct
curves and surfaces in two and three dimensional
space. This field is known as CAD- Computer aided
design. We gives some mathematical concepts and
some examples of curves and surfaces.

Keywords - B-Splines, Geometric design.

I. GiRiS

Egri ve yiizey temsilinde polinom fonksiyonlarmmn
kullanilmasi, bithassa son zamanlarda rasyonel polinom
fonksiyonlar1 kullanmak CADCAM tatbikatlarinda
giderek yayginlagsmaktadir.

B-Spline’lar kullamlarak, egri ve viizey olusturmak
1983’den beri (IGES)-Initial Graphics Exchange
Specification standartlan1 ile kullamlmaktadir. Bu
fonksiyoniar1 kullanarak birgok modelleme sistemleri
gelistirilmistir.
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Bu gelismelerde, asagida Ozelliklerini sayacagim;
avantajlar biiyiik rol oynamugtir.

Spline fonksiyonlan standart analitik sekilleri (Dogrular
konikler, gemberler, diizlemler ve quadratik yiizeyler) ilé
beraber serbest form egriler ve yiizeyleri de hassas by
sekilde temsil edilmektedir.

Bunlar ekstra serbestlik dereceleri (agirliklar ) kullanarak
daha genel sekiller olugturabilmektedirler.

Bu yiizeyler projektif doniigiimler altinda degismez

kalmaktadir. Yani, kontrol noktalaninin  projekif
transformasyonlari egrinin veya yiizeyin
transformasyonlarina denktirler. '

Bu galigmada birinci béliimde B-Spline baz fonksiyonlay
tamtilmigtir ve bunlarn vasitasiyla egriler ve tensor
carpim vasitastyla da yiizeylerin nasil olusturuldun
anlatlmistir. Bu baz fonksiyonlarinin analitik zellikieri
vurgulanarak , bunlara tekabiil eden egri ve viizeylerde
geometrik ozelliklerin nasil olusturuldugu L>.-Eial:'z1{1u§tir.

Bunlar 6rneklerle de sergilenerek geometrik gésterimler
yapilmugtir,

IL. B-SPLINE BAZ FONKSIYONLARI

Cox de-Boor algoritmas: olarak bilinen, B-splinelarm
ardigik rekiirans bagintis: temel olarak alinacaktir.

T={ t0 watsopt b t,, } azalmayan bir reel say1

j’ J,lv~--‘

dizisi olsun. 1. dereceden B-spline

fonksiyonu N (t) ile gosterilir ve asagidaki gibi
i p
tanimlanir

normalize, p.

1 Pst<t ve t <t
N. (t) o i i+1 | 1+ 1
L0 0  digerdegerlerde
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N, (t) = t —iIA Nl,p—l(t)+ M
i,P i+p 1
—t

t
_i+ptl —N (t)
i+lLp-1

~t
[i ip+ 1 i+
0
. derece (p*+1). mertebe olmaktadir, — =
gurada , P 0
simacaktir. Ni‘p(l) fonksiyonu tiim reel eksende

gmmlanmistir. Fakat, te[to,tm] arahginda iglem

gorecektir. N , (1), P

jonksiyonudur. T knot vektdr, t; degerleri diigiim
poktalart olarak isimlendirilir. [t;, t;,,] arahg i. diigim
arahigt olarak isimlendirilir.

derece pargali polinom

N (b fonksiyonu asagidaki Onemli &zelliklere
ip
sahiptir.

¢ N (1)20 (i,p,t'nin her degeri i¢in)

D N, (1) =1'dir. Buna

birimin pargalanmasi denir. n, verilen knot vektérii
icin p. dereceden B-spline fonksiyonlannin
savisidir. ( n, p ve m’ye bagimhdir).

i

¢ Eger t, [t;, t,,,,] kapah arahfmn disindaysa

N (t)=0'dir.  Yani, yerel destekli bir
i,p

fonksiyondur. Ustelik, verilen [t;, t;,,] aralifinda

enfazla (p+1) tane N (t) sifirdan farkhdur.

iLp
¢ Tiirevlenebilmesi:

N (t)’nin knot dizisinin her bir arah@mn igerisinde
i,p

biitiin tiirevleri mevcuttur. ( Buralarda polinomdurlar.)

Knot noktalarinda ise (p-k) defa siirekli tiirevlenebilirdir.

Burada k, knotun kathligidur.

¢ Ekstramumlar:
P=0 hali haric N (t) bir maksimum degere sahiptir.
ip

Daha fazla bilgi iin [3] ve [6] kaynaklarina bakilabilir.

segerek  B-spline baz

Knot vektorlerini  keyfi
fonksiyonlar olduklarim

fonksiyonlarinin nasil
arastirabiliriz.
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Sekil 1. a) Quadratik B-spline baz fonksiyonlar:

[0 0 0 1/3 2/3 1 1 1] knot vektori igin b) Kibik
B-spline baz fonksiyonlar

[o 00017417234 111 1] knot vekaora igin
¢) Kibik Bemstein polinomlan [0 0 0 0 1 1 1 1] knot
vektorll  igin

(Sekil 1)’de bazi B-spline baz fonksiyonlan
goriilmektedir. T knot vektSrinéin se¢imi  bu

fonksiyonlarmn sekillerini etkilemektedir. Cesitli tipte knot
vektorleri yaygin olarak kullanilmaktadir. Kabul edelim ki
p sabit almirsa; T={ to,. .t } eger birinci ve son
noktalan (p+1) defa tekrar ederse, yani;

= tp ve tm_p = tm—p+1 =4 = tm 1s€

to = tl =. .
periyodik  knot vektdr denir.t, = 0 ve t =1 ise
periyodik knot vektdrleri;
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0,0 0, toas o ety 3
(pt1) defa (pt1) defa

Eger pozitif bir d sayisi mevcutsa V€ [ =d ise

p<i<m-p-1 (esit aralikh diigiimler) T’ye unifo'rm
knot vektsr denir, Obiir hallerde uniform olmayan denir.

Uniform olmayan knot vektorleri, uniform olan 'kno§
vektoriiniin belirledigi sekillerden daha genel selqﬂen
belirler. Genellikle, i¢c noktalardaki kathliklar birden
fazla olur. Bir de diizgiin knot vektori, fiengemz
dagilmuglarsa salimm yapraalara veya iist tiste binmelere
sebep olabilir.

Uniform olmayan knot vektdrleri, daha hassas egimli
sekillerin belirlenmesinde kullanilir.

y Ol R i o T s
(p+1) defa (p+1) defa
(I¢ diigiim noktast yok)

Knot vektorii p. dereceden Bernstain fonksiyonunu
Verir.

P) . i
Ni,p(t)=Ba,p(t)=( J-t (-9 (2)
( Bkz. Sekil 1-c)
IIL. B-SPLINE EGRILERI

p. dereceden B-spline egrisi;

ct) = Z N, ()P, 0<t<1 (3)
i=0
seklinde tamimlanir. Burada, P, ’ler kontrol noktalaridir.
N; (1), p. derece B-spline baz fonksiyonlaridir ve

T={ t;,. . .ty } knot vektorii ile tanimlamr, Knot

sayis1 ve kontrol noktalan sayis1 m+1=(n+1)+(p+1) ile
verilir.

Sekil 2. Kiibik B-spline . ($ ekil 1-b)’de verilen knot dizisiyle

112

B-Spline Fonksiyonlar; K,
Egri ve Yiizey QI
AYildiz, 0.0z,

“""ﬂlarak
ustu I'ulmm
F ‘VatanSCVer

Sekil 2°de (sekil l-b)’dgki baz fonksiyonlar ile elde
edilen egri goriilmektedir.

FA
2k
4 ) Py
°% ' 2 ') I

ekl 3. Kontrol noktalan, Py[1 1], Py[2 3], py[s 3],
P4[3 1] ve knot vektdril [0 geF-2 3 3] olan 2. dereceden
B-spline egrisi

B-spline egrileri asagidaki ozelliklere sahiptirler:

1) Ug noktalardaki (p+1) kathiligy;

3 P.(P, -P,
C(0)=P, ,C(1)=P, ve C (0)= 1""0) olmasim
p+l
saglar.
2) Afin invaryanttir. Yani; Kontrol noktalarina by

doniigiim uygulanirsa, egriye de bu

uygulanmus olur.

doniisiim

3) Konveks bolge ozelligi:
Kontrol noktalarinin olusturdugu sekil konveks cukurlar
icinde kabr. ( Convex hull ). Yani; Eger t, [tj,tw)

arahgmda ve psj<m-p-1 ise cw

o g

igindedir.

, P; kontrol noktalarinin konveks gukurlugu

4) Kontrol noktalanimin birlestirilmesiyle, egriye lineer
yaklasim yapilmugtir. Bu yaklagim knot ilavesiyle
iyilestirilebilinir.

5) Yerel yaklagim:
Eger bir kontrol noktas: kaldirihirsa, bunun egriye etkisi
(pt1). aralik iizerindedir.

6) C(t), knot noktalan disinda sonsuz tiirevlenebilirdir.
Fakat, knot noktalarinda k kath knot varsa, (p-k)
mertebeden siirekli tiirevlenebilir.

7) ( Variation diminishing property):
Kab‘aca sOylemek gerekirse, egri kontrol noktalarnmn
degisiminden daha fazla sahnan bir degisim gostermez.

8) B-spline egrileri, knot dizisinde i¢ noktalar yoksa
Bezier egrilerine déniisiirler.
Ni.p (t) o Bl.p (t)
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[v. TENSOR CARPIM B-SPLINE YUZEYLERI

air egri bir parametre ile tanimlanirken, yizey iki
arametre gerektirir. u ve v parametreler 0<u,v<]
Jjmak iizere (p,q). dereceden tensor carpim B-spline

yizeyl;

swv) =Y, 2 Nip N (P (@)

i=0 j=0

formundadir. P; ; kontrol noktalari, kontrol ag1 denilen

dikdortgen bir dizi igerisinde topolojik olarak
gizenlenitler.  Nj (), Njo(v) B-spline baz
fonksiyonlandir. Yukanda L. bolimde 1)
denkleminde ~ tammlandifn  gibi  B-spline  baz
fonksiyonlaridir.

U ve V periyodik olmayan ve uniform olmayan knot
vektorleri olabilirler. Bunlar s Nipu) ve

Niq (v) fonksiyonlarim tammlarlar. (Sekil 4)’de kontrol

dizisi

a1 ve buna tekabiil eden B-spline yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4 . a) Kontrol ag1 b) Kontrol agina tekabiil eden (2,3).

dereceden tensor garpim B-spline yiizeyi . Knot vektdrler

B-Spline Fonksiyonlar: Kullanilarak
Egri ve Yiizey Olusturulmasi
A.Yildiz, 0.0z, F.Vatansever

u=[o 00 1/3 23 1, 1]ve
v=[00001111]

tammlar.
u=u,

(4) yizeyi iki yonli egri  semasi
Parametrelerden birisini  sabit tutarsam;
0<u,<1.0 zaman, 0<v<1 degisince yiizey iizerinde
B-spline egrisi elde edilir.

Cv)=S(ug, V=Y D N, (ug).N; o (v) P

i=0 j=0

®)
=ZNJ,q (V)(ZNi,p (uO)‘Pij] =) N, (v)Q;(u,)
=0

j=0 i=0

C(v) egrisiigin Q;(u,), (nt+1) kontrol noktas: olur. Ozel

olarak; S(0,v), S(1,v), S(u,0) ve S(u,1) yiizeyin 4 s
noktasidir. (m+1).(nt+1) garpim fonksiyonu
N, (u),N; (v) (4) denkleminin (p,q) derecesinden iki

degiskenli B-spline baz fonksiyonlarmm olugtururlar.

Bu fonksiyonlar P; kontrol noktalanin arasindaki

biikiilmeleri saglarlar. Bunlardan iki tanesi (sekil 4-b) ve
(sekil 5-a)’de gosterilmistir. Bunlar (Sekil 1-a-c)’dekilerin

+1

yiizey karsiliklandir.

Sekil 5-a P23 kontrol noktasinn  garpim fonksiyonunun grafigi

ve olugturdugu ylizey
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Sekil 5-b P31 kontrol noktasimin garpim fonksiyonunun

grafigi ve olusturdufu yizey

Cift degiskenli B-spline baz fonksiyonlar1 asagidaki
analitik ozelliklere sahiptirler.

¢ N, (WN;g(v)20 (herij,p,quV igin)

. zm:iNi,p (@N; (V) =1 Y(u,v) € [0,1x[0/] igin

i=0 j=0
¢ Yerel destek dzelligine sahiptirler. Eger (u,v) ikilisi

[U;, U4 ps1 JX[V)s Vjsqs] dOrigeninin disinda ise;
Ni,p (u);Nj,q (V) = O

¢ Tiirevlenebilme 6zelligi:

Knot dortgenlerinin igerisinde biitiin kismi tiirevler
mevcuttur. ( Buralarda cift degiskenli polinomdurlar ).
(u,v) knot noktalarinda ise p-k.(q-k) mertebeden siirekli
tiirevlere sahiptirler. k katlihik degeridir.

¢ Ekstramum degerler :
p>0 ve >0 ise N;;(u),N;q(v) bir maksimum deger

alir. 4 kose kontrol noktasi, yiizeyin dort noktas: ile
birlesir.

¢ Konveks bolge 6zelligi
¢ Variation diminishing property

¢ Kontrgl noktalan iiggen yiizeylerle birlestirilirse,
yiizeyin pargali diizlemsel yaklasim yapilmug olur.

¢ Yerel yaklagim:

B-Spline Fonksiyoniar, Kullany, k
ra

Egri ve Yiize
y Ol
AYildiz, 0.0z, }‘:l g:gnl:el:m
er

Eger bir Py kontrol noktas: kaldirilirsa,

iigerinde sadece [u;,u;, . Jx[v;,v

3 y j+q+1] dértgem-
{izerinde etkisini gosterir.

¢ l¢ knot noktalar yoksa B-spline yizeylerj ..
yiizeyleri olurlar. » Bezier

Sekil 6 . a) Kontrol ag b) Kontrol agina tekabil eden (7.8).
dereceden tensor garpim B-spline yiizeyi . Knot vektorler

v=booooooo1233333333
v=poooooo1 2344442444
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V.SONUCLAR

yukaridaki boliimlerde, B-spline egrileri ve tensor
carpims B-spline yiizeyleri en carpici Szellikleri ile
verilmistir. Bunlara gore imalat sanayinde, tasarim
slanlarinda bu egri ve yiizey uydurmalarm, bu ézellikleri
ile yapiimalan saglanmaktadir. Baz1 yiizeyler icin daha
genel olarak nurbs-nonuniform rational B-spline egrileri
pu sahada daha avantajli olmaktadir.
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