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Ozet — Bu calisma invers diizlem ve blok dizayn
hakkinda bilinen ¢ahsmalarin bir derle.mwidir.
Ozellikle projektif diizlem, Galois diizlemi , blok
dizayn tammlar1 verilmistir. Blok dlz.aynlann
kombinatoryel ozelliklerinden bahsedildi. I?ah:!
sonra invers diizlem (Mobius diizlemi) ile ilgili
tamim ve ornek verildi, invers diizlemin aksiyomlar:
tamtildi.

Anahtar Kelimeler: Mobius Diizlemi, Invers

Diizlem, Blok Dizayn, Galois Diizlemi

1.GIRIS

Bu ¢aligmada F.Karteszi’nin “An Introduction to Finite
geometries” kitab1 esas alinmugtir. Say1, esya ve benzeri
seylerin herhangi bir toplulugu ciimle, ciimleyi
olusturan seylerden herbiri bu ciimlenin elemam olarak
gbz oniine alnir. n negatif olmayan herhangi bir tam
say1 olmak iizere eleman sayis1 n olan bir ciimleye
“sonlu ciimle” denir. Bir ciimle sonlu degil ise “sonsuz
climle* olarak diistiniiliir.[1]

Geometride kullanilan tammsiz (ilkel) kavramlar
“nokta”, “dogru”, “diizlem” ve “iizerinde bulunma
bagintilar1” dir. Eger bir geometride kullamlan noktalar
ciimlesi sonlu, dolayisi ile bu ciimlenin alt kiimeleri
olarak ele alinan dogrular ciimlesi de sonlu olup bdyle
geometrilere sonlu geometriler denir.

Sonlu geometriler teorisinin ilk gelisimi klasik
geometri ile uyumludur. Ancak kombinatoryel ve
cebirsel konulardan etkilenmistir.

ILTEMEL KAVRAMLAR

Sonlu elemanli X = { p,,p,,.. } noktalar kiimesi ile bu
kiimenin baz: alt kiimelerinden olusan dogrular kiimesi
g6z oniine almsm. p; noktasimn I; dogrusu iizerinde
olmasi da p; € |; ile gosterildiginde bir projektif diizlem
asagidaki aksiyom sistemi ile tanimlanir,
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P,: Eger pe Z ve Qe T ise pe 1 ve
bilc;imsc b;i’r tek | dogrusu vardxf Qel olacak
P,: Eger dcZ ve IcX ise ped ve pel olacak
bir p noktas: vardur.

P;; Herhangi gl dogrudas olmayan dort nokta
vardur.[2]

bigimde

Sonlu projektif diizlemlerde asagidaki dzellikleri
saglayan q 22 pozitif tamsayisina projektif diizlemin
mertebesi denir.

1)Her dogru iizerinde q+1 nokta vardir

2)Her noktadan q+1 dogru geger

3)Toplam nokt’a sayisi ile toplam dogru sayis: birbirine
esit olup tam q"+q+1 dir. [1]

Sonlu projektif diizlemde noktalar ciimlesi ve dolayis;
ile dogrular ciimlesi bir K cisminin elemanlan
yardimiyla cebirsel olarak ta ifade cd;lcbilir.Béylece
Galois diizlemi de tanimlanabilir. p bir asal sayl, r bir
pozitif tamsayr olmak iizere toplamsal birimi 0,
carpimsal birimi 1 ile gosterilen q = p" elemanh Galois
cismi K=GF(q) disiiniildiigiinde, K’'nin elemanlan
kullamlarak hepsi sifir olmayan (x;, x,, x;) siral
icliilleri ve bu fglillerin A katlari olan A(x,, x,, x;)
fichileri ( A € K ,A # 0 ) aym noktayr gostersin .
Béylece nokta iiglillerine *“ homojen koordinat iigliisii
denir. K=GF(q) da q tane eleman oldugundan ( 0,0,0 )
iighisii hari¢ tutuldugunda q° -1 tane sirali iigli elde
edilir. Yine sifir hari¢ tutulursa , bu iigliilerin q -1 tane
olan A katlan aym bir noktanin homojen koordinatlan
olacagindan, bu yolla bulunacak farkl: noktalarin sayisi
(q’ ~1):( q-1)=q* +q + 1 kadardir.Dogrulara
gelince

a . x3ta.x;+a;.x3=0 (3)

denklemini saglayan tiim noktalar kiimesinin bir alt
kiimesi bir dogru olarak adlandinlir ve [ a,, ay, a; ] ile
gosterilir.Bu denklemde a,, a,, a; €K olup hepsi sifir
degﬂdir-Aynca b|=)..a| .bz':;‘\.ﬁz, b3=l-al
(0#A€ K) igin by.x, + by.xp + b3.x3 =0
denkleminin ¢6ziimii de ( 3 ) ile aymdur.Tersine
yukandaki iki denklem eger ayni noktayr tammlarsa
bunlarin katsayilari da noktalar igin gegerli olan ayn!
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gy yani bi =2 . 2; (1= 1,213 Zuo fl ) esitligini
qglar Boylece [ a, a, a3 ] swah ficliileri ve bunlarin

- K katlan aym bir dogrunun homojen
inatlarini gosterir. Boylece dogrularn toplam
noktalarn sayisim bulmakta izlenen yolun ayms
2 +q + 1 olarak bulunur.

goord

say1sl
izlenerek q

%5, X3 ) ve ( Y1, ¥2, ¥3 ) farkh iki noktadan gegen

e homojen koordinatlari

dogrunun
a.x; +8.X+ a3.x3=0
a,.y1 ta.y.ta.y; =0

genklemlerin ortak ¢6ziimd olan [ a, a5, 23] [0,0,0]
Katsay1lar iicliileri, bu iigliilerin birinin A kati a
pelirlenir ve ayn1 dogruyu gosterir. narak

Benzer sekllde [ a), ay a3 ] ve [ by, by, b; ] farkh iki
dogru ise bu dogrular lizerinde bulunan ara kesit
noktast olan biitiin (x), X2, X3) # (0,0,0) sirah éichiler,
pu tiglilerden birinin A kati1 alinarak bulunur. Buradan
pu bigimde tamimlanan dofrunun ve noktanm, kesin
olarak sirasi ile p, ve p; aksiyomlarim sonucuna

varilir.

Ayrica her K -GF(q) cisminde toplamsal birim 0 ile
carpimsal birim 1 mutlaka bulunacagindan ( 1,0,0 ),
(0,1,0), ( 0,0,1), ( 1,1,1 ) noktalarin p; aksiyomunu
sagladift da agiktir. Sonug olarak, bir dogru iizerindeki
noktalarin sayisim bulmak igin, [ a;,2;,2;]=[1,0,0]
gibi bir dogru secildiginde; bu dogru iizerindeki

(Xy,%X2,X3) noktalan
1x;+ 0.x;+ 0.x3 =0

denklemini saglayacagindan, ( 0, X5, X3 ) bigiminde
olmak zorundadir. ilk bilesen sifir oldugundan diger iki
bilesen q’ tane giftten olugur. Ancak x; = x3 =0 ise,
elde edilen ( 0 ,0, 0 ) iiglisii bir nokta olarak
almmayacagindan, bu iigli diginda q’-1 tane
(0, x,, x3 ) bigiminde noktalar vardir. Ancak bu
noktalardan her q—1 tanesi aym bir noktay gdsterir.
Dolayisiyla bu [ 1,0,0 ] dogrusu ve genelde her dogru
iizerinde (q>-1) : (g-1) =q+1 tane nokta vardir. Benzer
sekilde her bir noktadan q+1 tane dogru gecer.Bu
sonuglardan K=GF(q) cisminin eleman sayis1 olan q
gercekte  bu diizlemin mertebesini gsterir. Boylece
daha once aksiyomatik olarak ifade edilen sonlu
projektif diizlem, bir cisim yardimiyla ifade edilmekte
ve Galois diizlemi olarak adlandirilmaktadir.Sekil .1
aym zamanda 4.mertebeden Galois diizleminin bir
lizerinde bulunma tablosudur.

Burada sonlu geometrilerde oldukga kullamsh, yeni bir
kavram verilecektir.B,, Bj, ... , By ler b]ok]a}’ .olarak
adlandinlan, H={ 1,2, ..., V } ciimlesinin bog
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olmayan alt ciimleleri olsun.Bu kiimeler asagidaki
ozellikleri saglar . vy

1) H ciimlesinin elemanlarmn sayisi v’ dir.

2 ) Bloklarn sayis1 b’ dir.

3) Herblokta tam k eleman vardur.

4) Her eleman tam olarak r blok iizerindedir.

5) Farkli her iki blogun ara kesit kiimesinde A tane
farkh eleman vardir.[2]

Bu kosullar saglayan bir { B, B, ..., B, }  bloklar
cMesi bir “blok dizayn” olarak adlandirilir. Bir blok
dizayn (4.mertebeden projektif diizlem) omegi sekil
1’de verilmistir,

21 o e o o |eo

Sekil 1.Bir blok dizaym

Blok dizayndaki v,b,r,kA parametreleri birbirinden
bagimsiz deildir. Bir “iizerinde bulunma” tab}c?su
yardimyla sekil.2 deki gibi bir blok dizayn sunulabilir.

1 4 |5 |6
1 |o |@
2 e |o °
3 le °o |o
4 o |o °
5 ° e |o
6 °o |o ®
Tile ® |o
8 o |0 |0
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Sekil 2.Blok dizaynn iizerinde bulunma tablosu

Tabloda sifirlara noktalar, siitunlara' ise blokla.r
srralandiginda elde edilen v x b kareli t.ablot'ia, bir
nokta bir blogun iizerinde ise bu satir ile stitunun
bulustugu kareye bir e isareti konur, alf:si. halde kare
bog birakilir. Burada “iizerinde bulunma 1.sar'et'len iki
yoldan sayilabilir. Satirlardan hareket edll‘ckgmde v
tane satirn her birinde r tane blok isaretlendiginde v . 1
tane igaret; siitunlardan hareketle de b tane siitunup her
birinde k tane eleman oldugundan b . k tane isaret
bulunur. Boylece

v.r=b.k (1)

elde edilir.

Simdi tablonun bir siitunundaki “iizerinde bulunma”
isaretlerinin ikiger ikiger sayis1 C (k,2 ) olup bu tabloda
bulunan bu tiir iftlerin sayis1 b . C (k2 ) ‘dir.Ote
yandan tablodaki herbir satir giftlerinin C ( v,2 ) kadar
olup herbir blok ¢iftinin ara kesitinde A eleman
oldugundan bu tiir giftlerin sayis1 A . C ( v,2 ) ‘dir.Bu
iki sonugtan

b.k(k-1)= A.v(v-1) " dir.Bu son esitlikte (1)
kullanilarak

r.(k-1)=r.(v-1) 2)
bagmtis1 bulunur.

Bir blok dizayn icin (1) ve( 2) kosullan gerek
sarttir,fakat yeter sart degildir. Aslinda 6.mertebeden
projektif bir diizlemin olmadig: bilinmesine ragmen
v =43 ,b=43,r=7,k=7ve L =1 olup bu iki kosul
saglanmaktadir.

4 .mertebeden Galois diizlemi 6rnegi v =b icin bir
blok sisteminin var oldugunu ama ( 1 ) nedeniyle
k =r olunmasim gerektirir . Boyle bir durumda
“ Simetrik (v, k, A ) blok dizaynindan” s6z edilebilir
.Bu  “Simetrik (v, k, A ) — konfigiirasyon” olarak
adlandirilir. Bunun gibi bir blok dizaynin gerek kosulu
( 2’ dir ve simetri nedeniyle( yani r =k oldugundan )

A(v-1)=k.(k-1) dir.  (4)

Bu blok dizayn v=q¢’+q+1, ki =ig+al iA=1
iken q .mertebeden birer projektif diizlemdir.Detaylara
girmeden bir simetrik (v,k,1)- konfigiirasyonunun
varhif: igin gerek sart bilinmekte olup bu sartin ayni
zamarnda yeter sart oldugu tahmin edilmektedir. Ancak
bu tahmin yakm zamana kadar ispatlanamamustir Bu
kosul Bruck-Ryser-Chowla teoreminin ikinci kismu
olup soyledir.[3]

2= (k=-N) .o H(L1 91112 Ty

v—r

invers Diiziem
ve Blok Diza
$-Korkma, i-olg{il;

esitligini saglayan X, y, z tam sayilan blﬂunabiliyors
boyle bir (v, k, A ) - konfigiirasyonu vardir, [2] y

Simetrik (V,k, }\-) blokdizaym,t_(v
blok dizaym olarak asagidaki kosullan g
bigimde genellestirilebilir.

’yk ) }\. )
aglayacak

1) H kiimesinin v elemam vardir.

2) Her blok k tane eleman igeren bir alt kiimediy.

3) t elemanh herhangi bir alt kiime tam olarak 3 &
blokta bulunur.

[I-INVERS DUZLEM ( MOBIUS DUZLEMj ) VE
t-(v,k, A) BLOK DiZAYN]

Bu boliimde o6klid diizleminin b1r genislctilmisj obin
Moébius diizlemi ele alinacaktir.Oklid diizlemim', bu
diizlemin her bir dofrusunun gectigi farz edilen bir
ideal nokta ile genigleterek Mébius diizlemi ( invers
diizlem ) elde edilebilir. Bu yolla yapilan genisletmede
cemberler ve dogrular arasinda  bir fark
gozetilmemektedir,her ikisi de gemberler olarak
adlandirilir. Boylece Oklid geometrisinde gemberlerle
dogrularin kesisimiyle ilgili teoremlerin birlestirilmig
bir formiilasyonu elde edilir. Bir kiirenin bir Mghbjys
diizlemine asagidaki bigimde bir steografik izdiigiimi
varsa, Mobius diizleminin ve kiirenin yapilari aymdr,
I kiiresinin t donme ekseni, kiirenin gelisigiizel bir U
noktasindan gegsin ve gelisigiizel bir Y  Mgbiug
diizlemi t’ ye dik olsun; kiirenin U’ dan farkh bir P
noktasi, diizlemin bir P' noktasma PP' dogrusu U
dan gegecek bicimde ve U noktasi da diizlemin ideal
noktasma karsilik gelecek bigimde bir esleme yapilsim.
Bu eslemede ¢gemberler ve agilar korunur. Birbirine
degen ¢emberler birbirine degen gemberlere, U’ dan
gegen gemberlerde diizlemin dogrularina taginirlar. Bu
steografik eslemenin bir 6zelligi olarak, bir ideal
nokta yardimyla Oklid diizlemi genisletilirken, bu
diizlemdeki dogrular ¢gemberler olarak diisiiniilmelidir.

[2].[4]

Sonlu bir projektif diizlem 6rnegi t =2, v =g’+q+1 ve
A =1 olan bir blok dizaym verilmisti. Simdi geometrik
olarak formiile edilen t =3, v = q*+1, k =q+1, ve
A=1 durumu ile ilgili q =3 igin bir 6rnek gekil-2’de
verilmektedir. Siitunlar sirasiyla P,,P,,....P;, noktalan
olarak, satirlar da srasiyla cy.c,,...,C30 olarak
adlandinlsin, Sekil 3 .

Bu 10 nokta ve 30 gemberi igeren iizerinde bulunma
yapisimn  su Ozellikleri igerdigi kolayca kontrol
edilebilir.

K1 - Her ¢emberin noktalar1 vardir.
K2 - Her hangi bir nokta iigliisinden bir tek gember
geger.
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K3 - Pj ec. ve P, &c, ise ¢, Nc; = {P;} ve Py ec,
olacak bigimde bir tek ¢, # ¢, ¢emberi vardir.
K4 — Cembersel olmayan 4 nokta vardr.

Ki,K2,K3,K4 birlikte K “aksiyom sistemini “
olugtururlar. K aksiyom sistemini saglayan bir diizlem
wipvers diizlem” veya “Mobius diizlemi” olarak
adlandinlir. Diizlemin noktalarimin sayis1 bu érnekte
oldugu gibi sonlu ise  sonlu bir Mébius diizlemi soz
konusudur. Burada ilk oniki satirda, ilk siitun digindaki
noktalar 3.mertebeden bir afin diizlem olusturur. Bu
afin diizleme biitin dogrularmin gectigi P, ideal
noktast katilarak 3.mertebeden bir Méobius diizlemi
elde edilir.
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Sekil 3. g = 3 igin bir blok dizayn drnegi
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IV.SONUC

Bu calismada sonlu geometrilerin - kombinatdryel
ozellikleri incelenmeye galisildi.Galois diizlemi ve
blok dizaynlan kombinatéryel ozellikleri iizerinde
duruldu.Mébius diizlemi ve aksiyomlar1 verildi.Sonlu
Mobius diizleminin stereografik  izdiigiim yardimyla
elde edilmesi ifade edildi.Stereografik izdiisiim ve
Mébius diizleminin kombinatéryel ozellikleri tizerine
yeni ve etrafli caligmalarin yapilabilecegi gozlendi.
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