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ABSTRACT

In this study it has been shown how the Bayesian approach can be
used in the process of parameter estimation in regression analysis. For this
purpose, simple and multiple linear Bayesian regressions have been
theoretically explained after the Bayes estimator and its properties were
analysed.

OZET

Bu calismada regresyon analizinde parametre kestirimlerini yaparken
Bayes yaklasiminin nasil kullanildigx gosterilmeye calisilmistir. Bu amagla
Bayes kestiricisi ve ozellikleri incelendikten sonra basit ve ¢oklu dogrusal
bayesci regresyon teorik olarak agiklanmastir.

GIRIS

Son yillarda Bayes yaklagimi istatistigin hemen hemen tim
alanlarinda kullanilmaktadir. Bayes yaklasgiminin temelini, 18. Yiizyilda
Thomas Bayes adli bir adam tarafindan geligtirilen teorem olusturmaktadir.
Bu teoreme gére A olayinin gergeklesmesi olasiigi bilindiginde B olayinin
da gerceklesmest olasiligini hesaplamak olanakhidir. Sézii edilen olasiligin
hesaplanmasinda kullanilan Bayes teoremi modern istatistik karar kuraminda
yer alan karar verme tekniklerinde uygulanmaya baglannustir.
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Karar vermede Bayes karar verme yontemi kullanilirken parametreler
hakkinda yapilacak kestirimlerde kisisel deneyim ve bilgiler, yani objektif
bilgilerin yaninda subjektif bilgiler de karar verme siirecine katilmaktadir.
Bayes yaklagiminin temel ilkesi elde edilen bu bilgileri kullanarak yanhs
karar verme riskini azaltmaktir.

Regresyon analizinde de daha etkili parametre kestirimleri yapmak ve
en onemlisi artik kareler ortalamasini minimum kilmak gibi amaglarla Bayes
vaklagimi kullanilmaya baglanmistir.

Bu caligmada amag, basit ve goklu dogrusal regresyon modelinin pa-
rametre kestirimlerini Bayes yaklasimini kullanarak nasil elde edildigini
aragtirmaktir. Bu amagla, temel baz1 kuramsal 6zellikler ile ilgili genel bil-
giler verilmistir.

I. BAYES KESTIRICiSi VE OZELLIiKLERI

Genel dogrusal modelde (X'X) matrisi birim olarak alindiginda Y, ,

2 . o 4 .
0; ortalama ve ¢” varyansi ile normal dagilmli olacaktir. Onsel (prior)
varsayim

E©)=p E(Yi)=0;

dir. W, 6; igin tammlanan énsel dagilimin ortalamasi olup, parametrelerin
varyanslar da sirastyla 1° ve o ile gosterilmektedir. 6, nin sonsal (posterior)
dagilimi Bayes teoremi kullanilarak elde edilirse bu sonsal dagilimin ortala-
masi olan Bayes kestiricisi

*

Y/o? +u/c?

M EO/Y)= /o +1/1>

0

seklinde elde edilmektedir. Bu esitlikte Y = 2 Y, /n olmaktadir. (1)’de
verilen ifade EKK yerine dnerilen Bayes kestiricisidir'.

' LINDLEY, D.V. and SMITH, AF.M., “Baycs estimates for the linear model”,
J.R.Statistical Soc., 1972, 5.10.
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Y; ve Wniin varyanslar ile ters orantilidir. Bazi aragtirmacilar 0, ’in duyarl

ve EKK’dan daha iyi bir kestirici oldugunu ileri siirmiislerdir. Ancak 0
kestiricisinin, 6;’nin yanl bir kestiricisi oldugu Lindley ve Smith (1972)
tarafindan gésterilmistir. Yanh olmasinin nedeni, kullanilan 6nsel dagilimla-
rin kisiden kisiye farkliliklar gostermesindendir.

E(©, -6 /(n —-1)2 (212 + 02) kogulunun saglandigi durumlarda
Bayes kestiricilerinin EKK kestiricilerinden daha ustiin olacag: belirtilmis-
tir.” Orneklem hacmi yeteri kadar biyiik ise, bilinmeyen birlesik dagilim igin
belirsiz 6nselin genis araligr altnda Bayes kestiricisinin EKK kestiricisine
oldukga yakin olacagi da Goldstein tarafindan ifade edilmistir.® Olabilirlik
fonkstyonunun baskist olmadiginda énsel dagilimin sonsal dagilim ve Bayes

kestiricilerinin hesaplanmasinda etkili oldugu da Gunst tarafindan belirtil-
4
migtir,

I1. BASIT DOGRUSAL BAYESCi REGRESYON
2) Y=XB+¢
dogrusal regresyon modelinde bagimsiz degisken sayisi bire esit oldugunda
regresyon modeli basit dogrusal regresyon modeli olacaktir. Basit dogrusal

regresyon denklemi igin g hata terimi 0 ortalamal ve G varyansli normal
dagilima sahipken parametrelere bagli olabilirlik fonksiyonu,

(3) p(Y/X,BO,Bl,G)(IGLneXp[~ Ziz i:,(Yi -By B, X, )2)

1=

seklinde yazilir.

*LINDLEY, D.V.and SMITH, AF.M., s.14.

} GOLDSTEIN,M. “Bayesian analysis of regression problems”, Biometrika, 63,1,
$.54.

* GUNST, RF. “Regression analysis with multicollinear predictor variables;
definition, detection and effects”, Commun. Statist Theory Meth. 12(19), 5.2240.

115



ANADOLU UNIVERSITESI [KTISADI VE IDARI BILIMLER FAKULTESI DERGISI

Parametreler ile ilgili yetersiz nsel bilgi varsa belirsiz 6nsel dagilim,

1
) p(ﬁo,Bl,c)aE

ile verilir.’ (3) olabilirlik fonksiyonu ile (4) 6nsel dagilimin garpimi sonu-
cunda bilesik sonsal dagihm,

1 I <
P(BO’BUG/Y’X)O‘ o) exp(— Py Z(Yi -B, —B.X, )2)
i=1

olarak yazilir ve agilirsa,

1
) p(ﬁo,Bl,c/YX)a oy exp (- 2<vs2+n(ﬁo—ﬁoe)2

+(Bx Ble)zzx +2(Bo BOC)(BI B ZX )

i=1
elde edilir. Burada, v ve s R

v=n-2 Szz(i(Yi—BOe—Bchi)z)/v

olarak tammlanir.® Bo. , Pie terimieri bilinen EKK kestiricilerini ifade et-

mektedirler. Bu dagilim, (By. , Bie) ortalamali ve c’ (X'X)_1 kovaryans mat-
risi ile iki degiskenli normal dagilim yapisina uymaktadir. Ancak uygulama-
da o ¢ok seyrek bilindiginden parametrelere iliskin marjinal sonsal dagi-
limlarin kullanilmasi daha kolaydir. (5) ifadesinin G’ya gore integrali alindi-
ginda, B ve B, parametrelerinin bilesik marjinal sonsal dagilimlar,

(6 p(BO’Bl/Y’X)a(VSZ+n(BO—BOe)2+(]31—B1e)zixi2
+2(Bn —BOe)(Bl —Ble)ixi)_n/z

$ ZELLNER, A., An introduction to Bayesian inference in econometrics, John
Wiley, Inc.1971, 5.221.
¢ ZELLNER, A, 5.222.
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olur. (6) ifadesi iki degiskenli Student-t dagilimi yapisindadir. Bu dagilimin
ozelliginden By, B, parametreleri igin marjinal sonsal dagilimlar ise,

5 —(v+1)/2

2 2
p(Bo/Y’X)a V+in*(f’o _B()e)
Ssz?/n

ve
—(v+1)/2

(7) p(B,/Y.X)a| v+

bigiminde verilir.” Boylece,

n

Z(Xi —i)z
B —Bo)=t.
széXf/n

ve

(B]_Blc) =
‘/sz/zil(xi—f)z

v

doniigiimleri yapilarak B ve 8, parametreleri ile ilgili islemlerde t ¢izgisin-
den yararlanilmasi olanaklidir.® Benzer bicimde, (6) ifadesinin Bo ve By pa-
rametrelerine gore integrali ile 6’nin marjinal sonsal dagilimi,

7 PRESS, S.J., Bayesian Statistics: principles, models and applications, John
Wiley, Inc.1989, s.110.
® PRESS, S.J,, s.114,
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2
p(o/X.Y)a Ll exp[— V52 ]
c 20

olur. Bu dagilim déniistiiriilmiis (inverted) Gamma dagilimi yapisindadir. Bu
dagilimin ortalamasi ve varyansi,

®) E(c):s\/m%/lz))m v>1

) V(o) =(vs*/(v=2))- (E(c)} v>2
olarak verilir.’

Bu kisma kadar basit dogrusal Bayesci regresyonda B, ve B, paramet-
relerinin her ikisinin de ayni anda onsel bilgiye sahip olmasi durumu ince-
lenmistir. Ancak sadece B ya da B, parametrelerinden herhangi biri de nsel
bilgiye sahip olabilir. Bu durumda Hy: B, = B, hipotezi test edilerek kestiri-
cilerin bulunabilecegi Rahim tarafindan belirtilmistir."”

III. COKLU DOGRUSAL BAYESCi REGRESYON

Bir ¢oklu dogrusal regresvon model; k, parametre sayisini gdstermek
lzere :

(10) Y=Xp+¢

seklinde tanimlanir. n gozlem sayisini gosterdiginde Y, nX1 boyutlu vektor
(bagimli degisken) X, nxk boyutlu bagimsiz degisken matrisi, B, kx1
boyutlu bilinmeyen katsayilar vektori, € nxl boyutlu ve E(g) = 0,
E(e's) = GZIn kosullarina sahip hata vektoridiir. Y degiskeni XB ortalamali

ve GZIn varyans-kovaryans matrisi ile gok degiskenli normal dagilima sa-
hiptir.

’ ZELLNER, A, 5.227.
" RAHIM, M.A. “Pre-test estimation of simple linear regression model using prior
knowledge of one of the parameters” Techometrics, Vol.18, No:4, 1976, 5.442.
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A. Belirsiz Onsel Kullanilarak Coklu Dogrusal Bayesci Regresyon

B ve o© parametreleri igin  belirsiz  6nsel  dagilim

p(B.0)=pB/c)p(c)al/c olacaktir. Olabilirlik (maximum likeli-hood)
fonksiyonuyla bilesik sonsal dagilim

p(B,0/Y)aLB,0)pB,0)

a0 90V )a o] 15 (AKT6.)+ 0-p. X X(6-p) )

seklinde ifade edilmektedir."!

Bulunan bu bilesik sonsal dagilim k boyutlu gok degiskenli sonsal da-
gilim yapisindadir. Bunun sonucunda parametre kestirimi

(12) By =B. =(XX)'X'Y

olarak elde edilmektedir. B igin marjinal sonsal dagilim (11)’in G’ya gore
integrali alinmasi ile bulunmakta ve

a3 P/ )a AKTG.)+ G-, X% (-p,)]

seklindeki ifade ile verilmektedir.'? Elde edilen bu marjinal sonsal dagilim 3,
ortalama vektOrii ve varyans-kovaryans matrisi ile (n-k) serbestlik derecesi
ile Student dagilimina sahiptir."

E@B/Y)=8,
V({B/Y)= AKO@, )(XX)"

Ayni sekilde ¢ parametresi igin marjinal sonsal dagilm da (11)’in
integralinin alinmasi ile elde edilmektedir.

ZELLNER, A., 5.230, William H.Greene, Econometric Analysis, 1997, s.312.
ZELLNER, A, s.231,
"' ZELLNER, A, 8.232.

119



ANADOLU UNIVERSITESI IKTISADI VE iDARI BILIMLER FAKULTESI DERGISI

1
c
Elde edilen bu marjinal sonsal dagilim dénustiiriilmiis Gamma dagili-
m1 yapisindadir. Dagilimin ortalama ve varyansi

1
(14) p(o/Y)a — exp[— Py AKT(B, )jl

E(o/Y)= \/JAKO(Be )0 -k)/2 W

V(e/Y)= AKT@, )/[((n ~k)/2)- (E(c/Y))f

olarak verilmektedir,'
B. Bayesci Regresyon Kestiricilerinin Ozellikleri

B ve o igin belirsiz 6nsel dagilim kullamldiginda bulunacak Bayesci
regresyon kestiricisi en gok olabilirlik kestiricileri ile ayni olmaktadir. Bu-
nun nedeni belirsiz 6nsel dagilim kullaniminda olabilirlik fonksiyonunun
onsel dagilima kargi daha etkili olmasidir. Parametre kestirimlerinin giiven
araliklari ile klasik giiven araliklarimin hesaplanmast aymdir. Ancak bu ara-
liklarin yorumu farkh olmaktadir.

Bayesci regresyon kestiricisi dogrusal olmayan yanli bir kestiricidir.
Kestiricinin yanliligi

EB,)=B-(X'X+A)'AB-B,)

esitliginden

E@B,)-B=p-(X'X+A)'AB-B,)-B

olarak bulunur, Burada B —B, =B", (X’X +A)" =p alinarak

(15) Yan(Bb):_p'AB*
seklinde ifade edilmektedir. ™

" ZELLNER, A.,“Bayesian statistics in econometrics”,Bayesian Statistics, 2, 5.575.
* VINOD, H.D. and ULLAH, A., Recent advances in Regression Methods,
Murcel Dekker, Inc., New York, 1981, $.200.
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Bayesci regresyon kestiricilerinin varyansi ise,

V(Bbi‘) = E(Bbi —EB,; )2

olarak tammlanmaktadir. Bu nedenle éncelikle B, — EB, bulunmalidir.

B, _E(Bb)=(I—HA)(ﬁ—Ba)

(B, ~EB,)B, —EB,) =(I-nA)B. -B)B. —B) (1-pA)

Bunun sonucunda bulunacak parametre kestirimlerinin varyansi
(16) . VB,)=cuX'Xp
olmaktadir. '

Dogrusal regresyon modelinde kesin olarak dogrusal bir iligki varsa
bu iligkiyi 6nsel bilgi olarak almak sezgisel bir yaklagim olmamaktadir. Bu-
na karsin dogrusal iligkiyi belirleyen onsel bilgi giiglii olsa bile elde edilen
model ¢ok sik olmamakla birlikte dogrusal olmayabilir. Béylece onsel var-
sayimlar her zaman regresyon modelinin uygunlugu icin gerekli olan varsa-
yimlan saglamayacagi belirtilmistir."”

J

SONUC VE ONERILER

Bu caliymada giris bélimiinde belirtilen amag dogrultusunda
regresyon goziimlemesinde Bayesgil yaklagiminin nasil kullamldigi arasti-
rilmigtir.

Bayes kestiricisinin temel ézelliklerinin 6zet olarak agiklanmasindan
sonra basit ve goklu dogrusal regresyonda Bayes yaklagimi teorik olarak
irdelenmistir. Yapilan ¢alisma sonucunda 6n kestirim agisindan Bayes kesti-
ricilerinin degisim arahgiun digerlerine gore daha dar olacagi gorilmiistiir.
Ancak belirlenen onsel parametre degerlerine gore katsayilarin igaretce
ve/veya degerce etkilendikleri sylenebilir.

Regresyonda Bayes yaklasimi kullanilmak istendiginde, énsel bilginin
analize baglamadan énce irdelenmesi gerekir. Ayrica iyi belirlenmis 6nsel
bilgiler olmasia karsi regresyon modelinde karsilagilan varsayimlardan
sapmalarimn sonsal analizlerdeki etkilerinin aragtinlmasi kanisinday1z.

' VINOD, H.D. and ULLAH, A., 5.202.
7 GOLDSTEIN, M., 5.57.
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