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Bu makalede genel bir lineer regresyon modeli parametrelerinin en
kiiciik kareler yontemi ile tahmin edicilerinin (estimators) iigiincii ve dor-
diincii momentlerini, uygunlugu bozan terimin (disturbance term) dagih-
muna iligkin hi¢bir varsayim yapmadan ele aliyoruz. Bu sonuglar, en kiiciik
kareler yontemi ile bulunan tahmin edicilerin dagilimimin Pearson katsa-

vilart ile uygunlugu bczan terim arasmda bir iliski kurmak igin kullanila-
caktir,

1. GIRIS

Genel bir regresyon modelinde parametrelerin en kiiciik kare-
ler yontemi (OLS) ile elde edilen tahmin edicilerinin dagilimi, mo-
delin icerdigi uygunlugu bozan terimin dagilimina bagli olmasina
ragmen, yontemin kendisi boyle bir varsayimi gerektirmez. Dola-
yisiyla bu iki da@ilimin O6zelliklerinin karsilastirilabilmesi ancak
bilinmeyen uygunlugu bozan terime 6nceden (a priori) bir dagilim
sekli verilmesiyle miimkiin olur. Buna ragmen, en kiiciik kareler
tahmin edicilerinin ve uygunlugu bozan terimin dagilimlarinin
Pearson katsayilari arasinda, sonuncunun dagihimina iliskin bir
varsayimda bulunmaksizin genel bir iliski kurulabilir.

(*) P. N. MISRA : «Relation Between Pearsonian Coefficients of Distribu-
tions of Least Squares Estimators and the Disturbance Terms»; Journal
of American Statistical Association; Eyliil 1972, cilt 67, No. 339, s. 662-
663.
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Bu makale, ilgili iki dagilimin £, ve 8, (Pearson) katsayilar
arasindaki iliskiyi ortaya koymaktadir. Teorem 1'de OLS tahmin
edicilerinin ti¢lincii ve dordiincii momentlerini elde ettikten sonra,
bu sonuglar1 ikinci teoremi ispatlamak igin kullanacagz.

2. OLS TAHMIN EDICILERININ UCUNCU VE DORDUNCU
MOMENTLERT

Genel bir lineer regresyon modelini, agiklayici degiskenler yar-
dim1 ile gz 6niine alalim ve bunu matris notasyonu ile séyle gos-
terelim :

y:XB—}-u (2-1)

burada, y ve u, T X 1 siitun vektorleri, X, T X A matrisi, B8, A X 1
stitun vektorii ve T, gozlem sayilaridir. u(t) (t = 1, ..., T) nin da-
gilimi belirlenmeden asagidaki varsayimlar: yapacagiz :

1. Biitiin degiskenler hatasiz olgiilmiistiir.

2. Agiklayicr degiskenler stokastik degildirler ve uygunlugu
bozan terimle istatistiksel bagumnsiz, biribirleriyle de lineer bagim-
sizdwrlar.

3. u(t) nin t'ye bagh olmayan ilk dort momenti vardir ve dzel-
likle birinei moment sifirdir.

4. t=1,...,T i¢cin u(t) ler karsiliklt bagimsizdirlar.
Bilindigi gibi 8
b= XX"'Xy (2.2)

seklindeki OLS tahmin edicisi, daha onceki varsayimlar altinda
sistematik hata igermeyen en 1yi lineer sekildir.

b'nin B etrafindaki ornekleme hatasi olan,
e=b -3 = XX)'Xu 2.3)
bir A X 1 vektoriidiir. Soyleki, e'nin \.c1 elemani,

& = h2 a,, u (1) 2.4)
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bi¢iminde vazilabilir. Burada A

A= XXX (2.5)

matrisinin A, c1 satir ve t.ci siitununun elemamdir. Boylece, 2 ile
3 varsayimlarim ve (2.4) iliskisini kullanarak ilk iki moment,

E bk = B)» (2.6)
ve

Uz (b)» ) =E ei = p2 (u) = ai 2.7

t

olarak elde edilir. Burada p, (u) uygunlugu bazan terimin ikinci
momentidir. Uygunlugu bozan terimin {i¢iincii ve dordiincii mo-
mentlerini biitiin t'ler icin

@ = Ed’ (@) ve w@ = Eu*(t) (2.8)

seklinde tamimlarsak, b’'nin elemanlarinin ii¢iincii ve dérdiincii mo-
mentleri icin asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 1 : Eger (2.2) deki en kiiciik kareler tahmin edicileri
olan b), , b'nin A’a1 elemam olacak sekilde verilmisse, o zaman
ocneki varsayim ve notasyonlarla,

U3 (b ) =Eel =y (u X a

3 (2.9)

)vt
u4(bx)=Eei =[w@-3pW] = a)\t+3u2 (b )

elde edilir. 2.10)

Teorem 1l'in ispatr : b, ’'min {igiincii momenti,

Iy
b )=Ec¢ = E[Za u@®lP
= Ett"t"am 3y 13 E[lu@u)u@™] Q1D

=m W I a)\}t

seklinde gosterilmistir. Burada, 2, 3 ve 4 varsayimlari ile (2.4) ilis-
kisi kullanilmistir.
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b, 'min ddrdiincii momenti

A
wb ) =Ec¢ =E[Za u®l
- >:t...t”""‘)vt Ay Hr (2.12)

Efu®u)u@)u)]

seklinde elde edilmistir ve bunun terimleri ancak asagidaki du-
rumlar icin sifir degildir.

Durumlar (2.12) nin alacdgt durum
t=t =t"=1t" u, (W % a;ut
t=t ,t"=t",t=t" 2 (v [Z”" a2 a2, — X at
uz ( ) [ tt aNt a)\«‘t" t a)vt ]
t = t” , t; — ‘tu/ , t ‘t, 2 u Z ’ a2 az _ Z 4
= B3 (W) [Zu M ta)vt]
t = " , t =t ,\t tl 2 u >/ a2 2 — ¥ a4
= ”’2 ( ) [ tt )Vt a-)\)t, t Nt ]

Bunlar ve (2.7) kullanilarak dogrudan dogruya (2.10) iliskisi elde
edilir.

3. UYGUNLUGU BOZAN TERIM VE ILGILi OLS TAHMIN
EDICILERININ fHTIMAL DAGILIMLARININ PEARSON
KATSAYILARI ARASINDAKI iLiSKi

2.7) ve (2.9)'u kullanarak,
B (b, ) = uz—z’ (by ) uj (b))
= Bl (u) (ZL a;\’t )—3 ( pN ait )2 (31)
elde ederiz. Burada,
B () = p3® W pd . (3.2)
dur. Ayrica, (2.10) ve (2.7) den
B2 (bx) = uz‘z (bx) Ha (b)‘)
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-2
= . -3 =, a’ = at 3.3
3+ [6: 1 [ aM ] a)vt (3.3)

oldugunu biliyoruz. Burada
B: ) = uz? (W pu (0. (34)
dur.

Boylece asagidaki teorem, biitiin A lar igin (A =1,...., A)
B: (u) ve B, (b), ) arasindaki iliskiyi gosterdigi gibi, 8, (u) ve 8..(by,
arasindaki iliskiyi de verir.

Teorem 2 : By (u), B, (), B (b) ) ve B (b), ) Pearson kat-
sayilar1 asagidaki esitsizlikleri saglarlar.

B (bx ) < B (u) ve (3.5)
B (b, ) = B (W) (3.6)

(3.5) esitsizligi
Vi @) | < |v—Bl () (3.7)

gerektirir ve pozitif ya da negatif olabilen b), ’nin ihtimal dag-
liminin  garpikligi, uygunlugu bozan terimin dagiliminin carpikh-
g1 hicbir zaman asamaz.

Bu esitsizliklerden,
B (b)») < O Yalmz ve yalmz f; (u)

3.8)
3 Yalmz ve yalniz 3, (u)

B2 (bl)

VIIA V
VIIA - VIIA

vazilabilir.

Bu OLS tahmin edicilerinin ihtimal dagiliminin, uygunlugu
bozan terimin ihtimal dagilimina nazaran, normal dagilima her
zaman igin daha yakin oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 2'nin ispati: Sayet asagidaki lemmayr ispatlarsak,
teoremi kolayca ispatlayabiliriz.
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Lemma : Sayet ai, .....,a,,n tane reel sayi ise,

2 3
n 3 n 2
[ 2“i=1 ai ] = [ Z“i=1 ai ] 3.9)

dir ve esitlik ancak biitiin a;i'lerin esit ya da sifir oldugunda sag-
lanir.

Lemmanin ispati : (a2 ,....,a2 ) ve (ar,...,an) serileri goz

oniine alinsin ve Cauchy-Schwarz [1, s. 427 esitsizligi kullanilarak,

[):i ai ]2 < [zi af ][zi aj ] (3.10)

elde edilir. Yukarida biitiin tolpamlar i = 1,...,n dir.

Ayrica,

I:Zi ai2 i|f — I:Zi a‘: ][Zi a!,l2 ]
= [ziaf ][{Ziaf }2 —zia‘i‘ ] > 0 (3.11)

oldugunu gormekteyiz. Nihayet (3.10) ve (3.11)'i bir araya getire.
rek (3.9)’daki sonucu elde etmekteyiz.

(3.1) ve (3.9) birlikte kullamilarak (3.5) elde edilir. Benzer se-
kilde, (3.6)'da (3.5) ve (3.1)'in birlikte kullanilmasiyla elde edilir.
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