Ekim 2006 Cilt:14 No:2 Kastamonu Egitim Dergisi 557-570

REEL DEGISKENLi FONKSIiYONLAR TEORISININ
MUFREDATI VE BILIMLER ARASINDAKI YERIi HAKKINDA

i Ferhad H. NASIBOV
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Ozet

Bu makalede Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi’nin kisa tarihgesi, miifredat, bilimler
arasindaki  yeri agiklanarak Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi'nin dgretiminde var olan
durum incelenmistir. Makalede, Fonksiyonlarin Metrik ve Descriptive Teorileri, onlarin kendi
aralarinda var olan iligkilerine de deginilmistir. Ayrica Fonksiyonlar Teorisi’nin; Klasik Matematik
Analiz ve Fonksiyonel Analiz arasindaki yeri, ortak ve farkli taraflar da kisaca agiklanmigstur.

Anahtar Kelimeler: reel degiskenli fonksiyonla teorisi

ON THE CONTENTS AND THE PLACE OF THE THEORY OF
FUNCTIONS WITH REAL VARIABLES

Abstract

In this article a short history, subject, place and connection with other sciences (mathematical
analysis, functional analysis, geometry, differential. equations, probability i.e.), are investigated.
We also investigate the education teaching and learning of theory of the functions with real
variables.

Keywords: theory of functions with reel variable

1. Girig

Cagdas matematigin farkli bilim dallar1 arasinda temel olusturan birka¢ alt dalinin
biiyiik 6nemi vardir. Bunlardan Matematik Analiz, Karmasik Analiz, Reel Analiz,
Fonksiyonel Analiz, Geometri (¢esitli geometriler), Cebir, ... gibi dallarin ne derecede
gerekli ve faydali oldugu iyi bilinmektedir. Bunlarin arasinda da, kisaca “Reel Analiz”
olarak adlandirilan aslinda Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi olarak bilinmekte olan
bilim dalinin 6nemli bir yeri vardir.

Bu yazinin amaci, Reel Analiz miifredatinin bilimler arasindaki yeri hakkinda kisaca
bilgi vermek ve Tirkiye’deki bazi tiniversitelerde Reel Analiz 6gretimine ve 6grenimine
yeteri kadar yer verilmedigine, bir anlamda kendi degerine ve 6nemine uygun olmayan bir
yerde tutulduguna ve ayrica bulunmasi gerekmeyen bir yerde bulunmasina dikkat ¢ekmektir.

Gliniimiizde kiimelerin ve fonksiyonlarin 6l¢iim teorisi, ¢esitli integral kavramlari ve
onlarm ozellikleri, Fourier serileri, Fourier doniistimleri, ortogonal sistemler ve ortogonal
seriler, Laplace donisiimleri gibi ¢ok dnemli konulara ait teorilerin uygulanmadigi bir
bilim dali bulmak gergekten ¢ok zordur.

Teorik Fizik’'te, Olasilik Teorisi’nde, Matematiksel Istatistik’te; Stieltjes integrali,
kiime fonksiyonlari ve onlarin kullanimi, integral doniistimlerinin kullanimi ve bu
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teorilerin yardimiyla sozii edilen dallarda tamamen yeni tip yaklagimlarin miimkiin
oldugu da iyi bilinmektedir.

Fakat, saygin tniversitelerin bazilarinda bile Reel Analiz’in hak ettigi degeri
almamis olmasi, gereken yerde olmamasi, neredeyse bir dénem, hatta se¢cmeli ders
olarak, okutuluyor olmasi anlasilabilecek bir durum degildir.

Normalde Reel Analiz’in iki donemlik zorunlu bir ders olarak okutulmasi gerekirken
tam tersine, bir donem ve dort yillik tniversite egitiminin son yariyilinda goriliyor
olmasini anlamak miimkiin degildir. Fonksiyonel Analiz dersinin yiizde yiz Reel
Analiz’e dayali, onu taban alarak 6gretilmesi gerekirken, yedinci yariyilda fonksiyonel
analiz, son yariy1l olan sekizinci yariyilda ise Reel Analiz’in okutuldugu goriilmektedir.
Bu iki dersin hayli yildir bu sekilde okutulmasimin normal olmadigimi géren ve
miifredatin bu gekilde olmasina kargi ¢ikmayan 6gretim Uyelerini de anlamak mimkin
degildir. Onlar bu dersleri bdylesine aksak bir planlamayla nasil anlatiyorlar? islerin
boyle yirimesini kimse higbir sekilde savunamaz.

TUm izlenimlerim sonucunda su kaniya vardim. Cogu kez bu derse, dersin ait
oldugu uzmanlik alaninda, uzman olmayan 6gretim iiyeleri girmektedir. Oysa, Analiz,
Diferansiyel Denklemler, integral Denklemler, Olasilik, Geometri gibi uzmanlik
alanlarmin segilmesinin, o alanda bilim adami olarak yetistirilmis olmanin anlam
nedir? Bir dis doktoru i¢ hastaliklarinin tedavisinde ne derece basarili olabilir!

Bu durum gdérmezden gelinemeyecegi i¢in bu yazi yazilmas: amaglanmigtir. Belki
bu calisma, Reel Analiz dersini programlayanlarin ve siniflarda anlatanlarin konuyu
geregince degerlendirmelerine katki saglayabilir.

Islerin bu yere gelmesinin cesitli nedenleri olabilir. Uzman 6gretim iiyesi yoklugu
veya yetersizligi bir sebep olabilirken, diger onemli bir sebep de Reel Analiz
miifredatimin  tam olarak bilinmemesidir. Bu nedenle, bu yazida Reel Analiz’in
uluslararast matematikgiler toplulugunca kabullenilmis konular1 da verilecektir. Ayni
zamanda bu dersin tarihi kokenine kisaca deginilecek ve diger bilimlerin arasindaki
yeri nedir? sorusuna da agiklik getirilecektir.

2. Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisinin Geligsimi ve Miifredati

29 Nisan 1927 tarihinde Rus matematikgileri 1. Kurultayinda SSCB Bilimler
Akademisi’nin akademik Gyesi N. N. Luzin, akademinin ona vermis oldugu gorev
geregince “Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisinin Cagdas Durumu” konulu bir Rapor
hazirlamistir. Bu Rapor 1933 yilinda ayrica bir brosiir haline getirilerek yaymlanmistir
[5].

Bu kitapgiga, 1. Kurultay’dan sonraki 5 (bes) yil iginde gelismis olan yenilikleri
iceren 27 sayfalik bir “EK” de konulmustur. Kitapgik 60 sayfa olarak yaymnlanmigtir.
Bunu kisaca Rapor diye isimlendirelim. N. N. Luzin, Raporu hazirlarken A.
Lebesgue’nin [1] ve [2] kaynaklarini kullandigini1 da yazmaktadir.
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“Rapor” un giriginde; “Gegen yiizyilin ortalarindan baglayarak matematikgiler buttn
giiclerini kendi ¢aligmalarinda mutlak isabetlilige yoneltmis oldular” denilmektedir. Bu
yaklagim Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi ( kisaca RDFT ) gibi tek bir ad altinda
birlesmis olan birgok ¢aligmanin ortaya ¢ikmasina neden oldu. Bu konuda calismalarin ¢ok
sayida olmasina, hatta bu ¢alismalara 6zgii yaym organi olmasina ragmen, onlarin hepsi cok
da billylik olmayan iddialar etrafinda toplanabilir. Buna uygun olarak RDFT {i¢ esas kisma
ayrilabilir.

1. Fonksiyonlarin Metrik Teorisi;

2. Fonksiyonlarin Descriptive Teorisi;

3. Topoloji.

Goruldiigii gibi, akademik N. N. Luzin, Topoloji’'nin RDFT nin bir dali oldugunu
anlatiyor. Topoloji’nin serbest bir bilim dali olarak hiiviyet kazanmis oldugunu dikkate
alarak, Metrik Teori ile Topoloji arasinda mevcut olan ortak ve farkli noktalar1 anlatmaya
girmeden, Topoloji’nin ayn1 zamanda Geometri’nin bir dali olarak algilandigim da
vurgulayalim..

Topoloji, homeomorfizm altinda degismeyen uzaylar1 ele alir ve inceler.
Homeomorfizm, bire-bir sirekli, tersi de var ve siirekli olan doniigimlerdir. Bu,
Geometri’de var olan ¢esitli donilisimlerden (hareket, benzerlik, paralel izdigiimii,
merkezi izdiisimii, projektiv izdiigiimii vs.) bir tanesidir.

Bu makalenin hazirlaniginda agirlikh olarak [5], [6], [7], [8] Ve [9], kaynaklarindan
yararlanilmigtir. Makalede, 6nce Metrik Teori’ye sonra da Descriptive Teori’ye
deginilecektir.

Matematik tarihcileri RDFT’nin tlim gelisim tarihini {i¢ asamaya ayirirlar.

1. 1867 yilinda B. Riemann’in (1826-1866) “Fonksiyonlarin Trigonometrik Seriler
Vasitastyla Gosterimi” adli kitabinin yayinlanmasindan [11], 1895-1902 yillari
arasinda E. Borel (1871-1956), R. L. Baire (1874-1932) ve A. Lebesgue’nin
(1875-1941) ilk ¢alismalarina kadar olan siire.

2. E. Borel ve A. Lebesgue’nin bu g¢aligmalarindan S. Banach’in (1892-1945)
“Lineer Operatorler Teorisi” ( [12], 1947), S. Kaczmarz (1895-?) ve H.
Steinhaus’un (1887-1902) “Ortogonal Seriler Teorisi” ([14], 935), S. Saks’in
(1897-1942) “Integral Teorisi” ([13], 1935) kitaplarimin yayinlanmasina (XX,
yiizyilin 30’lu yillar1) kadar olan siire.

3. XX. yiizyilin 30’lu yillarindan sonraki siire.

Birinci periyot soyle karakterize edilebilir: Bu zaman zarfinda Klasik Analiz
alanmindaki ¢alismalar Fonksiyonlar Teorisi alanindaki ¢aligmalarla karigik bir sekilde
(yani, ayrim yapilmadan) yapiliyordu. Bu dénemde taninmis bilim adamlar1 olarak, B.
Riemann, G. Darboux (1842-1917), M. Cantor (1829-?), G. Cantor (1845-1918), U.
Dini (1845-1918)’nin isimleri verilebilir.

Bu bilim adamlarinin esas problemi: Riemann integralinin tanimlanmasi ve 6zelliklerinin
aragtirilmast, ¢esitli tiirev kavramlarmin tanimlanmasi, genel trigonometrik serilerin ve diger
ortogonal serilerin arastirilmasina baglamak, noktasal kiimelerin 6l¢lim teorisinin islenip
hazirlanmasi ve bunlarla ilgili problemlerin incelenmesi olmustur.
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fkinci periyot, RDFT’nin N — boyutlu Oklid uzayinda noktasal kiimeler teorisine
dayanarak, d&zel bir matematiksel teori olarak gelismesi periyodu olarak
isimlendirilebilir.

Burada esas sonuclar: A. Lebesgue, A. P. Denjoy (1884-?), O. Perron (1880-?), A.
Ya. Khinchin (1894-1959) integrallerin tanimlanmasi ve incelenmesi, 6zel olarak da
Stieltjes (1856-1894) tipi integrallerin tanimlanmasi ve aragtirilmasi, diferansiyelleme
alanindaki arastirmalarin daha da derinlestirilmesi, serilerin toplanabilirlik yontemlerinin
ortaya ¢ikarilarak hazirlanmasi, kiime fonksiyonlarinin 6grenilmesi gibi konulara ait
olmustur.

Uciincli periyot ise esasen Fonksiyonlar Teorisi’nin fonksiyonel analiz ile siki
iliskide olmasi seklinde karakterize edilebilir.

Belirtelim ki bu sekilde asamalara ayirma gorecelidir, bagka yaklasimlar da olabilir.
En onemlisi, 30’lu yillardan sonra 1. ve 2. periyotlarda esas arastirma objesi olan
konularin unutuldugu digiiniilmemelidir. Tam tersine, yalnizca 30’lu yillarda degil,
hatta gliniimiizde de s6zii edilen konular genis boyutta ¢alisma objesi olarak karsimizda
bulunmaktadir. XX. yiizyilin sonlarina dogru diinyanin ¢esitli bilim merkezlerinde
calismalar devam ettirilmekte, yeni problemlerin ortaya ¢ikmasi ile yeni yontemler,
yaklagimlar ortaya konulmaktadir. Ornegin Fonksiyonlarmm Constructive Teorisi,
iktisadi bilimlerde bir devrim olusturan matematiksel (lineer, dinamik, stokastik, ...)
programlama, simpleks yontemler, ... bu zaman zarfinda ortaya ¢ikmis ve gelismis
teorilerdir.

Unutulmamalidir ki, biitlin matematik teoriler birbirleri ile siki ve mantiki bir
bagmt1 ile baghdirlar. Biri digerlerinin gelisiminde, yenilenmesinde énemli derecede
kullanilir. RDFT ile ilgili de pek ¢ok ¢alisma, pek ¢ok yaklasim vardir. Onlarin hepsinin
incelenmesi, RDFT’nin miifredatin1 agiklamak igin bir temel teskil eder. Bu hususta en
son yazilmis kitaplardan biri olan ve diinyanin farkli dillerine terciime edilerek genis bir
okuyucu kitlesine ulasan I. P. Natanson’un (1906-1964) [6] Kitab1 ve [9]’da verilen
aciklamalar dikkate alimirsa, RDFT’nin miifredati asagidaki sekilde sergilenebilir:

=

Kimelerin (bir ve n boyutlu) yap1 ve 6l¢tim teorisi
Fonksiyonlarin yap1 ve 6l¢iim teorisi

Lebesgue integrali

Toplanabilir fonksiyonlar. Toplanabilir fonksiyonlarin siniflar:
Sonlu salimimli ve mutlak siirekli fonksiyonlar

Cesitli tiirev kavramlar1 ve uygulamalari

Stieltjes integralleri

Seriler teorisi, rraksak seriler. Toplanabilirlik problemleri

© O N UAwWN

Fourier serileri ve Fourier doniigiimleri

10. Fonksiyonlarin Constructive Teorisi

11. Singiiler integraller ve yaklagim teorisinde uygulamalari
12. Ortogonal sistemler ve ortogonal seriler
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13. Fonksiyonlarin Descriptive Teorisi
14. Transfinit sayilar. Fonksiyonlarin siniflandirilmasi

15.integral kavraminin  gesitli genellesmeleri  (Perron, Denjoy, Khingin,
Kolmogorov vb. anlamda integraller)

Burada siralanmakta olan konularin bazilar1 giiniimiizde serbest ders olarak
okutulabilir. Ornegin, Seriler Teorisi ve Fonksiyonlarin Constructive Teorisi gibi. Bu
konularin ¢agimizda ¢ok gelismis kapsamli teoriler haline gelmis oldugu
unutulmamalidir. Bu konular yalmizca lisans &grencileri igin degil, yiiksek lisans
ogrencileri i¢in de ¢ok faydali ve gerekli konulardir. Diferensiyel ve integral denklemler
(ve benzeri) teorilerinde yaklagik ¢ozlimler, bu ¢dziimlerin kesin ¢éziimlere yaklasimi
gibi problemlere Constructive Teori’nin, yaklasim teorisinin yardimi, kullanimi
olmadan netlik kazandirilmas1 miimkiin degildir.

3. Fonksiyonlar Teorisi ve Klasik Analiz

RDFT ve kiimeler teorisi, birlikte meydana gelmis ve her zaman birbiriyle siki iliski
icinde olmustur. RDFT’ nin 6nemli konularindan biri fonksiyonlar ve fonksiyon
simflar1 hakkinda olan ¢alismalardir. Olgiilebilir fonksiyonlar, toplanabilir fonksiyonlar,
monoton fonksiyonlar, strekli ve stirekli olmayan fonksiyonlar, periyodik fonksiyonlar,
transandant fonksiyonlar, turevlenebilir ve turevlenebilir olmayan fonksiyonlar, analitik
ve quasi-gnalitik fonksiyonlar bu tiir fonksiyon sinifi 6rnekleridir.

Fonksiyonlar Teorisi’nin ¢ok 6nemli bélimlerinden biride, aslinda serbest bir teori
haline gelmis seriler (sayisal, fonksiyonel seriler, Fourier serileri, ortogonal seriler,
raksak seriler ve toplanabilirlik ) teorisidir.

Fonksiyonlar Teorisi’nin daha ¢ok 6nem tasiyan, genis uygulama alanlari olan
dallarindan birisi de Fonksiyonlarin Constructive Teorisi’dir. Bu kavram, bu konuda
¢ok onemli ¢aligmalar1 ve rolll olan S. N. Bernstein’e (1880-1968) aittir. Bu teori de,
gergekte XX. ylizyilda gelismis ve milkemmel bir teori haline gelmistir. Burada esas
hizmet P. L. Tchebishev (1821-1894), K. Weierstrass (1815-1897) ve S. N. Bernstein’ e
aittir. Constructive Teori’nin temelini atan bu matematikgiler, onun sistemli ve mantikli
bir teori haline gelmesi i¢gin hayatlar1 boyu ¢aligmislardir.

N. Bor tarafindan ortaya atilmis olan Sanki-Periyodik Fonksiyonlar, S. N. Bernstein
tarafindan ortaya konulan Quasi-Analitik Fonksiyonlar Teorisi de Fonksiyonlar
Teorisi’nin 6nemli dallarindandir.

RDFT’nin miifredatini olusturan bu konularin bir kismu Klasik Matematik Analiz’de
de esas konular olmustur. Cesitli fonksiyonlarin arastirilmasi, seriler ve onlarin
yakinsaklik problemleri, tiirev alma, integral alma islemleri, gesitli limit alma islemleri
Klasik Analiz’in de esas konularidir. Fakat RDFT’ de biitiin bunlar, daha yiiksek
seviyede ele alinmaktadir.

Miikemmel ve gelismis serbest teoriler haline gelmis olan Diferansiyel Denklemler
ve Karmasik Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi, Klasik Matematik Analiz’den ¢ikarilirsa,
RDFT’nin gelistirilmis, derinlestirilmis ve genellestirilmis Matematik Analiz oldugu
goriiliir. Bu agidan C. Jordan’ in (1838-1922) Analiz Kursu [15] kitabinin ikinci baskist
¢cok oOnemlidir. Bu kitabi hem Matematik Analiz alaninda, hem de aymi derecede
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Fonksiyonlar Teorisi alaninda bir bas eser olarak adlandirmak miimkiindiir. Aym s6zler
Vallee Poussin’in (1866-1962) “Sonsuz Kigikler Analizi ([16], 1933)” adh kitabi
icinde sOylenebilir. Bu iki kitap, analizin RDFT ile iligkisini ¢ok agik bir sekilde
goOstermektedir.

Matematik tarihi agisindan ilging olan, U. Dini (1845-1918)’nin “Reel Degiskenli
Fonksiyonlar Teorisinin Esaslar1” kitabidir [17]. Bu kitapla ilk kez 1878 yilinda
Fonksiyonlar Teorisi serbest bir bilim dali olarak ayrilmis ve onun miifredat,
tarihgilerin ifadesine gore, cok dogru belirlenmistir. Ustelik bu kitapta trigonometrik
seriler konusu ele alinmadigi halde, 1907 yilinda da E. W. Hobson’ un (1856-1933)
“Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi ve Fourier Serileri Teorisi” adli kitab1 ¢ikmigtir
[18]. Bu kitapta da mufredat, trigonometrik seriler konusu hari¢ tutulmak kaydiyla, U.
Dini’de oldugu gibidir.

O zamandan glnimiize degin matematikgiler bu miifredati kabul etmislerdir.
Boylece, klasik matematik analiz ile RDFT siki1 iligkidedir ve bir¢ok ortak noktalari
vardir. Buna gore, su sorulari akla getirmek gerekir.

Bu iki bilim dali gergekten bir (tek) bilim dali midir, yoksa farkli birer bilim dallar1
midir? Onlar1 farklandiran bir seyler var midir?

Hemen akla gelen, Matematik Analiz’de teorik—kiimesel yaklasimin ve bu
yaklagimin fonksiyonlarin arastirilmasina uygulanmasimin agik sekilde olmamasidir.

Analiz’in temel objesi olan fonksiyon, Analiz’de adeta reel eksen (zerindeki bir
pargada, diizlemin veya uzayin bir kisminda (b6liimiinde) tanimlanmustir.

Fonksiyonlar Teorisi’nde ise fonksiyonlar her hangi bir kiimede tanimlanir. Bu
kiimeler ise ¢ok karmasik bir yapiya sahip olabilir ve ¢ok sey de bu yapiya baglidir. Ona
gore ilk 6nce kiimelerin gereken teorisini olusturmak, sonra bu teoriye dayanarak
fonksiyonlar iizerinde yapilacak islemleri incelemek ve arastirmak gerekir.

Ornegin, Riemann anlaminda integral konusunu ele alalm. Bu  integral,  kiime
teorisi ile iliskili olmayan bir sekilde, bir integral toplaminin limiti olarak tanimlanir. Bu
tanim esas alinarak Riemann anlaminda integrallenebilecek fonksiyonlarin siniflarimi
belirlemek miimkiin olmaz. Soyle ki, Klasik Analiz’de verilen bir fonksiyonun
integrallenebilir olmasi veya olmamasi problemini ¢6zmek i¢in iki yol vardir.

1. So6z konusu integrali sadece hesaplamak gerekir.

2. Integrali s6z konusu olan fonksiyonun, kabul edilmis integral kavramina gore
integrallenebilir fonksiyonlar simifina ait olmasi ispatlanir, fakat bu yontemin
kendisi de kiimeler teorisine dayalidir.

Yalnizca, kiimelerin 6l¢iim teorisi olusturulduktan sonra bu problemi ¢dzmek
miimkiin olmustur (meshur Baire Teoremi). Bu bagimliligi 1889 yilinda R. Baire agiga
¢ikarmis olsa da, onu daha dnceden de anlamis olanlar vardir. H. Hankel’in 1870, H.
Smith’in 1875, U. Dini’nin 1878 yilinda yayinlanan eserlerinde bu fikre
rastlanmaktadir.
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Kiimeyi olusturan noktalarda herhangi bir yiik (kiitle, elektrik yiikii, herhangi baska
yiikler) de yerlesmis olabilir. Ustelik de bu yiikler o noktalarda farkli yogunlukla
dagilmis olabilir. Bu ve buna benzer problemlerin ¢6ziimii Stieltjes integralini glindeme
getirmistir. Matematik Analiz ile RDFT arasindaki bir baska farkli nokta, hesaplama
islemleri ile ilgilidir. Matematik Analiz’de hesaplamalara (limit, turev, integral) daha
cok dikkat edilirken, RDFT’de teorik tipli ¢alismalara daha ¢ok agirlik verilmektedir.
RDFT’de ¢ogunlukla bir hedefe yonelik problemler arastirilir. Bunlar da sonugta bir
teorem veya formiil seklinde ifade olunur. Burada “hesaplamali” s6zciigii yerini
cogunlukla “ispatlamali” sézcligiine birakir.

Bu tarz yaklasim, yalnizca RDFT ye ait degildir ve genelde XVII. -XVIII. yiizyillar
matematigi ile XIX.-XX. yiizyillar matematigi arasinda da hissedilmektedir. Hesaplama
agirlikh galigmalar, gittikge daha ¢ok teorik g¢alismalar, formiil-teoremler cinsinden
calismalara doniismektedir.

Klasik Matematik Analiz ile RDFT arasinda mevcut olan farkliliklardan bir tanesi
de gerek Klasik Matematik Analiz’in, gerekse RDFT’ nin baglica islemleri olan
tirevleme ve integralleme islemlerinin nasil anlatilacaginda ve hangi siralama ile
verilecegindedir.

Klasik Matematik Analiz’de 6nce diferansiyel hesap, sonra integral hesap
anlatilirken, RDFT’ de tam tersine bir yontem uygulamr. Once integral kavramm
tanimlanir, 6zellikleri 6gretilir, bundan sonra diferansiyelleme kavramlari tanimlanir ve
bunlar birbirlerine bagli olmayan islemler seklinde sunulur ve buna da belli derecede bir
0zen gosterilir. Bunlarin disinda, klasik matematik analizde yalnizca bir tiirev kavrami
varken, RDFT’de ¢esitli tiirev kavramlari tanimlanmakta ve uygulanmaktadir.

Klasik Matematik Analiz ve RDFT arasinda mevcut olan farkli noktalardan bir
tanesi de seri konusu ile ilgilidir. Analizde yalnizca serilerin yakinsaklik-iraksaklik
problemleri incelenmesine karsin, RDFT’ de esasl bir sekilde serilerin toplanabilirlik
problemleri 6ne ¢ikar. Iraksak serilerin varligi onceden de bilinmekte idi. Fakat,
yalnizca XIX. yiizyilln  sonlarindan baglayarak bu konu matematik¢ilerin dikkat
merkezi haline geldi ve bircok matematik¢i bu konuyla ilgili ¢alismalar yapmaya
bagladi. G. H. Hardi’ nin (1877-1947) *lIraksak Seriler ( [19], 1949)” ve R. G. Cook’ un
“Sonsuz Matrisler ve Diziler Uzay1 ( [20], 1950 )” adli kitaplar1 bu konuya olan ilginin
belirgin kanitlar1 olabilir.

Klasik matematik analiz ile RDFT arasinda pek dnemli olmayan baska farkliliklar
da bulunabilir, fakat klasik matematik analiz ve RDFT arasinda mevcut iligkileri
anlayabilmek icin burada verilenler de yeterlidir.

Gorildiigh tizere, Klasik Analiz ve RDFT arasinda hem mifredat hem de yontem
acisindan farkliliklar vardir. Ayn1 zamanda onlarin arasinda ciddi bir simir ¢izmek de
imkansizdir. Birinin esas boliimleri digerinin de 6nemli bir kismini olusturmaktadir.
Yalmzca, RDFT’de bu kavramlar daha isabetli, daha zengin, daha genis kapsamli, daha
yiksek soyutluluk derecesindedir. RDFT’de teorik c¢aligmalara daha ¢ok agirlik
verilmektedir. Fonksiyonlar Teorisi, Klasik Analiz’in daha yeni, daha yiiksek, daha ¢ok
gelismis, daha kapsamli, daha soyut bir derecesidir.
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4. Fonksiyonlar Teorisi ve Fonksiyonel Analiz

Fonksiyonlar Teorisi ile Klasik Matematik Analiz arasindaki iliskiye benzer bir
iliski RDFT ile Fonksiyonel Analiz arasinda da vardir.

Fonksiyonlar Teorisi'nde esas arastirma objesi fonksiyonlar oldugu halde
Fonksiyonel Analiz’in arastirma objesi fonksiyon kavraminin genellesmisi olan
fonksiyoneller ve operatorlerdir. Fonksiyonel Analiz’de gesitli fonksiyonel ve operator
tirleri (lineer, adjoint, analitik) esas arastirma konularidir.

RDFT’de 6nce sonlu boyutlu Oklid uzaylarinda noktasal kiimeler, onlarla iliskili
problemler arastirilirken, Fonksiyonel Analiz’de metrik, normlu, topolojik, Banach,
Hilbert gibi sonsuz boyutlu uzaylarda bulunan kiimeler arastirilir. Buradan, RDFT ile
Fonksiyonel Analiz arasinda 6nemli farkliliklar ortaya gikar:

Fonksiyonlar Teorisi’nde Oklid uzaylari arastirilmaz, onlarm o6zellikleri baska
kaynaklardan, 6rnegin geometriden, bilindigi ve 6nceden verilmis oldugu varsayilir.
Fonksiyonel Analiz de ise uzaylarin kendisinin arastirilmasi glincel problem olarak
kalmaktadir. Bunun yani sira, bu problemin biiyiik bir kismi topolojide incelenmektedir.
Fonksiyonel ve operatdrlerin tanim kiimesi olan bdylesine uzaylarin Onceden
Ogrenilmesi gerekliligini daha dnceden de anlamis kisiler vardir ve onlardan J. H.
Hadamard (1865-1963) dnciil olarak bu fikri 1912 yilinda basilan “Le Calcul Functionel
[21]” adl1 kitabinda genis bir sekilde anlatmistir.

Fonksiyonel Analizde zorluklar, adi anlamda fonksiyon kiimelerinde tanimlanmis
fonksiyonel ve operatorlerden daha genel argiimanlara sahip olan fonksiyonel ve
operatorlere gecis yapildiginda ortaya ¢ikmaktadir.

Hadamard’in bu fikrini 1928 yilinda M. Frechet (1878-1973) daha da gelistirmis ve
soyut kiimelerin 6grenilmesi—incelenmesi gerektigini agiklamistir.

Diferansiyelleme ve integralleme islemleri Fonksiyonel Analiz’de fonksiyonel ve
operatorler tizerinde yapilacak benzeri islemlere doniistir. Fonksiyonel Analizde bu iki
islemin 6zellikleri onlarin Fonksiyonlar Teorisinde aralarinda bulunan iliskiyi daha agik
bir sekilde gosterir. Onlarin birbirlerine bagli olmadan 6grenilmesi ve tiirev kavraminin
integral kavramui ile tamimlanmasi fikri V.Volterra (1860-1940) tarafindan 1887
yillarinda Fonksiyonel Analiz’e ait ilk ¢calismalarda ifade edilmistir.

Fonksiyon serileri alamindaki ¢aligmalara paralel olarak fonksiyoneller ve
operatorler serileri lizerinde calismalar da vardir. Fakat Fonksiyonel Analiz’de bu
caligmalar Fonksiyonlar Teorisinde var olan genislige ve derinlige heniiz ulasmamisg
durumdadir. Bunun da yam sira, Fonksiyonel Analiz’de limit kavramina daha ¢ok
dikkat edilir. Bu da, Fonksiyonel Analiz’de arastirma objesinin daha genis ve gesitli
olmasindan kaynaklanir ve bu dogal bir seydir (Giiglii yakinsaklik, zayif yakinsaklik,
noktasal ve diizgiin yakinsaklik, metrik’e gore yakinsaklik).

Ayrica sunu soylemekte de fayda vardir, Fonksiyonel Analiz’in ilk basamaklari
RDFT de degil, karmagsik degiskenli Fonksiyonlar Teorisi modelinde olmustur. Bu da
dogal olarak soyle agiklanabilir. O zamanlarda, Borel, Baire, Lebesgue’nin diisiinceleri
henliz yok idi. Fonksiyonel Analizin temelini atanlardan V. Volterra ve S. Pincherle
(1853-1936) calismalarina on yil dnce baglamiglardi.
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Fakat, RDFT diizenli bir sekil aldiktan sonra M. Frechet (1878-1973) bu teoriyi esas
alarak Fonksiyonel Analiz binasin1 yeniden yapmaya baglamistir. Bundan sonra
Fonksiyonel Analiz, M. Frechet’in modeli {izerinde gelismeye baglamis (Son yillarda
Fonksiyonel Analiz’de V. Volterra ve S. Pincherle modeline donme ¢abalar
gorilmektedir) ve bu giine kadar karsilikli etkilesimle her ikisi birlikte gelismektedir.

Ozetle, Fonksiyonlar Teorisi’ne Klasik Matematik Analiz’in genellesmisi olarak
bakildig1 gibi, Fonksiyonel Analiz’e de genellesmis RDFT olarak bakilabilir.
Fonksiyonel Analiz daha soyut bir sekilde, sonsuz boyutlu kiimelere taginmis Klasik
Analiz’dir demek mimkiindur. J. Dieudonne (1906-?) tarafindan 1960’ta yazilmis olan
“Cagdas Analizin Esaslar1 [22]”, G. Y. Shilov (1917-1975) tarafindan 1969-1970
yillarinda yayinlanmis olan “Matematik Analiz, 1.-3.ciltler [23]” adli kitaplar bu
diistinceyi kanitlayan kaynaklardir.

5. Fonksiyonlar Teorisinin Diger Matematik Alanlan ile iligkisi

1. Kimeler Teorisi

Bu teorinin RDFT ile iliskisinden yukarida s6z edildi. Riemann anlaminda integralin
bircok problemi ¢ézmedigi bilinmektedir. Yalnizca kiimeler teorisinin gereken sekilde
gelisimi, birgok problemin ¢oziime kavusmasini saglanmis oldu. Ornegin, bir
fonksiyonun Riemann anlaminda integrallenebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar
(Baire Teoremi), trigonometrik seriler teorisinde ag¢ilimin bir tek olmasi, serilerin terim
terime tiirevlenebilir olmasi, integrallenebilir olmasi, Lebesgue anlaminda
integrallenebilir fonksiyonlarin belirlenmesi vs. gibi problemler, noktasal kiimelerin
yap1 ve Olglim teorileri, ok 6nemli araglardir.

2. Topoloji

Topoloji, RDFT’nin bir dali olarak ortaya ¢ikti. Glnumuzde ise, Topoloji yeteri
kadar gelismis, kapsamli bir bilim dali olarak serbest bir matematik teorisi niteligindedir.
Burada limit kavraminin, komsuluk kavraminin 6zel sekilde tanimlanabilmesi, birgok
neticelerin Fonksiyonel Analiz dilinde ifade olunmasim saglamaktadir.

Topoloji alaninda g¢alisan birgok matematik¢i vardir. Bunlara birer drnek olarak
P.S.Aleksandrov (1896-7), C.Kuratowsky (1896-?), N.Bourbaki vd. gdsterilebilir.

3. Olasilik Teorisi

D.Hilbert, 1900 yilinda Paris’te dizenlenen Il. Uluslararas1 kongrede bir mufredat
konusmast yapmigtir. Bu konusmada Hilbert 23 tane problem siralamis ve bununla
Mmatematigin gelisim yoniinii belirlemistir. Sonradan Moskova’da “Nauka” nesriyati
tarafindan bu problemler bir kitap halinde, “Hilbert Problemleri” ad1 altinda yaymlanmustir.
Burada siralanmis olan problemlerden 6. Problem Olasilik Teorisi hakkindadir. Hilbert
burada Olasilik Teorisi’ni bir fizik bilim dali olarak tanimlamis ve onun gelistirilmesini
istemistir. Bu kitapta B. V. Gnedenko Hilbert’in “Altinc1 Problemi Hakkinda” adli bir
makale yazmis ve yaymlamistir. Bu makalede, “ Olasilik Teorisi’nin ¢agdas gelisimi
O6nemli bir sekilde kiimeler ve Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi’nin iddialarinin
etkisi altindadir. Yalnizca bu iddialar Olasilik Teorisi’ni bir matematiksel dal olarak
tanimaya, kendi kavramlar sistemini belirlemeye imkan saglamistir” denilmektedir.
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Ayrica, belirtelim ki, bu hususta esas hizmet A. N. Kolmogorov’a aittir. A. N.
Kolmogorov Olasilik Teorisi’'ne yeni bir yaklagim uygulamis, onu fonksiyonlarin
metrik teorisi ile iligkilendirmigtir. A. N. Kolmogorov tarafindan olasilik teorisine
temel olugturan aksiyomlar verilmis ve bu aksiyomlar sonradan herkes tarafindan kabul
gormiistiir. Bunu esas alarak Olasilik Teorisi, diizenli ve sistemli bir hale gelebilmistir.
Cesitli dagilim kanunlari, bliylk sayilar kuralini ifade eden merkezi limit teoremleri vb.
fonksiyonlarin metrik teorisi kavramlarina dayali bir sekilde ifade olunmaktadir.
Olasilik teorisinde kullanilmakta olan énemli araglar arasinda Stieltjes integralleri biitin
dagilim fonksiyonlarimin ifade olunmasina olanak vermektedir.

4. Diger Bilim Dallart

Bunlara 6rnek olarak, Karmagsik Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi, Varyasyon Hesap, Adi
ve Kismi Ttrevli Diferensiyel Denklemler Teorisi, Integral Denklemler Teorisi, Nimerik
Analiz, Sayilar Teorisi, Geometri, Teorik Fizik, Mekanik, Sibernetik vb. gosterilebilir.

Fonksiyonlar Teorisi’nin bir dali olarak esasen XX. yiizyilda gelismis ve sistemli,
diizenli bir teori haline gelmis Fonksiyonlarin Constructive Teorisi hakkinda yukarida
s6z edilmigtir. Burada ekleyelim ki, matematikte uzun zamanlar c¢ozulemeyen
problemler bu teorinin uygulanmasi sonucunda ¢oziime kavusabilmistir. Yaklagik
¢ozlimler, hatalarin degerlendirilmesi, deney sonuglarinin islenmesi, antenler teorisi,
iletisim teorisi uygulama alanlar1 arasinda yer almaktadirlar. Trigonometrik ve
ortogonal serilerin yakinsaklik problemleri, yakinsaklik hizinin belirlenmesi gibi
problemler de Constructive Teori’nin esas konularindan olan en iyi yaklagimlar teorisi
ilkelerine ve neticelerine dayanarak incelenebilmektedir.

Kimeler ve Fonksiyonlar Teorisi’nin esas problemleri lizerindeki tartismalar, XX.
yiizyillda matematigin esaslandirilmas1 ile iligkili felsefi ve genel matematiksel
tartismalara neden olmus ve sonugta bunlarin hepsi genelde matematigin, 6zel de
Fonksiyonlar Teorisi’nin miikemmel, esash, mantikli, genis ve gelismis, kapsamli bir
bilim dali olarak sekillenmesine neden olmus ve bdylece matematigin soyut bir bilim
dal1 olmasinin yani sira, onun genis uygulama alanlarina sahip olmasini da saglamustir.

6. Fonksiyonlar Teorisinin XX. Yiizyilin Sonlarinda Gelisimi
Hakkinda Notlar

XX. ylizyilin 20°li 30’lu yillarinda Fonksiyonlar Teorisi iizere ¢alismalarin merkezi
Moskova’ya gegmis oldu. Moskova da akademik N. N. Luzin’in (1883-1950) bagkanlig
ve katkisiyla Fonksiyonlar Teorisi izerine glicli bir okul kurulur. 1914 yilindan itibaren
Fonksiyonlar Teorisi konularin1 tam olarak benimseyen ve anlamis olan N. N. Luzin
1915 yilinda “Integral ve Trigonometrik Seri” adli yiksek lisans tezini (Master) yazmus
ve buylk bagariyla savunmustur. Savunma jiirisi onun tezini son derece 6nemli bulmus
ve ona Master unvani yerine direkt olarak Pur Matematik Doktoru unvamini vermistir.

N.N. Luzin’i ilgilendiren esas problem, kiimeler teorisinin problemleri olmustur.
Fakat bu asamada yapmis oldugu calismalarla N.N.Luzin tamamen yeni bir teorinin
Fonksiyonlarin Descriptive Teorisi’nin temelini koymus oldu. N.N.Luzin émruniin son
20 yilinda Descriptive Teori iizerine ¢aliymalarina devam etmis, aym zamanda diferansiyel
geometri ve uygulamali matematigin bir¢ok konusunda 6nemli sonuglar elde etmistir.

Ekim 2006 Cilt:14 No:2 Kastamonu Egitim Dergisi



Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisinin Programu ve Bilimler Arasindaki Yeri Haklanda 567

N. N. Luzin ve onun etkisi altinda olan 1. I. Privalov (1881-1941) ve V. V.
Stepanov’un (1889-1950) yani sira kendisinin ilk dgrencileri olan M. A. Suslin (1894-
1919), A. Ya. Khingin (1894-1959), P. S. Urison (1898-1924), P. S. Aleksandrov (1896-
?), D. Y. Mensov (1892-?) bu okulun énclleri idiler. Daha sonra bu okula N. K. Bari
(1901-1961), A. N. Kolmogorov, M. A. Lavrentgev (1900-?), P. S. Novikov (1901-?),
L. V. Keldis (1904-?), L. S. Pontryagin (1908-?) gibi yeni giicler de eklendi.

Fonksiyonlar Teorisi (zerine Moskova okulunda asagidaki konularda onemli
sonuglar elde edilmistir. Integraller Teorisi, Trigonometrik ve Ortogonal Seriler Teorisi,
Reel ve Karmasik Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi, Monogenlik Teorisi, Karmasik
Degiskenli Fonksiyonlarin Geometrik Teorisi, Quasi-Konform Yansima Teorisi.

G. Bor (1887-1951) anlaminda Sanki-Periyodik Fonksiyonlar Teorisi tizerine de gok
caligmalar yapilmigdi. Analitik Kimeler Teorisi’nde M.A.Suslin, Projektiv Kiimeler
Teorisi’nde N.N.Luzin, Topoloji’de P.S.Urison, P.S.Aleksandrov, A.N.Kolmogorov,
A.N.Tikhonov (1906-?) vb. cok onemli sonuglara varmiglardi. S6z konusu siireg
icerisinde  M.A.Lavrentyev  Analitik Fonksiyonlar Teorisi iizerine c¢aligmalara
baglamigtir. Diger gen¢ matematikgilerin yaninda, daha sonra SSCB Bilimler
Akademisi Baskani olan M. V.Keldis (1911-?) da bu galismalara katilmistir.

30’lu y1llarda Moskova baska yeni bir teori izerine ¢alismalarin merkezine doniistu.
Akademik S.N.Bernstein ve onun Ogrencileri Fonksiyonlarm Constructive Teorisi
izerine ¢ok Onemli ¢alismalar yaptilar ve dinyada bu teorinin &ncllleri olarak
¢alismalarini devam ettirdiler.

Daha o zamanlar, Moskova matematik okulunun etkisi altinda Bakii, Tiflis, Taskent
gibi kentlerde de bilim merkezleri olusur ve SSCB Bilimler Akademisi’nin subeleri
acihr. O tarihlerde, Moskova matematikgileri arasinda yetismis olan I. I. Ibrahimov
Azerbaycan’a Fonksiyonlar Teorisi konusunu getirmis, Bakii’de Fonksiyonlarin
Constructive Teorisi {izere bir okul kurmustur. I. I. Torahimov, émriiniin sonuna kadar bu
okula bagkanlik yapmus, bu konularda c¢alisan 100’den fazla bilim adami yetigtirmistir.
Ayrica belirtmek gerekir ki, matematik dalinda doktora unvani almig ilk Azerbaycanli
(1939 yilinda) da I. I. Ibrahimov olmustur.

Gerek Baki’de, gerekse Moskova’daki bilim merkezlerinde goriilen basarilarm itici
glcuinlin esas etkeni bu merkezlerde mevcut olan ¢alisma ortami olmustur. Bu merkezler;
biitlin bilim dallarinda oldugu gibi iinlii matematikgilerin dnderliginde daimi faaliyette olan
bilimsel seminerleriyle gerek matematikgilerin gerekse de matematigin gelisiminde son
derece faydali, gerekli miiesseseler olmuglar ve olmaya da devam etmektedirler.

Boyle seminerlere katilmak, orada sunulan raporlari dinlemek genclere, ayni
zamanda orada bulunan herkese ¢cok &nemli etki yapar, gincel matematiksel hayatla
uyum saglayabilmek, calismalarim1 amaca yonelik yuritmek, edinilmis sonuglarin
tartigmasin1 yapmak gibi essiz yararlar saglamaktadir.

Moskova matematikgileri icin dnemli 6zelliklerden bir tanesi de, Fonksiyonlar
Teorisi Uzerine edinmis olduklar1 sonuglar1 matematigin diger dallarinda, fizikte,
mekanikte vb. alanlarda uygulamaya gaba gdstermeleridir. N. N. Luzin’in dogrudan

etkisi altinda olan Polonyali matematikci V. Serpinsky ve onun Ogrencileri K.
Kuratovsky (1896-?), S. Mazurkevi¢ (1896-1945), A. Zygmund Fonksiyonlar Teorisi ve
topoloji alanlarinda 6nemli sonuglar elde etmislerdir.
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Finlandiyali matematikciler R.Nevanlinna (1895-?), L.Ahlfors (1908-?) tarafindan
Tam ve Meromorf Fonksiyonlar Teorisinde, Alman matematikgiler tarafindan Univalent
Fonksiyonlar Teorisinde; Cok Degerli Fonksiyonlar Teorisi ve Riemann Yizeyleri
Uzerine, Fransiz P.Montel (1876-?) tarafindan fonksiyonlarin normal aileleri konulu
caligmalar diinya matematigine ¢ok 6nemli katkilar olarak degerlendirilebilir.

XX. yilizyihn sonlarina dogru S. L. Sobolev, S. M. Nikolsky ve onlarin ardisillari
tarafindan Fonksiyonlar Teorisi’nde yepyeni bir dal; “Dahil Olma Teorisi’ olarak
adlandirilan bir dal olusturuldu ve gelistirildi. Bu konuda elde edilmis olan sonuclar,
ornegin, matematiksel fizikte enine boyuna uygulanmig ve boyle de devam etmektedir.

7. Fonksiyonlarin Descriptive Teorisi Hakkinda Kisa Notlar

Kisaca Fonksiyonlar1 Descriptive Teorisi Uzerine de deginelim. Artik anlasildigi gibi
metrik teori, kimeler teorisini taban alarak dizenlenmistir. Bu teori igerisinde
kiimelerde elemanlarin sirasi hi¢bir 6nem tagimaz. Descriptive Teori’de ise kiimelerde

Uyelerin siras1 cok dnemlidir. Metrik teoride A= {a, b, C} ve B= {b,C, a} )} aynt
kiimeler iken, Descriptive Teori’de bunlar farkli kiimelerdir.

Dolayisiyla, Descriptive Teori’de sirali kiimeler, tamamen sirali kiimeler, bunlarla
iligkili iglemler s6z konusudur.

Metrik Teoride kiimelerin giicli kavrami denklik kavramina dayali olarak tanimlanir.
Descriptive Teori de ise benzerlik kavrami, onun da yardim ile sira tipi
tanmimlanmaktadir. Tamamen sirali kiimelerin sira tipine sira sayisi denilir. Sonsuz giicu
olan sira sayisma transfinit say1 denilir. Tamamen sirali kiimenin giictine alef denilir. Bu
tamimlar esas aliarak, kiimeler hakkinda cesitli teoremler ispatlanir.

1927-1933 yillarinda Descriptive Teori izerine dnemli sonuglar alinmis olmasina karsin
onemli tartigmalar giindeme gelmisdi ve hatta Hadamard’in ifadesiyle “Matematikte bir
zelzele” baslamus idi. Bu, “E. Zermelo (1871-1953) Aksiyomu” veya “Serbest Secim
Prensibi” olarak adlandirilan aksiyom ve onun “her kiime tamamen sirali yapilabilir”
teoremi [9,10] etrafinda baslayan tartismalardu.

Bu tartigmalar matematikte zelzele diye adlandirilabilecek olan bir kriz yaratti. Is dyle bir
yere geldi ki, bircok bilir kisi tarafindan o zamana kadar olusan matematik bilgilerin
timunin yanhs veya gereksiz oldugu tartigilmaya baglandi. S6z konusu aksiyom 1904
yilinda ispatlanmis, kendisi ile beraber de tartigmalari giindeme getirmistir. Bu tartigma
icerisinde yer almus olan bilim adamlari farkli goriigler sergilerken, D. Hilbert bu krizi
yatigtirmak ve en énemlisi 0 zamana kadar olusan matematiksel bilgileri koruyabilmek igin
derin ve mantikli bir teori yaratmak yoluna gitmeyi uygun bulmustur.

Aralarinda H. Poincare’nin (1854-1912) de bulundugu bazi bilim adamlar1 Zermelo
aksiyomunu kabul etmezken, aralarinda D. Hilbert’in de bulundugu digerleri onu kabul
ediyordu. Burada tartisma, genelde matematigin esaslandirilmasi iizerine yapilmakta idi,
aslinda.
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E. Borel, matematikte yalmzca sonlu veya sayilabilir sayida islemleri igeren
(constructive olan) tanimlarin kabul edilmesinden yana idi.

D.Hilbert farkli bir yol oneriyordu. Onun Onerdigi yontem formalizm olarak
adlandirilmig oldu. S6z konusu, kiimeler teorisinin aksiyomlastirilmasi idi. Hilbert ve
onun yandaglar1 soyle bir prensip ortaya ¢ikardilar. “Herhangi matematiksel kavramin
celigkisiz olmast onun var olmasiyla es anlamhidir”. Buna gbre, matematigin
esaslandirilmast isi onun ¢eliskisiz oldugunun ispatlanmasi igine doniistiiriilmesi oldu.
Bunun iginde aritmetigin ¢eligkisiz oldugunu ispatlama problemi 6n plana ¢ikmig oldu.
Bunun icinde séz konusu teori formalize bir hale getirilmelidir; Onun belli sembollerle
yazilmig olan tekliflerini, somut anlamdan mahrum seyler olarak goérmeli, bu
sembollerin bagdasmas: igin kurallar gostermeli ki, bu kurallar1 kullanarak verilmis
teori icerisinde bu bagdagmanin gercek oldugu gibi, inkarinin da gercek oldugunu
ispatlamak miimkiin olmasin. Diisiincelerin boyle formalitelestirilmesi de formalizm
olarak adlandirilmistir.

Bu yonde Hilbert ve onun yandaslar tarafindan yapilan c¢alismalar matematiksel
mantigin gelisimi i¢in ¢ok 6nemli oldu. Hilbert ve ekibinin soyle bir sloganlar1 vardi.
“Hic kimse bizi, Cantor’un bizim i¢in yaratmis oldugu cennetten kovamaz!”

Bu tiirlii tartigmalar, kiimeler teorisinde yeni yaklasimlar olusturarak matematigin
yeniden, aksiyomatik yollarla esaslandirilmasi sonucunu dogurdu. Yeni yeni tirev,
integral kavramlarinin tanimlanmasi, fonksiyonlarin yeni esaslara gore simiflandiriimasi
Fonksiyonlarin Descriptive Teorisi’nin miifredatin1 olusturmaktadir. Bu teoride emegi
gecen bilim adamlar1 olarak Hadamard, Baire, Borel, Lebesgue, Luzin, Kolmogorov,
Cantor, Hilbert vd. gosterilebilir.

NOT: Eski kimeler teorisinde celiskili problemlerin ortaya ¢ikmasi da bu teorinin
yeniden yapilandirilmasi problemini ortaya ¢ikarmistir. Bu problemin ¢dzimi olarak
1910-1913 yillarinda B. Rassel (1872-?) ve H.i.Uaythed (1861-1947) tarafindan
yazilmig “Prencipia Mathematica” adli ti¢ ciltlik eserde kiimeler teorisi aksiyomlar
verilmigtir. Bunun yam sira, F.Hausdorf’un (1868-1942) “Kumeler Teorisi (1913,[24])”
kitab1 konuya ait ¢alismalar arasinda 6ncil kabul edilmektedir.
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