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где     { }.0   ,0   ,0  :),,(),,( mylxTtyxtGyxt ≤≤≤≤≤≤=∈  

),,,,,(   ),,,,,(   ),,,,(   ),,,,(   ),,,,( 54321 wsyxtKzsyxtKwyxtKzyxtKsyxtK  

),,(  и   ),,,,,(   ),,,,,(6 yxtfwzsyxtCwzyxtK  -известные функции,  

),,( yxtu - неизвестная функция. 
Интегральные уравнения Вольтера I рода с одной или двумя переменными 

широко исследованы в работах многих авторов [1-4]. Однако, при  решении 
прикладных   задач в пространстве, часто сталкиваемся с решениями с тремя 
переменными. В данной работе  рассматривается вопрос о единственности 
решения в функциональном пространстве L2(G). 

Пусть u(t,x,y) – решение уравнения (1) и )(),,( 2 GLyxtu ∈ , тогда 
уравнение (1) умножив на u(t,x.y) и интегрируя по области  

{ }ywxztswzsGtxy ≤≤≤≤≤≤= 0  ,0  ,0  :),,(  получим: 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

×+

+

t x y s

t x y s

wzsuwsuwzsK

dwdzdsdwzsuwzuwzsK

0 0 0 0
2

0 0 0 0
1

),,(),,(),,,(

),,(),,(),,,(

ξξ

τττ

 

 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

×+

++×

t x y s z

t x y s w

wzsK

dwdzdsdwzsuzsuwzsKdwdzdsd

0 0 0 0 0
4

0 0 0 0 0
3

),,,,(

),,(),,(),,,(

ξτ

ηηηξ

 

 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ++

+

t x y s w

dwdzdsddwzsuzuwzsK

dwdzdsddwzsuwu

0 0 0 0 0
5 ),,(),,(),,,,(

),,(),,(

τηητητ

τξξτ
 

 



ÒÀÁÈÃÛÉ ÈËÈÌÄÅÐ ÆÓÐÍÀËÛ 52 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

×+

++

t x y s z w

t x y z w

wzsC

dwdzdsddwzsusuwzsK

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
6

),,,,,(

),,(),,(),,,,(

hxt

xhhxhx

         

 

∫ ∫ ∫=×
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Предположим выполнения следующих условий: 
а) Функции ),,,(К   ,),,,( 1s1 syxtsyxtK ′  -неотрицательны, а функции 

             ),,,(   ),,,,( 11 syxtKsyxtK tst ′′′ -неположительны и   непрерывны в 
области   

                               
{ },0  ,0   ,0  :),,,(1 mylxTtssyxtG ≤≤≤≤≤≤≤=  

       Функции ),,,(К   ,),,,( 1z2 zyxtzyxtK ′  -неотрицательны, а функции      

            ),,,(К   ,),,,( 2xz2 zyxtzyxtK x ′′′  -неположительны и непрерывны в 
области 

                               
{ },0  ,0   ,0  :),,,(2 mylxzTtzyxtG ≤≤≤≤≤≤≤=  

       Функции ),,,(К   ,),,,( 3w3 wyxtwyxtK ′  -неотрицательны, а функции     

            ),,,(К   и  ),,,( 3yw3 wyxtwyxtK y ′′′  - неположительны и непрерывны 
в области 

                                
{ },0  ,0   ,0  :),,,(3 mywlxTtwyxtG ≤≤≤≤≤≤≤=  

       Функции ),,,,(К   и  ),,,,( 4txsz4 zsyxtzsyxtK IV  непрерывны в области 
                                
{ },0  ,0   ,0  :),,,,(4 mylxzTtszsyxtG ≤≤≤≤≤≤≤≤=  

       Функции ),,,,(К   и  ),,,,( 5tysw5 wsyxtwsyxtK IV  непрерывны в 
области 

                                
{ },0  ,0   ,0  :),,,,(5 mywlxTtswsyxtG ≤≤≤≤≤≤≤≤=  
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      Функции ),,,,(К   и  ),,,,( 6xyzw6 wzyxtwzyxtK IV  непрерывны в 
области 

                             
{ },0  ,0   ,0  :),,,,(6 mywlxzTtwzyxtG ≤≤≤≤≤≤≤≤=  

 
       Функции ),,,,,(C   и  ),,,,,( VI

txyszw7 wzsyxtwzsyxtC  непрерывны в 
области 

{ }.0  ,0   ,0  :),,,,,(7 mywlxzTtswzsyxtG ≤≤≤≤≤≤≤≤≤=  
б)            

1,2,...,12i    ,0    ,0   ,0
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11, =≥≥≥
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неотрицательны в своих областях определения,  где 
         

)0,0,,,())()((       ),0,,,())(( 412,1111,1 wzsKwyzxstawzsKwyzxa −−−−=−−= , 
 

)0,0,,,())()((       ),0,,,())(( 513,1222,1 wzsKwyzxstawzsKwysta −−−−=−−= , 
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[ ]    , )0,0,,,()()0,0,,,()( 4411,5 wzsKstwzsKwya s′−−−=  

[ ]       , )0,0,,,(w)-(y-)0,0,,,()( 5522,5 wzsKwzsKzxa w′−=  

[ ],)0,0,,,()()0,0,,,()( 6633,5 wzsKzxwzsKsta z′−−−=  
 

[ ],)0,0,0,,,()0,0,0,,,())()(( 12,5 wzsCwzsCwyzxsta s′−−−−−=  
 

[ ],)0,0,0,,,()0,0,0,,,())()((13,5 wzsCwzsCwyzxsta w′−−−−−=  
 

[ ],)0,0,0,,,()0,0,0,,,())()((23,5 wzsCwzsCwyzxsta z′−−−−−=  
 

[ ]      ,  )0,0,,,()0,0,,,()())((
4411,6 wzsKwzsKst

w
wyxza zzs ′−′′−−−=  

 

[ ]      ,  ),0,,,('),0,,,(''')())((
5522,6 ηη ηη wzsKwzsKwy

w
zxsta sws ′−−−−=

  
 

[ ]),0,,,(),0,,,()())(( 6633,6 ηη ηη wzsKwzsKzxwysta wwz ′′−′′′−−−= , 
 

[ ]),0,0,,,(),0,0,,,())()((12,6 ηη ηη wzsCwzsCwyzxsta s′′−′−−−=  , 
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[ ]),0,0,,,(),0,0,,,())()((13,6 ηη ηη wzsCwzsCwyzxsta w¢¢-¢----=  , 
 

[ ]),0,0,,,(),0,0,,,())()((23,6 ηη ηη wzsCwzsCwyzxsta z′′−′−−−−= , 
 

[ ])0,,,,('')()0,,,,(' 4411,7 ττ ττ wzsKstswzsK
s

wya s−−−= , 

[ ]   )0,,,,()0,,,,()())(( 5522,7 ττ ττ wzsKwzsKwyzxsta sws ′′−′′′−−−= , 
 

[ ])0,0,,,()0,0,,,()(
))((

6633,7 wzsKwzsKzx
s

wyst
a wwz ′−′′−−−= , 

 
[ ])0,0,,,,()0,0,,,,())()((12,7 ττ ττ wzsCwzsCwyzxsta s′′−′−−−−= , 

 
[ ])0,0,,,,()0,0,,,,())()((13,7 ττ ττ wzsCwzsCwyzxsta w′′−′−−−−= , 

 
[ ])0,0,,,,()0,0,,,,())()((23,7 ττ ττ wzsCwzsCwyzxsta z′′−′−−−−= , 

 

[ ]       , ),0,,,()(),0,,,(411,8 ξξ ξξ wzsKzxzwzsK
z

wya z′′−−′−=  

 
 

 

[ ])0,,,,()0,,,,()())((
6633,8 ξξ ξξ wzsKwzsKzx

z
wysta wzw ′′−′′′−−−=  , 

 
[ ])0,,0,,,()0,,0,,,())()((12,8 ξξ ξξ wzsCwzsCwyzxsta s′′−′−−−−=  , 

 
[ ])0,,0,,,()0,,0,,,())()((13,8 ξξ ξξ wzsCwzsCwyzxsta w′′−′−−−−=  , 

 
[ ])0,,0,,,()0,,0,,,())()((14,8 ξξ ξξ wzsCwzsCwyzxsta z′′−′−−−−= , 

 

[ ]   ,)0,0,,,()0,0,,,()())((
5522,8 wzsKwzsKwy

z
zxsta sws ′−′′−−−=
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[ ]      ,  ),0,,,(),0,,,()())((
4411,9 ξξ ξξ wzsKwzsKzxz

zw
wysta szs ¢¢-¢¢-

--

=

[ ] ,   ),0,,,(),0,,,()())((
5522,9 ηη ηη wzsKwzsKst

z
wyzxa wws ′′−′′′−−−=  

[ ],),,,,()(),,,,( 6633,9 ηξηξ ξηξη wzsKzxzwzsK
zw

sta z′′′−−′′−=  

[ ],),,0,,,(),,0,,,())()((12,9 ηξηξ ξηξη wzsCwzsCwyzxsta s′′′−′′−−−−=  

[ ]),,0,,,(),,0,,,())()((13,9 ηξηξ ξηξη wzsCwzsCwyzxsta w′′′−′′−−−−=  , 

[ ]),,0,,,(),,0,,,())()((23,9 ηξηξ ξηξη wzsCwzsCwyzxsta z′′′−′′−−−−= , 

[ ]        , ),,,,()(),,,,(411,10 ξτξτ τξξτ wzsKstswzsK
sw

wya s′′′−−′′−=  

[ ]   , )0,,,,()()0,,,,( 5522,10 ττ ττ wzsKwywzsK
sz

zxa w′′−−′−=  

[ ],)0,,,,()(),,,,(633,10 ξξ ξξ wzsKzxzwzsK
sz

sta z′′−−′−=  

[ ],)0,,,,,()0,,,,,())()((12,10 ξτξτ τξτξ wzsCwzsCwyzxsta s′′′−′′−−−−=  

[ ])0,,,,,()0,,,,,())()((13,10 ξτξτ τξτξ wzsCwzsCwyzxsta w′′′−′′−−−−=  , 
 

[ ])0,,,,,()0,,,,,())()((23,10 ξτξτ τξτξ wzsCwzsCwyzxsta z′′′−′′−−−−=  , 

[ ]       , )0,,,,()0,,,,()())((
4411,11 ττ ττ wzsKwzsKsts

sw
wyzxa szs ′′−′′′−−−=

[ ]   , ),,,,(),,,,()( 5522,11 ητητ ητητ wzsKwzsKwyw
sw

zxa w ′′−′′′−−=  

[ ]),0,,,()(),0,,,( 6633,11 ηη ηη wzsKzxwzsK
sw

st
a wzw ′′−−′′′−=  , 

[ ]),0,,,,(),0,,,,())()((12,11 ητητ τητη wzsCwzsCwyzxsta s′′′−′′−−−−=  , 

[ ]),0,,,,(),0,,,,())()((13,11 ητητ τητη wzsCwzsCwyzxsta w′′′−′′−−−−=  , 

[ ]),0,,,,(),0,,,,())()((23,11 ητητ τητη wzsCwzsCwyzxsta z′′′−′′−−−−=  , 

[ ]       , ),,,,(),,,,()())((
4411,12 ξτξτ ξττξ wzsKwzsKsts

sw
wyzxa z

IV
zs ′′′−−−−=
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[ ]   , ),,,,(),,,,()())((
5522,12 ητητ τητη wzsKwzsKwyw

zw
zxsta s

IV
ws ′′′−−−−=

 

[ ]),,,,(),,,,()(
))((

6633,12 ηξηξ ξηξη wzsKwzsKzxz
sz

wyst
a w

IV
wz ′′′−−−−=  

, 
[ ]),,,,,(),,,,,())()((12,12 ηξτηξτ τξητξη wzsCwzsCwyzxsta IV

s−′′′−−−−=  , 

[ ]ηξτηξτ τξητξη ,,,,,(),,,,,())()((13,12 wzsCwzsCwyzxsta IV
w−′′′−−−−=  , 

[ ]ηξτηξτ τξητξη ,,,,,(),,,,,())()((23,12 wzsCwzsCwyzxsta IV
z−′′′−−−−=  , 

 
в) Для любых 7),,,,,( Gwzsyxt ∈   справедлива 
 

 

×−−′′−−

−′′−−′

)()0,0,,,,()(     

)0,0,,,,()()0,0,,,,(     
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IV
szw
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z
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ξ

ξξ
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ξξ
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ξ

ξξ

ξ

ξξ

wzsCwyst

wzsCzxstwzsC

sw

szw

 



FEN BİLİMLERİ DERGİSİ 59 

 

,0)0,,0,,,())()((

)0,,0,,,())((

≥−−−−

−′′′−−+

ξ

ξ

ξ

ξ

wzsCwyzxst

wzsCwyzx

IV
szw
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+′′′−−+
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),0,0,,,())((

),0,0,,,())((),0,0,,,(

η

ηη

η

ηη

wzsCwyst

wzsCzxstwzsC

sw

szw

 

 

0),0,0,,,())()((

),0,0,,,())((

≥−−−−

−′′′−−+

η

η

η

η

wzsCwyzxst

wzsCwyzx

IV
szw
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×−−′′′−−

−′′′−−′′

)()0,,,,,()(      

)0,,,,,()()0,,,,,(     

wywzsCzx

wzsCstwzsC

z

s

ξτ

ξτξτ

τξ

τξτξ

 

 

                  

+−−+
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)0,,,,,())((

)0,,,,,())(()0,,,,,(

ξτ

ξτξτ

τξ

τξτξ

wzsCwyst
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IV
sw

IV
szw

 

 

0)0,,,,,())()((

)0,,,,,())((

≥−−−−

−−−+

ξτ

ξτ

τξ

τξ

wzsCwyzxst

wzsCwyzx

V
szw

IV
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×−−′′−−

−′′−−′
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×−−′′′−−′′′−−′′ )(),0,,,,()(),0,,,,()(),0,,,,(     wywzsCzxwzsCstwzsC zs ητητητ τητητη  
 

+−−+

+−−+′′′×

),0,,,,())((

),0,,,,())((),0,,,,(

ητ

ητητ

τη

τητη

wzsCwyst

wzsCzxstwzsC
IV

sw

IV
szw

0),0,,,,())()((),0,,,,())(( ≥−−−−−−+ ητητ τητη wzsCwyzxstwzsCwyzx V
szw

IV
zw  

×−−′′′−−′′′−−′′ )(),,0,,,()(),,0,,,()(),,0,,,(     wywzsCzxwzsCstwzsC zs ηξηξηξ ξηξηξη  

+−−+

+−−+′′′×

),,0,,,())((

),,0,,,())((),,0,,,(

ηξ

ηξηξ

ξη

ξηξη

wzsCwyst

wzsCzxstwzsC
IV

sw

IV
szw

0),,0,,,())()((),,0,,,())(( ≥−−−−−−+ ηξηξ ξηξη wzsCwyzxstwzsCwyzx V
szw

IV
zw  

×−−−−

−−−′′′

)(),,,,,()(

),,,,,()(),,,,,(     

wywzsCzx

wzsCstwzsC
IV

zs

IV
s

ηξτ

ηξτηξτ

τξ

τξητξη

+−−+

+−−+×

),,,,,())((

),,,,,())((),,,,,(

ηξτ

ηξτηξτ

τξη

τξητξη

wzsCwyst

wzsCzxstwzsC
V

sw

V
sz

IV
w

0),,,,,())()((),,,,,())(( ≥−−−−−−+ ηξτηξτ τξητξη wzsCwyzxstwzsCwyzx VI
szw

V
zw . 

г)  Для любых 7),,,,,( Gwzsyxt ∈   справедливo 

×−−′−−′−− )()0,0,0,,,()()0,0,0,,,()()0,0,0,,,(     wywzsCzxwzsCstwzsC zs

+′′−−+′′−−+′× )0,0,0,,,())(()0,0,0,,,())(()0,0,0,,,( wzsCwystwzsCzxstwzsC swszw  

0)0,0,0,,,())()(()0,0,0,,,())(( >≥′′′−−−−′′−−+ KwzsCwyzxstwzsCwyzx szwzw  

    где К - известные числа.  

 Интегрируя уравнение (2) по области  Gtxy еще раз и используя формулы 
Дирихле получим:  

×−−+−− ∫∫∫∫ )0,,,())(()),,(()0,,,())({(
2
1

2
2

11
00 0 0

1 wzsKwystdvwzvuwzsKwyzx
st x y
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×−−−−+× ∫∫ )(2)),,()(0.,,())(()),,((         2
3
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( ∫ ∫ ∫
s z w

u
0

(
ξ η

(v1,v2,v3)dv3dv2dv1)2dwdzds ≤ 

                        ≤ | ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
t x y s z w

0 0 0 0 0 0

 f(τ,ξ,η)u(τ,ξ,η)dηdξdτdwdzds|.                (4) 

 
Пусть   G.y)x,(t,     ,0),,( ∈≡yxtf   Тогда из (4) следует, что 
 

∫ ∫ ∫
t x y

0 0 0

u(v1,v2,v3)dv3dv2dv1 ≡ 0, т.е    G.y)x,(t,     ,0),,( ∈≡yxtu . 

Таким образом, доказана следующая, теорема. 

Теорема.   Пусть выполняются условия а) –г). Тогда решение уравнения (1) в 
пространстве  L2(G)  единственно.  
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