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Bu makalede dinamik programlama metodu yardimiyla parcaciklari tagima ve
difilizyon islerindeki optimal yonetimin ¢esitli problemleri incelenmektedir. Pargaciklart
tasgimadaki optimal ydnetimin sentezini kurma probleminin Riccatti  Integro-
Diferensiyel Sinmir Problemine doniigebilmesi ispatlanmustir. Parcaciklart tagima ve
diflizyon islerindeki optimal yonetimi saglamak i¢in Bellman metodunun yeterli
derecede bir 6nem tasidig1 gosterilmistir.

1. PARCACIKLARI TASIMA ISLERINDE ZAMANDAN BAGIMSIZ SUREC
HAKKINDA

Bilindigi gibi [1] bir niikleer reaktdriin formu diiz paralelkenar seklinde ise bu
reaktoriin igerisindeki pargaciklarin (neutronlerin) taginmasi igleri

0 ' Nogior
u ey e ) = [y, w)dp a
ox 27

seklindeki homogen lineer integro-diferensiyel denklemi ve

V(—a,u)=0 , o<pu<liss W(+a,u)=0 , 151 <0 ise(1.2)
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homogen lineer sinir kosullar1 yardimiyla tanimlanmaktadir. Burada [ a, Cl]

niikleer reaktoriin  Olcisiidir. Eger €< I ise (1.1) denklemi bir tek sifir
l//(x,‘l.t) =0 ¢oziimiine

sahip olabilir. Ama (1.1) denkleminin sifirdan farkli ¢6ziime sahip olmasi igin C > |
esitsizliginin saglanmasi yeterli degildir. Boyle bir ¢dziimiin mevcut olmasi igin bu C

sayisl

ve reaktoriin Ol¢iistiniin yaris1 olan d > 0 sayis1 arasinda reaktoriin kritik olgiisii
denilen bir esitlik saglanmalidur.

Kabul edelim ki yukarida soz konusu esitlik saglanmistir. O zaman (1.1)
denkleminin ¢dziimiinii

v, (e, u)=9, (u)e%‘ (1.3)

seklinde yazarsak @, ( [,L) fonksiyonu igin

=2) 0, ()= [0, (w)dy (14

lineer homogen denklemini aliriz. Burada @, (‘Ll) keyfi fonksiyon olabilir. Bu

nedenle (1.4) denkleminin ¢6ziimii olan @, ( ‘LL) fonksiyonunu normlastirmak amagla

1
Jo,(wdu=1 (1.5)
-1

esitligini yazabiliriz. Buradan O # [l ise

o 1
o, (U)y=c—— (1.6)
200—-Uu

esitligini alinz. Ama O = [l olabilirse

0, (u)=c% + )8 (o — o) ()
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esitligini de yazabiliriz. Burada 0 - Dirac’m genellestirilmis singuler o -
fonksiyonudur,

A(@) ise keyfi bir fonksiyondur. Bilindigi gibi —1< (<1 dir. Bu nedenle
oz [-1,1] ise (1.5 ve(1.6) dan

A(or) EI—EJ.Ld‘U =0 (1.8)
20—

karakteristik denklemini aliriz ve bu denklemin ¢éziimleri olan & O, sayilarina (1.1),

(1.2) probleminin kesikli 6z degerleri veya kesikli spektrosu denir. Bunlara karsilik
gelen 6z fonksiyonlar sunlardir:

c *a,

— . (1.9)
2%to,—u

(% (.u) =

Eger O € [— 1,1] ise (1.1),(1.2) probleminin 6z fonksiyonlart (1.7) seklindedirler

ve Voo:=1<o<1 bu problemin siirekli spektrosudur. (1.7)" deki A(OC)
fonksiyonu (1.5)’den

bulunur:
1
Ma)=1- EJLdM (1.10)
20—

Bu (1.10) esitliginin sag tarafindaki integral has olmayan integraldir ve onu Cauchy

anlaminda tanimlamak gerekir [2] .

(1.7) ve (1.9) o6z fonksiyonlar1 — 1< u <1 arahginda U ‘agirhk fonksiyon’

una gore ortogonaldirlar, yani

1

1, (Wee)du =N, (0 —a) (111)
-1

esitligindeki N sayisi 0, (‘LL) fonksiyonu i¢in normlagdirict katsayisidir:

o



112 OAAEAUE EEE 1 AAD A£ODTAEU

N, = Ocl(l — coArtanh)® + (77’-0{04)2 J ,eger OLE [— 1,1] ise,

C
2

N =N, =<a( —

o =3 —o;’). N,_=-N,, .oe[-11] iset.12)

0

(1.7) ve (1.9) esitliklerini goz oniine alirsak

c A
V. (x, 1) = Eﬁeu/° =y, (—x,—1) . (1.13)
v, (L u)=9, (u)e% =y _ (—=x,—u) (1.14)

fonksiyonlarini yazabiliriz. Buradan ve (1.3)’den

W(x, 1) = a, W, (X, 1)+ a, w, (x, 1)+ [ Aoy, (x, )dex (1.15)

ifadesini aliriz. Burada A(OC) Holder uzayina ait olan bir fonksiyondur, (1.15) ise
w(x, 1)

fonksiyonunun (1.7) ve (1.9) 6z fonksiyonlarina gore genellestirilmis Fourier
agilimidir. (1.13) ve (1.14) esitliklerine gére a,, = ao_,A(Oc) = A(—O!) dir. Bu

katsayiland,, =d, = 1

seklinde normlagdirabiliriz. O zaman

W) =, (1) + 1, (5 0) + [ Ay, )+, (x, ) o

esitligini aliriz. Burada X =—a koyarsak ve (1.2) smir kosullarin1 goz Oniine
alirsak

Yo (a1 +V, (-a. ) + [ Ay, (-a.1) +y, (~a.p)dor=0,1 20
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denklemini elde ederiz. Buradan da A( ) fonksiyonunu belirtmek igin asagidaki

singuler integral denklemini buluruz:

a
o + utanh —
Hian o Ala)

o+u  o—U

do = (1.16)

2l(u)e%‘A(,u) + cja cosh &
; o

,u ﬂ B (u51n—0— B, cosﬂ—o)

Burada ﬁo sayisi (1.8) karakteristik denkleminin C >1 katsayisina karsilik gelen

kokii t l(l v/—1) in modilidiir.

2. PARCACIKLARI TASIMADA OPTIMAL YONETIM iCiN BELLMAN
DENKLEMIi

2.1. Problem hakkinda. Bu bolimde  asagidaki integro-diferensiyel denklem
sistemini [2,3]

aw@4u0+uaw@4a0

> » +w(x,u,t)=F(x,u,t,u)+

+ i/liri(x,t) +5, Jw(x,u',t)du',xe [~a,al uel-11]0<e<T, @1

&$”+zuangWu#umw¢ﬂng

ve bu sisteme bagli olan sinir kosullarini:
v(a,u,t)=0,-1<u<0y(-a,u,t)=0,0<u <1, (2.2)
(o, 1, 0)] g =W (%, 1,0) =y, (x, 1),
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S

0 , 7 .

rnn), = nx0)=r'(M)="] (x,. ) i=12..N @3

|
1

inceleyecegiz. Burada Sl. - I-inci takim gecikme neutronlarin sayisindan ve

niikleer reaksiyondan bagiml biiyiikliiktiir, l;] - [ - inci takim gecikme neutronlarin
yasam siiresidir, I = 1,2,.. .,N , N — gecikme neutronlarin takim sayisidir (genellikte
N<6 ), l//(x,/,t,t) -t anmnda (x,u) noktasinda bulunan neutronlarin
yogunlugudur. f < 0 icin bu yogunluk

v, (x, ‘LL) fonksiyonuna esittir, yani parcaciklarin zamandan bagimsiz tasima
problemi olan (1.1), (1.2) probleminin ¢oziimiidiir ve (1.15) esitligi ile belirtilir.
F(x,u,t,u) — neutronlar kaynaklar1 yogunlugudur ve F(X,,LL,Z‘,O) 0= 0

dir. u =u(t)— yonetim fonksiyonudur ve

t<0 icgin u(t ) =0 dir. Bu u =u(t ) yonetim fonksiyonuna niikleer fizikte

aswrt  reaktiflik denir [2] Genellikte kabul edilebilir yonetim fonksiyonu
u(t)e U c I*[0,T]

dir. Hipoteze gére [ = O anindan ®nce niikleer reaktdrde zamandan bagimsiz
stire¢

devam ediyordu ve [ = 0 aninda niikleer reaktoriin aktif bolgesinde yonetim
¢ubuklarini

yerlestirdiler. Iste o zaman niikleer reaktdrde zamandan bagimli siire¢ meydana
geliyor ve siireg (2.1), (2.2) ve (2.3) sartlari ile tanimlaniyor.

Her kabul edilebilir U :u(t ) yonetim fonksiyonuna (2.1) — (2.3) sir
probleminin bir genellestirilmis ¢dziimii karsilik gelmektedir. Ileride inceleyecegimiz

optimalligin élgiisii i¢in

) 1 t+At , o,
JﬂE j w(dt=u’(t) @4
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limitinin varlig1 gerekir ( hemen hemen her [ € [ T ] ve At >0 igin).

Problem 2.1. Kabul edilebilir yonetim fonksiyonlarinin arasinda &yle bir u(t ) yi

bulunuz ki optimal yonetimin él¢iisii denilen [2]

Jlul= ] [lely (1,7 = g e, ) F dad +

—a-1

+ i j.[”, (x,7)—q, ()] dx+ j/JT'u2 ()dt,(y = const § 0) 2.5)

i=1
fonksiyonu en kiigiik degerine sahip olsun.

Burada 1 > 0 verilen sabittir, g(x,,u),ql. (X)(i = 1,2,..., N) fonksiyonlari
igin
a 'l
H‘u”g(x,u)‘zdudx <oo, q.(x)e ’[-a,al(i=12,...,N)@6
—a-1

sartlar1 saglanmaktadirlar.
Her kabul edilebilir yonetim fonksiyonu u(t ) icin (2.1)-(2.3) sinir

probleminin bir tek ¢dziimii vardir ve bu ¢6ziim (1.7), (1.9) fonksiyonlar1 yardimiyla
yazilabilir. Gercekten, kabul edelim ki neutron kaynaklart1 yogunlugu olan

F(x,/.t,t,u) fonksiyonu iginF(X,,l.L,l‘,M) = F(—x,—,u,t,u) dur. O
zamanly/ | (x, 1), w(x, l,t) ve

7, (x,l‘),(i = 1,2,..., N) fonksiyonlart da X ve [l bagimsiz degiskenlerine
gore benzer

simetrik 6zelliklerine sahip olurlar. Neticede

T

X% (p0+ (au) + e/

W, (x,0) = [ A(@)e ", (wdo+e o (1) 2.7
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Fosgutad= e g o] g, 0+, @ . 2
W u0)= [y 06 9,0t ", ()+¢" 0, (10 0. 2

1
(60 = [, (e "edot + 2c0sh(-)ry, ()i =1,2,..., N) 2.10)
% o,

esitliklerini aliriz. Burada 0, ( [,L),(p . ( [,L),(OC € [— 1,1]) fonksiyonlar1 (1.7),
(1.9) formiilleri ile belirtilen ve zamandan bagimsiz (1.1), (1.2) pargaciklari tagima

probleminin 6z fonksiyonlaridir. A(x), F, o (¢ ,u),FO . (t,u) - bilinen
katsayilardir, W/, (), 7. (£), (e [ L1y, (£),7,, (),(i=1,2,...,N)

bilinen bir diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimleridir [2]

w(x,u,t) ve r(x,t)= {I’l (x,1),..., ry (x,t)} fonksiyonlar1 asagidaki
ozelliklere sahip olan genellestirilmis ¢6ziim gibi diisiniilmektedir:

b ﬁ\n(x,t)\zdtdx <oo,(i=1,2,...,N),

-a0

1 aT

f”‘ﬂ”l//(x,u,t)‘zdtdxdu < oo}

—1-a0

2)

v (0)e W, (=a,al0.T). vy (xu1.0e W, (- a,ald-1140,7])

ve 0Z t,<t, < T esitsizligini saglayan Vl‘l,l‘z icin w(x,u,t) ,
r(x,t)

fonksiyonlar1 asagidaki integral esitligini saglamalidirlar:
N a

o dpdx + 3, [ (x, 0 (x,0)

=t

2 dx —
1

[ Jw i (o)

—a-1 i=l g
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t, a 1 a * a * . 1 . , ,
— Jdtjdxj{l//(x, u, t)|:g; + ui -y x, W) +S, ‘[1// X, WL, t)du +

4 -a -1

+iSiri*(x,t) |+ Fx, .t 0w (x, 10,8) Ydu — @11

- jar] n(xx)[%—ﬂm*(ac,t)m j w*(x,u',t>du']dx+

izlﬁ —a

t, 1 0
+] dr[ [uya. 0w (a.p.0du -] uw(—a,u,t)w*(—a,u,t)du] ;
t 0 e

3y VE(x,u)e L’ ve Vn.(x)e L’ (i=1.2,..,N) ignt—+0
halde

Lim | [l e ) =y, () e ) dpads = 0.

—a-1

Lim T [r,. (x,0)—r' (x)h (x)dx=0 (2.12)

esitlikleri gergeklesmelidirler.

2.2. Bellman denkleminin formal olarak bulunmasi. Optimal yonetim
problemini ¢6zmek icin burada Bellman’in Optimallik Prensibini uygulayacagiz.

Bilindigi gibi bu prensip asagidaki gibidir [2]
Her hangi bir sistemin 0<t<T zaman araligindaki optimal davranisi dyle bir

ozellige sahiptir ki VZO (0< t, < T) icin sistemin t,<t< T zaman

araligindaki

davramisi  optimaldir ve bu son araliktaki davranis sistemin daha onceki

0<1<t,
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zaman araligindaki davramgindan bagimsizdur.

Bu prensibe gore asagidaki fonksiyonu ele alacagiz:

Ney.rl= ‘r(rg)ier‘l{]dxﬂu\[w(x,u,T )—g(x. )] du+

N a

+ZJ[C(XJT)—Cli(x)]zdx+yj‘u2(f)df }. 2.13)

i=1 2,
Burada [ degiskeni [O,T ] zaman araligina ait olan keyfi bir andir, minimum
u(’L‘ ) eU fonksiyonuna gore hesaplanmaktadir, U - kabul edilebilir yonetim
fonksiyonlar1 climlesidir, T degiskeni ise [O,T ] araligina aittir.

Simdi kabul edelim ki

’ ’ ’
r=t+ AL (x, U,t)=w(x, 1,t)+ Ay (x,l1,t), r(x,t') =

=r(x,t) + Ar(x,t) ve S fonksiyonu f degiskenine gore ikinci mertebeden
stirekli kismi tiireve, Y ve 7 degiskenlerine gore ise Freschee diferensiyeline

sahiptir. O zaman

Sl w e, 1, t),r(x, ) )= St w (x, i, 1), 7(x,0) ]+

+aatS[t,l/J,I’]At +dStw,r, Ay, A+ o)+ axt, i, Ay, ) (2.14)

yi alirnz. Burada O(At) —0 At —0  ise, i —0 ve
At HArH

@ 50

[aw]

HAI’H —0 ve HAI//H —0 ise.

(2.13) formiiliinii g6z oniine alirsak
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Slt,w,r] =%{y [u(0)dr +mi\{jdxj w1, T) — g, )] du+

-a -1

+2}[ri(x,T)—qi(x)]2dx+y [u*(2)dz } }=

= min{ytﬁﬁ (t)dt + S[t",w(x, u,t'),r(x,t')]}

esitligini elde ederiz. Buradan (2.14) formiiliinden

_%At: 1}1)1615{]/ juZ(T)dT+dS[t,V/,7",AW9Ar]+

+o(At) + o(t,y,r,Ay,Ar) } 2.15)
denklemi meydana gelir.

L uzayinda tanimlanan lineer siirekli fonksiyonlarin genel formu hakkinda

teoreme goére [2]:

dS[t,l//,r,Al//,Ar]:

= [dx [y (ot )AY G 0 + 3, [ (e, A (x,0dx @.16)

i=l Zq

esitligini alinz. Burada I,U/ (x, u,t) ve I’;* (x,t) S fonksiyonunun
W(xa ‘Lt,f) ve

r,.(x,t),(l,2,...,N) ye gore gradyantlaridir.  (2.15) ve (2.16) dan asagidaki

denklemi aliriz:
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- MN = min{y juZ(T)dT +

8t u(1)elU

+ jdxjy/ (x, w,HAW(x, 1L, z)du+2jr (x,1)Ar (x,t)dx +

i=l _4

+o(A) +o(t,y,r, Ay, Ar) } 2.17)

Diyelim ki

v (el (—aad-LIM0.T)./ (e W (~a,aM0.T],(i=12...N)

dir. O zaman (2.11) integral esitliginden

aS[f, , ] ' t+At (+At a
_#—g}g{l]{zt j u (T)dT+— J. dt{dxj{l//(x u,t)-

: al+u%_l//*(x"u,t)+SOJw*(x,y',t)dy'+iSlri*(x,t) +
ot ox b i=l
+ F(x, i, t,u)y” (x, f,t) Jdp +

t+At a

+ 2 j dt j r(x, z)[— —Ar'(x0)+S jy/ (1l t)du']dx—(z.ls)
-] dt{ 1 @yt ny u,ndu}

”‘/’(X LW (x, 1, t)dudx —

—al

__;J;r(x l‘)Ar (x,0)dx + (AAtt) +%
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yi buluruz. Bu (2.18) denkleminde (2.4) esitligini uygulayarak . . 0
limitine gegersek

_M:min yzf(t)+jdxj W(X,u,t)[u%_
A ox

8t u(elU

1 ’ N
-y (x,u,t)+ S, jt//*(x,‘u',t)d,u + ZS,J;* (x,0) ]+
+ F(x, i)y’ (x, 1,t) Jdu + (2.19)
+ [y (—a,p,0p" (—a, p,0dp — [ uy (a, w0y (a, 1, t)du

denklemini aliriz.
Bu (2.19) denklemine yukarida tanimlanan 2.1. Problemi i¢in Bellman Denklemi

denir.
(2.13) esitligini direk inceleyerek S2>0 ve

ST,y r]= deflul[t//(x,u,T )—g(x, )] du +

+ i J[’” (x,T) — q,(x)] dx (2.20)

i=1 2y
oldugunu gosterebiliriz. Demek Problem 2.1. simdi asagidaki sekilde tanimlanabilir:
Problem 2.2.: (2.19) Bellman Denklemini ve onun (2.20) kosulunu saglayan I/l(l)

ve S[t,l//,r] >0 fonksiyonlarint bulunuz.

Uyari: Yukarida bulunan Bellman Denklemi 2.1. optimal yonetim probleminin gerekli
sartidir. (2.19)’ dan bulunan u(t ) > nin gercekten verilen problem igin ydnetim
fonksiyonu olup olmayacagini ayrica denemek gerekir.

3. KUADRATIK K_RiTERYUMU_N _MiNiMiZAS_YONU PROBLEMINDEKIi
OPTIMAL YONETIMIN SENTEZi HAKKINDA

ileride yapilacak iglemleri daha kolay yiiriitmek icin kabul edilebilir
yonetim fonksiyonlar
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ciimlesi olan U ciimlesinin L’ [O,T] uzayina esit olmasi pratik agisindan

uygundur. $imdi  (2.8) formiiliindeki £ (¢,u),F, (t,u) fonksiyonlarini
asagidaki sekilde belirtecegiz:

F (t,u)= fu(t),(ae [-L1),F, (t,u) = f,u(t) 3.1)
Burada f, ,(0€ [— l,lb,fm bilinen katsayilardir. O zaman
F(x,t,u,u)= {jfa exp(— %)(Pa (wydoo + (3.2)

+ [exp(— 5000+ exp(¥, 0, (u)]fm () = £ (e, 1)u(0)

acitlimini alinz. Buradan ve Bellman Denkleminin sag tarafindan u(t)
yonetim fonksiyonunu buluruz:

1 a 1 .
u(t):_ZJ.de.f(xhu)w (xﬂuat)duu (3-3)
Buradaki f(x,l) fonksiyonu (3.2) esitligi ile belirtilmistir.

(3.3) ile belirtilen yonetim fonksiyonunu (2.19) Bellman Denklemindeki
yerine koyarsak

_ %;/””] _ _;—y{j.dx j F e w (x, u,t)d,u} +

« r [ a " * ' * ’ ’ Al *
+ dejl//(x, 1) ,u% —y' +S, Jw (o, 1, t)du +ZS,-’?- (x,t)]d/.t +
; il [r000| [y Co's0ydu’ = r; (x,t):|dx ; (3.4

0 1
+ [y (a0 (—a,p,0dp = [y (a, 1.0y (a,p.0du

denklemini alinz.
Bu (3.4) denkleminin ¢6ziimiinii asagidaki sekilde yazabiliriz:

Slew (e, 1,0),7(x,1)]=
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= [[KE 7.0l (7.0 - e®lw (7.0 - g(7) ke +
+3 TL &0l - @1 (.0~ ¢,(») ldxdy +

+ j OE Ny (E.0) - g@E+ 3 j & (x,0)lr(x,t) — q,(x) x +n(2).

i=l oy

Burada

K(x)l'l)y)v)t)bL[ (x)l'l)y)t)ﬂM] ('x)y) t)’qx)u)t)ﬂgj (x)t)9(i)] :]‘)“‘7N)9T’(t)
halen bilinmeyen fonksiyonlardir,

G=1{x=(x,u):xe[-a,al ue[-L1J}
y=(.v).yel-aalvel-1]] (3.6)
dir. Freschee diferensiyeli tanimindan ve (3.5), (2.16), (3.6) dan

v (x0) = [KE 5,00 (5,0dy +

+ i ij (X, y,0)7(y,0)dy + D(X,1),

J=l —a

r (x,0) = [L(5,x,00 (3,0)dy + (3.7)
G

N a
+ > [M,(x, y.0F (y.0)dy +&,(x,0),i =1,...,N

Jj=l —q
esitliklerini buluruz. Burada

K(x,7,0) = K(%,7,) + K(7,%,0),
M, (x,p,0)=M,(x,y,t) + M ,(x,3,1),(i, j =12,...N), 38

W()_Cnt) :W(fat) - g(f)fi(xaf) = ri(xat) - qi(x)
dir. Diyelim ki

D, () =] f(X)PX)dx, K, (7,1) = [ f(X)K(X, 7,0)dx,
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L, (y,0)= | f(OL,(X,y,0)dx,(i=1.2,...,N) (3.9)
G

dir. O zaman

{jdxjf(xaﬂ)w*(x,u,t)dy} -
= (I)j’(t) + J.J.Kf()_CBt)Kf ()_;’t)ﬁ()_cat)‘p()_/,t)dfd)—} +

3]

i,j=l_q—

— . s

Ly (6, 00L, (3,0)7,(x,0)7, (v, D) dxdy + (3.10)

Q

+20, (0K, (®OF(ENAE+20, ()Y, [ L, (07 (x.)dx +

N a

+ 2| [K, 0L, (3,00 ()7 (y,1)dydx
i=l G-qa

olur.

Simdi de diyelim ki

_ o0 ‘ s
CI)Z(x,t)=ua—x—d)(x,u,t)+S0Jd)(x,u ’t)d.u +2Si§i(x’t)a
-1 i=1
~ ~ Lo N
K, (x,3,0)= H% KX, y,t)—K+S, j K(e, i, y,0)di’ +> S.L(y,x,1),
-1 i=1
_ Jd . _ _
Lﬁ(x,y,l‘):/,La—ij(x,y,t)—Lj(x,y,t)+ (3.11)

1 N

+8, [ LG’y 0d + XM, (x,,0)
-1 i=

dir. Buradan ve (3.7)’ den

b i a ' * h * ’ ’
fax ij,u,r)[ualx—w (o) + 8, [ (o)l +

+ iS,-r,-*(x,t) ldu = [g(x)®@,(x,0)dx +
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+ Jf@z)[cbz (x0)+[K (mr)g@)df} +
G

+ J [g)L,,(7,x,0)dyF, (x,1)dx +

+ | |[W 0w (v,0)K, (X, y,t)dxdy + (3.12)

Mz S IM= T

> f J L@, OF 0T, (v, )y

=
esitligini alinz. Buradan

(I)i3 (X,t) = Jq)(xaﬂ,at)dﬂ, - gi (X,t),
K, (x,3,0=] K(x, i1, 7,0)du’ — L (7,x,1), (3.13)

1
L (x,y,0)=[L,(x, 1", y,0)dp’ = M (x,,0), i,j=12,..,N
-1

gosterirsek

jn— (x,t)[jw* (e, 1’ t)du’ —r; (x,t)}dx -
= [, (0@, (v, 0)dx + [F(Fo1) [ K (3, %, 0)g, (v)dyds +

+ j W (%,1) j K, (»,%,0)q,(y)dydx + (3.14)

a

+ i JV, (x, l‘)Jq (VL5 (y,x,t)dydx +

J=l —a
+3 7 j F(y.0L , (x,p.0)dxdy

J=l —q
yi alinz. Diyelim ki K,Lj ve @ fonksiyonlar asagidaki sartlara
tabidirler:
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K(a,u,3,0)=L (a1, y,1) = ®(a, i1,1) =0
Ornu<l,j=12,..,N,t20,—a<y<a,—1<v<I ise
K(-a,1,y,t)=L,(~a, i, y,t) = D(—a, i,t) =0 (3.15)

—1<u<0,j=12,.,N,t20,—a<y<a,~1<v<1l ise.

Simdi (3.5) , (3.10) , (3.12) ve (3.14) fonksiyonlarini (3.4)’ deki
yerlerine koyarsak

” {——““%K (x,0K,(y,0) - K, (X, y,t)}l//(x O (y,t)dxdy

G—qi=l

+JJZ{__+_L (yat)K ()C t) 2(xﬁy7t)_li]<i3(y7)_cﬁt)}.
0 1

o W/ (x,1)7. (y,t)dydx + JJZI{—a—M +EL11 ()L, (y,t) -

— AL, (x,3,0) FF(x,0)F (y,0)dydx +

i3

od 1 _ _ _ _
+ f{—ng Zq)f(t)Kf(x’t) —®,(x,0) - [K,(7.X.0)g(y)dy -
~ XA JK (0 %.0q,(n)dy WH(E,1)dx + (3.16)

aw | 9
+J;]Z_:4{ aij +$q)f(t)[{[f()_€at)_‘G'.g()_;)sz()_;axat)d)_/_

-2 J q,(») L, (v, x,0)dy J (x,0)dx +

dt

esitligini aI|r|z

+{ dn(@) o cp2 *(0)— j 2(X)D, (%,1)dbi — zz, j ()P, (x, t)dx}
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Bu (3.16)  esitligi her W (xu,?),7(x,t),(i=12,..,N), igin

saglanacagindan, buradan

a—K+K ,(x, y,t)—LK (X,)K ,(y,1) (3.17)
ot 4y
oL, _ _ 1 _
—+ L, (%, y,t)+AK,(y,%,t)=—K (¥,t)L, (y,) (3.18)
ot 4y '
oM (x,v,t 1
MDD g 1 vy =" L (e0)L, () (3.19)
ot 4y
oD (x, 1, ¢ _ _ _
LD 1, () + [ K50+
1
+Zﬂ» J Ko 0200,y = @ (0K, (%) (3.20)
d&, (x,t I ) _
> + ig(y)L,,«z (¥,x,0)dy + Z, ijqi (DL (v,x,)dy =

:ch S(OL,(x,1) (3.21)
2y

D+ [0, (0de + 32 [, (00, t)dx_4—yq>2 0) @22)

denklemlerlnl elde ederiz. (2.20)’den ve (3.5)’den ise

K(X,,U,J/,V,T) = .U5(J/ - X)5(V - ;u)aMg/ (X,_)/,T) = 6()/ - X),
O(x, u, T)=n(T)=0,L (x,u,T)=&.(x,T)=0,i, j =1,2,...,N (3.23)
kosullarini alinz.

Demek K,L M, ,D,E. ve M fonksiyonlanini (3.17) - (3.22) integro-

diferensiyel denklem sisteminden ve (3.15), (3.23) kosullarindan
bulabiliriz. Igste bu sinir problemine

Rikkatti integro-diferensiyel sinir problemi denir [2]

4. RIKKATTI INTEGRO-DIFERENSIYEL SINIR PROBLEMININ ¢OZUMU
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Bilindigi gibi (3.17) - (3.22) sisteminin analitik ¢oziimii ¢ok karmasik ola
bilir. Onu basitlestirmek igin (2.1) — (2.3) probleminin yerine bunun 6zel
hali olan daha basit problemi, yani gecikme neutronlari g6z o6niine
almadan meydana gelen problemi inceleyecegiz. S6z konusu problem
sudur:

oy (x,1,1) +H8w(x,u,t)
ot ox

= F(x, i, t,u) + S, [w(x, 1’ 0)dp’, (4.1)
Xe [— a,a],ue [— l,llt 00

denklemini ve

WX, 1, 1)] o =W (X, 1,0) =y, (x, 1) (4.2)
v(a,u,t)=0,-1<umn0 ise, w(—a,u,t)=0,0<u<lise (4.3)
kosullarini saglayan l//(x,/.t,t) fonksiyonunu bulunuz.

Eger (2.1) — (2.3) probleminde
S =0(i=12,...N),r(x,t)=0Gi=12,..,N,xe [-a,alt>0)

alirsak (4.1) — (4.3) problemi meydana gelir. Buradaki 2 =u(f) ybnetim
fonksiyonudur ve

u(t)|,.,=0,F(x,u,t,0), ,=0,y(x,u,t)

esitlikleri saglanmaktadirlar.
(2.5)’in yerine

Jlul=yfu e+ [l - gCeanFduds — aa

—a-1

+y(x, 1,t) =

o= Wo (X, 1)

fonksiyonunu optimal yonetimin 6lgusi gibi kabul edecegiz.
Burada Y/, (x,u) asagidaki zamandan bagimsiz homogen sinir
probleminin ¢o6ziimiidiir:

a (xa ) h ’ ’
u% +y, (x, 1) =S, [y, (x, 1) (4.5)
-1
v, (a,u)=0,-1<umn0 ise, v, (—a,u)=0,0m u <1 ise.
Diyelim ki 2S5, 0 1 dir. 0zaman Y (x,1)# 0 bulunur. (4.1) - (4.3)
probleminin genellestirilmis ¢6ziimiinii ise agsagidaki
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. dpdx —

v

—a-1

—dedeJ{W(x u,t)[ 1Yy (e +

ox

—a

+8, fl// o du’ T+ F ety (e ,t) Jdu + (4.6)

+ dt{ [uy(a, w0 (a,u,0)du I uy(-a, 0y (—a u,t)du}

—

integral esitliginden bulabiliriz [1,2]
(2.13) fonksiyonunun 6zel hali olan

Sley]= g}}}gg{jdleul[w(x,u,T ) - gl du+yfu (f)dr} (@7)

fonksiyonunu g6z 6niine alahim. Burada ¢ keyfi bir zaman noktasidir ve

te [O,T] dir , U ise kabul edilebilir yonetim fonksiyonlari ciimlesidir.

Buradan ve (2.19)’dan (4.1)
(4.4) ve (4.7) problemi igin Bellman denklemini buluruz :

OV i+ | dx}{w(x,u,n[ual*—

u(t)eU ax

—y (et + S, j W (o 0du |+ FQe ity (x,14,t) Jdu+ (4.8)

0 1
+ [y (—a, p, 00" (—a, . 0)dp — [ uy (a, w,twr" (a, ,)du.
-1 0

Bu denkleme 0<7<7T zaman araliginin sag tarafinda verilen bir sart
eklenmelidir:

ST,y (x,u,1)]= jdleul[w(x,u,T) —g(r,w)f du @9
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F(x,/.t,t,u) fonksiyonunu (3.2)’den (4.8)’deki yerine koyarsak yonetim

fonksiyonu olan u(t) icin (3.3) formiiliinii elde ederiz. Buradan ve (4.8)
Bellman denkleminden (3.4)’lin 6zel hali olan

oSlty] 1 [+, . 2
—TW:_E{‘[dX‘[f(xnu)w (x,,u,t)d,u} +

a 1 v Lo , ,
+ j dxjw(x, U, t)[u% v (x, ,1)+S, j v (v, 1, 0)du }du + (4.10)

-a -1

+ [y (—a, 1,00 (—a, p,0)dp — [ py (a, i, 00" (a, p,0)dp
de;mlklemini alinz. '

4.1. Bellman Denkleminin C6zimi. Bu denklemin ¢ézimiinii asagidaki
sekilde yazacagiz:

Slwl= [ [ K, 7,00 (5,00 (7,0)dxdy +
+ [ @, 00 (x,1)dx + (1) (4.11)

Burada K(x,u,),v,t),®P(x,L,t) ve 1(¢) bilinmeyen fonksiyonlardir.

W (x,U,t) ise (3.8)deki iigiincii formiil ile belirtilir. Fresche diferensiyeli
formiiliine gore (4.11)’den

v (X0 = [K( 7,00 (9,0)dy + D(X,1) (4.12)
G
esitligini elde ederiz. Burada E(f,y,t) fonksiyonu (3.8)’deki birinci

formiil ile belirtilir.
(4.12)’den

=@’ (1) +2® (1) [ K, (X, (X, 1)dx + (4.13)

+ [[K (0K, (7,00 (X000 (7, t)dxdy
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esitligi bulunur. Buradaki (I)f(l‘) ve Kf(x,t) fonksiyonlari  (3.9)

formiilleri ile belirtiimektedirler.

a ’ 9 )t ® : * 7 ’
p Dy gy S, [ Gt =
=@, (5,0) + [K, (5 7,00 (7,0)d5
ve ¢
D, (x,0)=u acI)a(x,t) - O(X,t)+ S, jd)(x,u',t)du’, (4.14)
X |
— — alz—a_at = — f~ ’ — ’
K30 = LD R (w505, [R 0t 7

olduklarindan (4.11),(4.12) fonksiyonlarini (4.10) denklemindeki yerlerine
koyarsak ve (4.13), (4.14) esitliklerini g6z 6niine alirsak

aK(fa)_}at) - 5 1 pv v
T+K2 x,y,t):EKJ"(X’Z‘)KJ"()}’Z) J

0D(X,1)
ot

an(t — — 1 2
Zﬁ ) & ! gD (ENdE =@ ()

_ o _ 1 _
+@,(x,0) + [ K, (3, X.08(7)dy =2—y<1>f (OK ,(%,1) (4.15)
G

denklem sistemini elde ederiz. Bunun kosullarini da (3.15)’den ala biliriz:

K(a,u,y,v,t)+ K(y,v,a,u,t)=0, O0<u<l;

K(=a,u,y,v,t)+ K(y,v,—a,i,t)=0,-1< u <0; (4.16)
O(a,u,t)=0, O<u<l; ®(-a,u,t)=0, —1<u<0. (4.17)
(4.9) ve (4.11)’ den ise

K(x,u,y,v,T)=pé(y—x)0(v — ) (4.18)
D(x, 1, T)=n(T)=0 (4.19)
sartlarini elde ederiz. Bu (4.15) — (4.19) problemi Rikkatti integro-
Diferensiyel Sinir Problemidir.

4.2. Rikkatti probleminin ¢6zimii. (3.9) ve (4.14) formiillerine goére (4.15)
sisteminin birinci denklemini agagidaki sekilde yazariz:
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%K(x,u,y,v,t) + uail?(x,u,y,v,t) — K(x,pt, y,v,0) +
X

1
+8, [K(x, 1, y,v,t)dy’ = (4.20)
-1

1 - -
:EJ.f(yav)K(xa;u:y:vat)dvdyj.f(xaI'L)K(xauay:v:t)dxdu .
G G

Burada [?(x,u,y,v,t):K(x,,u,y,v,t)+K(y,v,x,u,,t) dir. Bu

(4.20) denklemine (4.16) ve (4.18) kosullarini eklemek gerekir.
(4.20),(4.16) ve (4.18) probleminin ¢éziimiinii agagidaki sekilde yazabiliriz:

K(x,phpv.0) = i% Q) exp% %)ufpa, (e, (v)+
+[]AL® exp(g +%)u<pa (W)@, (v)dodf . 4.21)

Burada @, (1),(i=12) ve ¢, (1), (xxe [— 1,1]) fonksiyonlari

aK X, 1 ’ ’

p ) Ko+, [K e =0,
-1

K(a,u)=0, 0<u<l; K(-a,u)=0, -1<u<0 (4.22)

homogen lineer probleminin & ,0, kesikli spektrosuna ve O € [— l,l]

siirekli spektrosuna karsilik gelen 6z fonksiyonlaridir.
(4.21)’den

~ z X
R(xptyy.0)= 3, (0exp( -+ =g, (v, (V) +

: J

+[JA,0 exp(g + %)H% () Bve, (v)dodp (4.23)

-1-1

~

esitligini anz. Burada d, =a, +a, , A, =A_, +A,, dr

Ji ?

=] fie "0, (Wda+ 3. 1, e o, (1) (4.2
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oldugunu biliyoruz. Burada &, &, - (4.5 probleminin kesikli

spektrosudur, O &€ [— 1,1] ise yine o problemin siirekli spektrosudur.

(4.22) ve (4.5) problemlerinin spektrolari ¢akigiyorlar ve onlara karsilik
gelen 0z fonksiyonlar ise asagidaki gibidirler:

S0, .
(Pa, ([,L) = #a(l = 1,2);
o, - i

i

¢, (1) =0osS,P
o

(4.25) fonksiyonlarinin [—1,1] arahginda [l  yiikii ile ortogonal
olduklarindan (4.23) ve (4.24) esitliklerinden

[[f VK p1,y,v,0)dvdy = Za{;fak N, (e’ no, (1) +

1# + Aa)S (o — 1), (ece [~ 1,1]) (4.25)

+[[f,N,A,, (e “up, (w)dodp (4.26)

s}
yi elde ederiz. Burada N, (k=12),N_ (ae [— 1,1]) (4.25) oz

fonksiyonlari i¢in norumlasdirici katsayilaridirlar.
(4.21),(4.23) ve (4.26) ifadelerini (4.20)’deki yerlerine koyarsak ve

(4.25)’deki goa(,u) fonksiyonunun

Jo.udu=1, & =D, (u)+5,=0 @27
¢;§itliklerini sagladlgml goz oniine alirsak asagidaki denklemi alinz:

A, ( )
Jd Jdﬂ ” exp( + VU, (v, (V) +

B
2 da
+Y dt(’) exp(g + Ly, (v, )+

i,j=1

+ SO{ [da j dBA (1) exp% + %)wpﬁ W1 =280 — ]+
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+ 34, e+ vp, Wl1-25)0 -] }-

7, {J docj dpf, N, A, (t)exp( ﬂ).UQD L)+ (4.28)

+ z f.N.a, (t)exp( g, (1) }
* {J.da'J.dﬂfa,Na,Ka,ﬁ (t) eXp(E)V(Pp )+

+ Zf Na,,(f)exp( )V% V) }

J.l=1
Bu (4.28) denklemmm her iki tarafini sirasiyla

g, (e P, v). ¢ o, (1),

_y
e A ' (V) ile garparsak ve U,V € [— 1,1] degiskenlerine gore integral alirsak
(4.25) fonksiyonlarinin ortogonal olduklarindan
dA (1) S,(1-28,
o + of )JAaﬁ(t)Zaa sinh (— ——)
dt 2aN,

211

=2 j A5 (OA Ly () fy fyN N ydo'dp’. (4.29)

-1-1

dak[(t) S,(1-28,) 11
T 2aN. ; a,(n2eo, smh|: ( o 06,)]

:—Zf f N.N.a (t)a,(1)
/y i,j=1
denklemini elde ederiz.
(4.21) fonksiyonu (4.18) sartlarini saglayacagindan
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sinh| . (l + [13)
: = o(a—P), 4.30
aﬁ( ) o+ ﬁ 2 2\ , ( ﬂ) ( )
: smh(—) i=
a,(T)=14a N o, (4.30)

0,i #k,i,k=12.
esitliklerini elde ederiz. Dogrudan dogruya gosterilebilir ki
[ -1
4a’N

— k

akk(t)_ (T_t) (N fodc) R 2a s 431
o, sinh( A ) (4.31)
k

a, (£)=0,i % k,i,k=1,2
fonksiyonlari (4.29) sisteminin ikinci denklemi igin Cauchy probleminin ¢dzimiidiir.
(4.29) sisteminin birinci denklemi i¢in (4.30) Cauchy probleminin ¢dziimiinii

A, ()=C (18— )., fel-11] (4.32) seklinde
yazacagiz. (4.32) fonksiyonunu (4.29) sisteminin birinci denklemindeki yerine koyarsak
ve elde edilen denklemin her iki tarafindan ﬁ € [— 1,1] degiskenine gore integral

alirsak C o (t ) bilinmeyenine gore asagidaki integrO-diferensiyel denklemini aliriz:

2all) SO 6 papsin at .~ B -

dt aNn
4q° ‘
= TfaNaCaa (I)J.fﬂ B ﬂﬁ (t)dﬁ (433)
-1
(4.32) ve (4.30) esitliklerini inceleyerek gosterilebilir ki (4.33) denklemini
.2
o s1nh(—a)
C (T=—% gel-11 (4.34)
oT) 4a’N, [-1.1]

sart1 ile birlikte ¢cozmek gerekir.
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(4.33) denklemi lineer olmayan integro-diferensiyel denklemdir ve onun sol tarafi
CM (I),(OCE [— l,lb bilinmeyenine gore lineerdir hem de integral igindeki
¢ekirdek

of3 sinh|:a(l — l)]

o p
degiskenleri ayrilabilendir. Degiskenleri ayrilabilen ¢ekirdekli integral denklemler
teorisine dayanarak [1,2] bu (4.33),(4.34) Cauchy probleminin yaklasik ¢oziimi
bulunabilir. Bdylece K (x,/,t,y,v,t) fonksiyonu bulunur. Bundan sonra

(4.15),(4.17) ve (4.19) esitliklerinden (I)(x, MU, t ) fonksiyonunu bulmaya ¢alisacagiz.
(I)(X NN ) fonksiyonunu bulmak i¢in (3.9) ve (4.14) esitlikleri yardimiyla asagidaki

denklemi yazabiliriz:

ORCL) | IPELD) gy 1y 1)+, [ (o' ) +
ot ox -

aIZ ~ . ! iy ) — ’ —
+ j{uE—K(x,y,t) +8, [ R (x, 10, 5,0)du }g(y)dy =
G -1

1 e N
w [FR)®(x,0)dx [ f(7)K (7,%,0)dy. (439)
G G
Bu denklemin ¢6ziimiinii
O 11.0) = [, (0, (1o + ¥, (0 g (1) 30

seklinde arayacagiz. Buradaki @ (Hae [— l,lb,q)a (t)(i=1,2) bilinmeyen
katsayilari (4.19) geregince

@, (T)=0(ce [-L1]),®, (T)=0(=12) (4.37)
saglamalidirlar. Buradan ve (4.24)’den

a 1

Jdx [ f (e, )@ (x, 1, 1) = 4.38)
-a -l

=2a{jfaNa<I>a(l‘)da+ SN, (r)}
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yi alinz. (4.36) ve (4.21) fonksiyonlarimi (4.35) denklemindeki yerlerine koyarsak ve
(4.26), (4.32) , (4.38) esitliklerini ve (‘U),QD (‘LL) fonksiyonlarinin da (4.22)

probleminin 6z fonksiyonlari olduklarini goz oniine alirsak

dD () S,1-25) [ 11
a‘;‘t( ) + (aN ){:[[(Dﬁ (0) +4aCy (g, N, hﬁsm\{a(a —B):|dﬂ +

o
J

+ i[q)a, (t)+4aN g, a, (t)]ococj sinh{a(é - ocL)] 1=

= 27“ N_f.C. (t){ [ £,@,(0)ap + 2 f,N®, (t)}, (4.39)

d®, () S§,(1-25)] o
dt + (aM ){[[q)p(t)+4aqm(f)gﬁNﬁ]ﬁogsmi{a(ak_ﬁ)]dﬁ+

+ 221 [CD%_ (1) +4ag, Na, (t)h o, smh|:a(— — —)] }=

20 0f N [18,0,00p+ 51,80, 0

denklem sistemini elde ederiz.
Demek (4.36) fonksiyonunun katsayilar olan

@, (1), (ae [ L)@, (1),(k=12)

fonksiyonlar1  (4.39) integro-diferensiyel denklem sisteminden ve (4.37) baglangic
sartlarindan belirtile bilirler.
Simdi de (4.15) sisteminin son denklemini agik bir sekilde yazallm

dZI( ) + ‘[dxj.g(x ‘u){u— - O(x,u,t)+S J.(I)(x ,LL t)du }d‘u -

:@{ j dx j 1 (x, )@(x, ,u,t)du} .

(I)()C NN ) fonksiyonunun (4.36) seklinde oldugunu g6z 6niine alirsak
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n(t)=25,(1-25,) j { j j g, @, (1)dp sinh%dadﬁ +
g, P, (Do, sinh (@, —a)a + (4.40)

o,

_j[gﬁcp (1)-g, @, (1)|Ba, sinh (% = P)a ﬁ —Pa 45 Yt -

o,

-]
t
eslthglm elde ederiz.

M-

+

1

+

bl il
iM~ %

Q

{j f.N® (T)d(x+2f N®, (1) }dr

-1

5. PARCACIKLARI TASIMA ISLERi OPTIMiZASYONUNDA
SENTEZ YONETIMIi

Ilkénce S [l ,l//] fonksiyonunu bagka bir sekilde yazalim. Bu nedenle
1/7(x,u,t) fonksiyonunu (4.25) 6z fonksiyonlarma goére acalim:

W(X,‘U,t) :W(xa.uat) - g(X,‘U) =
= [y - g Jexp(= 5. (w)der + 6.1)
+ 3., -, Jexp= 3, 0., ().

Bunu ve (4.21), (4.36) fonksiyonlarim1 (3.11)’deki yerlerine koyarsak ve (4.31), (4.32)
esitliklerini gz Oniine alarak bazi islemleri yaparsak S [l ,l//] icin asagidaki ifadeyi

aliriz:

Sy =44’ { [Nn:C, 0w, ) -g, [ da+
+ Z“aﬁ ONy, () -g, [ I+ 2a{J®a Olw, ) - g, IN do+
+3.0, 0y, 0-g, W, Fn@ 52
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Burada C . (1), a (t), (t) (4.33), (431) ve (4.40) esitlikleriyle belirtilirler,
(I)a (), (ae [— 1,1]);(1305’ (t),(i =1,2) fonksiyonlar ise (4.37), (4.39) Cauchy

probleminin
¢Oziimiidiir.

(5.2) fonksiyonunun gradyant: olan l//* (x NN ) fonksiyonu (4.12) formiiliine gore
asagidaki sekilde gosterilebilir:

w*<x,u,t>=4a{ [e"“N,ly, () - g,1C..()up, (w)da +

3Ny, 0-g, b 0Ou, @ I+

1 N 2 X

+ [, ()¢ up, (wda+ Y D, (e g, (1) 53
—1 i=1

Optimal yonetim M(l ) ise (3.3) formiiliine gore I/J(x NN ) fonksiyonunun

yardimiyla belirtilebilen bir fonksiyondur. Gergekten (3.3) ve (5.3) formiillerinden
asagidaki esitligi alirz:

u@:_“;{ | Ji,,Nj,Cm(t)[waa)—ga]da@/;Nfaﬁ(r)[wq 0-g, ]}—

- %{Jfazva@amda LY LN, <t>} 54

Simdi de (5.1)’den
Jex[ly o 0.0) = g ) g, (= 20rsinh( N, by, (0 - 2,
ae[-11]

fax [l e, 11,0) — ge, ) g, (el =20, sinn()V y, (0-g,] .
i=12

esitliklerini elde ederiz. Bu son formiillerden ve (5.4)’den
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u(t) =[x [ R(u, 0 (e, 1, 0)dp + (1) 5:5)

—a -1

esitligini aliriz. Burada

2 1 C
R(u,t)=—2a Jf“N“ “‘Xa(t) uo, (wdo +
" arsinh(—)
(04
2 Na,
+2Mu(p% (u) } (5.6)

P . a
"o sinh(—)
.

1

5@)=—§{]fazvﬂ>a<r>da+ifaiN,-<I>a,. <t>}—

~ fax [ R(u.0g(x, )

diir. Iste (5.5) ve (5.6) formiilleri (4.1) pargaciklart tasima denklemi icin (4.4)
kuadratik fonksiyonunun minimizasyonu problemindeki optimal yOnetimin istenen
sentezini belirtmektedirler.
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