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1. Minimum Enerji ile Yonetim Probleminin Tanimi. Kabul edelim ki bir
yonetim siireci asagidaki

I p

L[x] o x4 g 2, (Ox" " = f(Ou(t) +| ﬁ M (t,5)x" (s)ds (D

i=1 0 i=0
Fredholm tipindeki lineer integro-diferensiyel denklemi ve
x()=a,, x(t,) = a,,...x(t,) =a, 2
gibi smir sartlan ile tanimlaniyor. Burada | bir parametredir, p, (¢), f'(¢), M, (t,s) - verilen
fonksiyonlardir, 0 £t £ LOE s £ L0 £¢, <t, <..<t,, <t, £1 dicu@)] 1*[0,1]-
kabul edilebilir yonetim fonksiyonlaridir.
Minimum enerji ile yonetim problemi asagidaki sekilde tanimlaniyor.
Kabul edelim ki [0,1] arahiginda yine bir {t i},i =1,..., n, noktalar1 verilmistir:
0£t, <t,<..<t , <t =1, vebu noktalarda asagidaki
xt,)=b,xt,)=b,,..,xt,)=b, 3)
sartlar gosterilmistir. Kabul edilebilir (1)1 L* [0,1] yonetim fonksiyonlarmnin arasinda

oyle bir 4 =u°(¢r) fonksiyonunu bulmak gerekir ki ona karsilik gelen ve (1), (2) simr
probleminin ¢6ziimii olan x = x(t) fonksiyonu (3) sartlarini saglasin ve aym1 zamanda

=

2foa]

1
o = O (6)dr =min (4)
0

fonksiyonu en kiiciik degere sahip olsun.

2. Smmir Probleminin Coziimii hakkinda. (1), (2) sir Probleminin ¢éziimiinii
bulmak i¢in [1] eserinde gosterilen yontemleri uygulayacagiz.

Eger p, ()1 C[0,1] ise
Llx]=0 (5)
n-inci mertebeden lineer diferensiyel denkleminin [0,1] araliginda lineer bagimsiz
x,(8),x,(2),...,x, (¢) ¢oziimleri, yani baz ¢oziimleri vardir. Bu baz ¢éziimlere karsilik
gelen W[s] Wronski determinantini agagidaki sembolle gosterelim:
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R ) IR ) I ,X, ()
W[s] _ XX ), XP(S ), ,x%(s) . ©

-1 -2 -1
x" D (8), x5 (8)0s UV ()
W[s] determinantinin i — inci  x{""(s),x{""(s),..., x""(s) satirmnm yerme (5)
denkleminin x,(#),x,(?),..., X, (t) baz ¢oziimlerinden olusan satir1 koyarsak yeni bir
determinant elde ederiz. Bu determinant1 W, [t , S] ile gosterelim. O zaman

X,(8), X, (8) e , X, ()

X 2(5), X872 (8),00ns XD ()

W [t,5] =[x, (6), %, (s Jx () | FT L 2en )
RN ) IS ) IO ,x(s)
XD (8), x5 2 (8), x5
olur.
Simdi asagidaki Cauchy fonksiyonlarini ele alalim:
K (t,) =w ' [s]w,[t.s], i=12,m - (8)
Kolayca gostermek olur ki (6) — (8) formiilleri yardimiyla tanimlanan Cauchy
fonksiyonlar1
KO (s,5)= ) TP bBe ©9)
10,7t i- lise,j=0,,.,n-1
esitliklerini saglamaktadirlar.
Simdi de (1),(2) sinir probleminin ézel fonksiyonlarini inceleyelim [1]:
j.@®= D' XD, (8),i =1,2,...,n. (10)
Burada
X, (8), %5 (8] )y ,x,(2)
D= X, (), %5 (85 )5eeeees X, (2,) 1 (11)

xl (tn )7 x2 (tn )7 """ H xn (tn )
dir, D,(¢),i =1,2,...,n, ise D determinantinin i — inci x,(Z,),x,(Z,),...., x, (¢;)

satirinin yerine (5) denkleminin x, (¢ ),x, (¢ ),...,x, (¢t ) baz ¢dziimlerinden olusan
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satir1 koyduktan sonra meydana gelen determinanttur.
Yukaridaki (10) esitliklerinden

= j,ise

iLi
i (t)=d, =g (12)
1) =4, 10,i1 j,ise
olduklar1 kolayca gdsterilebilir. Burada di/' - Kronecker semboludur.
Simdi (1),(2) probleminin ¢6ziimiini
M 1
M) =@ ¢ O+ K, (t.5)F ()ds (13)
k=1 0

seklinde yazalm. Burada | ,(¢),k =1,2,..,n, (1),(2) smr probleminin (10)
formiilleri ile tanimlanan 6zel fonksiyonlaridir, K (¢,s) ise Cauchy’nin n-inci

fonksiyonudur, ¢,,c,,...,C, -

n

bilinmeyen sabitlerdir, F (¢#) sembolu ile (1) integro-
diferensiyel denkleminin sag tarafi gosterilmistir:

F(0) = f(O)u(t) +] lcﬁ M (t,5)x" (s)ds. (14)

0 i=0
x(t) fonksiyonunu (13)‘ten (14) esitligindeki yerine koyarsak F (¢) bilinmeyen
fonksiyonuna gore asagidaki Fredholm integral denklemini aliriz:

F@) = fu()+1 é ca, )+l éji(t,s)F (s)ds - (15)
Burada . 0
a, ()= één. M,(tt) Pt)dt k=12,.,n, (16)
dir, "
H(t,s) = éﬁ M, (t,t)K Dt )dt (17)
0 i=0

ise (15) Fredholm integral denkleminin Cekirdegidir.

Kabul edelim ki | sayis1 (17) esitligi ile belirtilen H(¢,s) gekirdeginin Oz
Degeri degildir ve R(z,s,| ) fonksiyonu ise bu ¢ekirdegin Resolventidir. O zaman
(14) Fredholm integral denkleminin ¢6zliimiinii asagidaki sekilde yazabiliriz:

F() = f(0u(t)+] 8 ca, (0 +] QR ST (Suls) +1 8 ca, () s
k=1 0 e k=1 u
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Buradan da
F () = f(©)u(t)+] 5_ c, b, )+ lc‘)R(t,s,l ) (s)u(s)ds (18)
k=1 0
esitlgini elde ederiz. Burada
b, (0)=a, )+l 1c‘)R(t,s,l a, (s)ds,k=12,...n (19)
0

dir, a, (¢), k =1,2,...,n, fonksiyonlariise (16) esitlikleri ile gosterilmislerdir.

F (¢) fonksiyonunu (18)’ den (13) esitligindeki yerine koyarsak (1), (2) sir
probleminin ¢6ziimiinii asagidaki sekilde yazabiliriz:

x(t) = é 0, + lc‘Qn &, 1) f@ ut )dt - (20)
Burada . 0
g9, =] ,(®)+I] lc‘)Kn(t,s)bk(s)a’s 21
dir ve '
O,@t,1)=K,(@t)+] é‘j{ (t,9)R(s,t,1 )ds (22)
0
dir.

Simdi (20) — (22) formiilleri ile belirtilen x(¢) fonksiyonunu (2) sinir sartlarindaki

yerlerine koyarsak ve (12) esitliklerini géz Oniline alirsak asagidaki lineer denklem
sistemini elde ederiz:

a @, +1De, =a,- 0,(1).i=12,..n. (23)

k=1

Burada d " Kronecker semboludur, D & asagida verilmistir:
D, = lc‘)Kn ;,,s)b, (s)ds,i,k =12,....,n>
b,(),k=12,..,n, fonksiy((;nlarl ise (19) esitlikleri ile belirtilmislerdir,
0,(0)= l(\ﬁ (t:,5,1) f(s)u(s)ds
0

dir. Buradaki Q, (Z,s,| ) fonksiyonu (22) formiilii ile verilmistir.
Kabul edelim ki w = {(dik +1D, )}:’ , Mmatrisinin determinant1 detw * 0 dur, yani

-1 .. .. e . . .
W " ters matrisi vardir. Bu matrisin k-inc1 satirt ve j-inci kolonunun kesigmesinde
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yerlesen terimini Wy ile gosterelim. O zaman (23) lineer denklem sisteminin
¢Ozlimiinii asagidaki sekilde yazabiliriz:
I3
co=ala-0,0)w, k=12, ,n
j=
Simdi bu ¢, degerlerini (20) ‘deki yerlerine koyarsak (1),(2) sinir probleminin
¢Ozlimiinii asagidaki sekle doniistiiriiriiz:

X0 = & a0+ (2, (Lt 1)/ utt )t -

i,krl 1
- AW, g, (R, (1,81 SO )ut )dt . (24)
Jsk=1 0

3. Smmr Problemindeki Optimal Yonetim Diizenlemesi hakkinda.
Yukarida (1),(2) smir probleminin ¢oziimii (24) seklinde oldugu ispatlanmistir ve

g,(,0,(t,s,| ) fonksiyonlarimn da (21),(22) formiilleri yardimiyla tanimlandiklari
gosterilmistir. Simdi de gosterelim ki (4) sartin1 ve ayni zamanda (3) smnur sartlarini
saglayan bir yonetim fonksiyonu u(r)T L? [0,1] vardir.

Bu amagla (24) esitligi ile belirtilen x(¢) fonksiyonunu (3) sartlarindaki yerlerine
koyalm. O zaman

b, - égk(ti)ajwkj =

i,k=1
N g U
=g .sl)- ag, w0, (s )gf (s)u(s)ds (25)
ol Jok=1

denklem sistemini elde ederiz. Ilerideki hesaplamalarda kolaylik saglamak icin

A4,= b~ @9, )aw,,i=12,..n,

ik=1
hi(s,) = }Q,, (s, ) 80,6, W,0, (15,1 )Ef(s» i=12,.,n (26)
i jik=1
sembollerini kullanalim. O zaman (25) denklem sistemini
é‘j@.(s,l Yu(s)ds = A,,i =1,2,...,n 27
sekilde ,veya kisaca 0
(hu) = 4,,i=12,...,n (28)
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seklinde de yazabiliriz. Burada (*,*) sembolu £*[0,1] Hilbert uzayinda (27) esitliginin
sol tarafi seklinde tanimlanan Skaler Carpimdir.

Simdi X, ,X,,...,X
formiilleri ile belirtilmis olsunlar.

- keyfi reel sayilar ve h,,h,,...,h, fonksiyonlar: ise (26)

n

h =@ xh, (29)

i=1

seklinde olup da [? [0,1] uzayinda bulunan Lineer Kombinezon’larin ciimlesini H 0
ile gosterelim. Kolayca gosterile bilir ki H 0 uzayr [’ [0,1] uzayinyn bir Altuzay’idir
[2,3] .0 zaman her »1 [? [0,1] elemanini tek anlamda

u=h+ghl Hg™ H (30)
seklinde yazmak olur. Hem de

o = 1" + el 31

dir[2,3]. (28) ve (30) ifadelerinden

(h,,u) =(hh),i=12,..,n

esitliklerini aliriz. Burada u elemammnin g bileseni u elemanmin (28) esitliklerini
saglamasma higbir etki yapamaz, ama (31)’den gordiigiimiz gibi g bileseni u
elemaninin normunun bilyiimesine etki yapa bilir.

Demek minimum enerji ile yonetim probleminin ¢dziimii » =u°(f), eger varsa,
H° uzayina aittir ve (29) formiili, yani
u’= §xh (32)
formiilii seklinde gosterile bilir.
H° uzaymin (32) seklindeki elemaninin (28) sartlarini  sagladigindan
X = (X;,X,,...,X, ) vektorii
Mx =4 (33)

matris denkleminin ¢6ziimiidiir. Burada M = {(hi ,h ; )} - bilinen matristir.

i,j
Gozle goriiliir ki (33) denkleminin bir tek ¢oziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter
sart {h,_ @1 )},i =1,2,...,n fonksiyonlarinin [0,1] araliginda lineer bagimsiz olmalaridir.

Boylece agagidaki teorem 1spatlanmustir.
Teorem 1. Kabul edelim ki :
1) pi(z‘),f(z‘),Mi(l‘,s)T CD),(D=EtELOESED);

2) | - parametresi (15) Fredholm integral denkleminin ¢ekirdegi olan H(t,s)
fonksiyonunun 6z degeri degildir ;
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3) (11) formiilii ile belirtilen D determinant1 ve (23) denklem sistemindeki
bilinmeyenlerin katsayilarindan olusan W matrisinin determinanti sifirdan farklidirlar.
O zaman her verilen (a,,a,,...,a,) ve (b,,b,,...,b,) vektorleri igin (2),(3) ve

(4) sartlarini saglayan (1) integro-diferensiyel denkleminin ¢6ziimiiniin , yani minimum
enerji ile yonetim probleminin ¢dzlimiiniin varliginin ve tekliginin gerek ve yeter sarti
[0,1] arah@inda {hl_ (@, )},i =1,2,...,n fonksiyonlarinin lineer bagimsiz olmalaridir.

4. Cauchy Problemindeki Minimum Enerji ile Yonetim hakkinda.
Simdi (1) lineer integro-diferensiyel denklem igin Cauchy problemini inceleyelim.
Diyelim ki

x(0) =a,,x%0)=a,,...x" " (0)=a, (34)

sartlar1 verilmis olsun. Bu (1),(34) Caushy probleminin ¢dziimii agagidaki gibidir [1] :
x(t) = Q a,K ,(t.0) + (K, (t,5)F (s)ds - (35)
J=l 0

Burada F(7) (14) formiilii ile verilmistir, K (z,s), j =1,2,...,n ise (5) denklemi i¢in
Cauchy fonksiyonlaridirlar ve (8) formiilleri ile tanimlanmiglandir.

Eger (35) fonksiyonunu (14)° teki yerine koyarsak, F (¢) fonksiyonu igin

F()= fu)+1 & a;/.lc‘ﬁ" (t,5)K " (5,0)ds +

Jj=l1 0 i=0
s »
+1 OCA M, (6,5)K (5,0 )F (t )dtds (36)
00 =0

integral denklemini aliriz.

I p

&,(1)= A M, (9K (s,0)ds, j =1.2,....n,

0 i=0
I jn
H(tt) =AM, (t,9)K? (st )ds (37)
t i=0

dir. O zaman (36) integral denklemini asagidaki Fredholm integral denklemi seklinde
yazabiliriz:

F (1) = f()u(r) +! é" ad )+ F(LF )t . (38)

Burada F (¢) bilinmeyen bir fonksiyondur. Kabul edelim ki | say1st (37) eitligi ile belirti-

len H (¢,t) cekirdeginin 6z degeri degildir, R (z,t ,1 ) fonksiyonu ise bu ¢ekirdege karsilik
gelen Resolvent’tir. O zaman (38) denkleminin ¢6ziimiinii agagidaki gibi yazabiliriz:
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n A 1 )
FO) =1 a ajgﬁj(t)ﬂ Rt 1)a, (¢ )t 3+
e 0 0

jo

+ f(Ou(t)+1 QR4 ) fE)utt )dt

veya
F@)=I é a‘,H,(t) + f(Ou() +1 (‘ﬁ(t,t L) F udt )dt - (39)
Burada g '

b, (1) =8, () +] QR(t,s,1 )&, (s)ds,k =12,...,n

dir. Eger (39) formiilii yardimiyla belirtilen F (¢) fonksiyonunu (35)° teki yerine

kondurursak
x(t) = é a, K, (t,0)+ K, (t.s)f | éfl ab (s)+
+ f(s)u(s) +1 d?(s,t ) (0 u(t )dt }ds
yi veya

x(t):gaj‘:,Kj(tao)-"l Ic‘}’(,,(t,s)gj(S)dSE"'
TS 0
+ 0K, (1,9) f (s)u(s)ds + (40)

t 1
1O, (AR ) S @ )utt )dtds
0 0
esitligini aliriz.
K,(t,0)+1 0K, (t,9)b,(s)ds =G (1)
0
dersek (40) esitligi

X0 = 8 8,00+ K, (9 (u(s)ds +

+1 OK (t,5)OR(s.t,1 ) f @ )utt dtds (41)

esitligine doniisiir.
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5. Cauchy Problemi icin Minimum Enerji ile Yonetim. Kabul edelim ki
[0,1] araliginin sag ucunda, yani ¢ =1 noktasinda
x(1) = b, x€1) =b,,...,x""(1)=b, (42)

sartlar1 gosterilmistir. Buradaki minimum enerji ile ydnetim problemini asagidaki
sekilde tanimlaya biliriz:

u()1 L?[01] kabul edilebilir yonetim fonksiyonlarinin arasmnda dyle bir u = u°(¢)

yonetim fonksiyonunu bulmak gerekir ki ona karsilik gelen (1), (34) Cauchy
probleminin ¢dziimii olan ve (41) formiilii ile verilen x = x(¢) fonksiyonu (42)

sartlarini saglasin hem de ayn1 zamanda (4) fonksiyonu en kiigiik degere sahip olsun.

Gereken ifadeleri elde etmek igin (41) esitliginin her iki tarafindan (n-1) — inci
mertebeden tiirevlerini bulduktan sonra K, (¢,) ¢ in, yani Cauchy fonksiyonlarinn (9)
esitlikleriyle verilen 6zelliklerini géz oniine alirsak, asagidaki esitliklere sahip oluruz:

YO0y = 8 a, GO0+ K (5) £ (s)u(s)ds +
Jj=1 0

t 1
+ KD )Rt L) fE ut)dtdss i =1,2,,n- 1.
0 0

Buradan ve (41), (42) esitliklerinden

~ 1

b~ & a,@ ()= (L) S (huls)ds +
Jj=1

0

1 1
KT Ls) QR ) £ utt dtdss i =1,2,...,m
0 0

veya
~ 'é o ~ u
A = (‘ﬁK:l-l)(l,S) +1 OK,(Z"”(I,'[ YR(t,s,1 )dt gf (s)u(s)ds (43)
0& 0 a

esitliklerini elde ederiz. Burada

A4, =b, -

1 1

a}_g;i'”a), i=12,.,n

QJO:

J

dir. Simdi
-~ _é r N 0 .
hi(s,1) = &K U0 (1s) +1 QKEDLORE 5,1 )t f (5)> 1 =120
é 0 1]

alirsak (43) esitliklerini asagidaki integral esitlikleri seklinde yaza biliriz:
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! ~ ~
O (s, Ju(s)ds = 4,, 1=12,...n (44)
0
Yukaridaki (44) sartlarini
(hou)y=A ., i=12,..,n (45)

~ 1
gibi Moment esitlikleri seklinde de yaza biliriz. Burada (4,,u) = (‘j/N,l (5,1 Yu(s)ds -
0
I’ [0,1] Hilbert uzayindaki Skaler Carpimdir.

Yukarida 3. Madde’deki diisiincelere benzer sekilde buradaki (1),(34) Cauchy
problemi i¢in de minimum enerji ile yonetimi bulabiliriz. Boylece asagidaki teorem
ispatlanmugtir.

Teorem 2. Kabul edelim ki:

1) pi(t),f(l),Mi(Z,s)T CD),(D=OEL£tELOESED));

2) | - parametresi (38) Fredholm integral denkleminin ¢ekirdegi olan H (¢, s)
fonksiyonunun 6z degeri degildir;

O zaman her verilen (a,,a,,...,a,) ve (b;,b,,...,b,) vektorleri iin (34), (40) ve

(4) sartlarim saglayan (1) integro-diferensiyel denkleminin ¢6zlimiiniin , yani minimum
enerji ile yonetim probleminin ¢dziimiiniin varliginin ve tekliginin gerek ve yeter sarti

[0,1] araliginda {}71 (1 )},i =1,2,...,n fonksiyonlarinin lineer bagimsiz olmalandir.
Bu halde yukaridaki (45) moment denklem sisteminin ¢éziimii

X h;

) Q)Ox

u =

gibidir. Burada X = (X,,X,,....X, ) vektorii

Mx =4
matris denkleminin ¢oziimiidiir,

M = {(}N’, > }7/' )}:l,j:l

matrisi ise bilinen matristir.
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