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GIRiS
Kabul edelim ki G bolgesi N> e aittir ve M(x,y,z) € G degisken noktadir.
9=(9,9,,9,) birim hz vektoridir. 9 €Q (burada Q-birim kiiredir).

w(M, g ,t) t-aninda M noktasinda bulunan g hizina sahip aerosollerin yogunlugu
olsun. Yine kabul edelim ki, G ¢evresinin M o hoktasinda Q, kuvvete sahip aerosol

kaynaklar1 mevcuttur. Difiizyon katsayisin1 D ile gosterelim. To -aerosol parcaciklarinin
yasam siiresi olsun. M€ G noktasinda bulunan ve &% € Q hizina sahip aerosol

pargaciklarinin bu noktada carpisma neticesindeg € Q hizina sahip olmasi ihtimali

W(M, g, gl) olsun. O zaman G gevresinde aerosol par¢aciklarmin dagilimmi belirten

v(M ,g,t) yogunlugu [1, 2],

W = div(DgradV’)—TiW(M A D+QEM =M+
0

1 L _
+fJQW(M1’3"91)‘//(M5191»t)d191 (1.1)

difiizyon denklemi ile tanimlanabilir. Burada (M — M) -Dirac fonksiyonudur.

Belirli bir zaman siirecinden sonra ¢evrede M, noktasindaki aerosol kaynaklari

nedeniyle meydana gelen kirlenme (1.1) e karsilik zamandan bagimsiz,
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div(Dgrad ) —Tiy/(lvl . +Q,6(M —M,)

0
1 ~ - -
+ﬁJ.QW(M,8,191)1//(M,191)d191 =0 (1.2)

integro-diferansiyel denklemi ile tanimlanabilir.
Eger ) birim kiiresi elemani gz( 9,%,,9;) birim vektoriinii kiiresel

koordinatlar ile degistirirsek;

9 =SinéCosn, &, =SinéSiny, 4, =Cosb (1.3)

ve WM, ,9,) /T,=A, /4 7 kabul edersek (1.2) denklemi asagidaki

div(Dgrad )~y (M.7,0) + Q6(M —M,) *

0
ﬂ] 27 V3 .
Ejom,jy/(lvl,77,491)s|n¢910|91 =0 (1.4)
0 0

zamandan bagimsiz denklemine doniisiir.

1. Difiizyon katsayis1 D sabit halinde difiizyon denkleminin ¢6ziimii:
Hesaplamalart kolaylastirmak i¢in kabul edelim ki ,G c¢evresinde difiizyon
hareketleri x,y,77 den bagimsizdir ve z€ (-00,+0), Cos@ = u €[-1,+1], D sabittir.

Bunlar1 g6z oniinde tutarsak ve z nin yerine x i koyarsak (1.4) asagidaki denkleme
doniisiir:

OCw(X, 1) A
ow(X, 1) = % + [w (6 9dg+Q5(x—x,) (1.5)
-1
1 A, Q .. B .
Burada g0 =——, A=—, Q=—=- dir. (1.5) de X=X, noktasinda integral
T,D D D
alinirsa,
X0+§ aw aw /1 1 X0+E
o X =—— - + = X, $)dxd 9 +
J‘EV/d OX Xo*% OX Xo*% 2 J‘I J.L//( ) Q
XO_E X -

elde edilir. Simdi & —> 0 igin limit alinirsa,
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oy oy

ox " ox

bulunur. Bu nedenle simdi bizim iki bélgemiz - 00 <x < X, ve Xo < x<+00 dir. Bu bolgelerde

. +Q=0 (16)

bulunan iki ¢dziimiimiiz {/_ ve /. ve bunlara karsilik iki problemimiz olur.

o’y A
—F oy, += |y, (x,$HdI=0 (1.7)
pomiald 2_flw_( )
v,=0,X—>0w ise ¥ =0, X—> -0 ise (1.8)

Bu iki ¢6ziimii birbirine baglamak i¢in (1.6) dan

oy, Oy
27 10=0 (1.9)
OX OX Q

X = X, noktasinda sartini saglariz. Coziimiin (-00,400) bdlgesinin her noktasinda
siireklilik sart1 su sekildedir:

¥, =W_ ,x=Xnoktasinda (1.10)
(1.7) deki (X, ) yii asagidaki sekilde arayalim:

y(Xp1) =, (e (1.11)
Eger (1.11) ifadesini (1.7) de yerine yazarsak,

1
@ -0, +% [ 0. (Hd8=0 (112)
|

elde ederiz. Bilinmeyen ¢, (1) fonksiyonuna,

1
[o.Gdu=1 (1.13)
-1

norm baglama sartin1 yazalim. O zaman (1.12) den a’*+o igin

Y
S 1.14
9. (1) o o)) (1.14)

yi aliriz. (1.14) ifadesini (1.13) de ki yerine yazarsak,

a,=tJo-1 (1.15)
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y1 elde ederiz. Burada kabul edilmistir ki > A dir. Yani a, € R dir. Simdi (1.7)

integro-diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri su sekilde yazilabilir:
sy (X, u4)=Chp, (e " (L16)
Burada C, ve C, keyfi sabitlerdir. Eger (1.16) y1 (1.9) da yerine yazarsak,

Cw, (1)(No=21)-Chp, (1) Vo =4 +Q=0 (1.17)

elde ederiz. Eger (1.16) ifadesini (1.10) da yerine yazarsak,

Co, (11)=C,p, (1) (1.18)
yii elde ederiz. (1.17) ve (1.18) esitliklerinden,

—a;(X=X%g)

w.(x,u)=Cp, (n)e

Q
o—A

y1 aliriz. Simdi (1.5) integro-diferansiyel difiizyon denkleminin ¢6ziimiinii yazabiliriz.

{exp [Vo —A(X=Xy)], X = X,ise

1
@, (W)= o, (1) T C=GC=

(1.19)

Vo= Vo exp[—vo — A(X—X,)],X = X,ise

Boylece asagidaki teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 1. Eger diflizyon katsayist D = sabit > 0, o > A ise (1.5) integro-
diferensiyel difiizyon denkleminin (1.8)-(1.10) sartin1 saglayan ¢ozimii (1.19)
seklindedir. Boylece aerosol parcaciklarinin miktari,

jl ZW(Xa#)dXdN= \/%

dir.

Kolayca gorebiliriz ki , 0 < A oldugunda (1.5),(1.8)-(1.10) probleminin ¢dziimii
mevcut degildir. Ciinkii bu halde (1.15) in kokleri sifir veya sanaldir ve (1.19) ¢6ziimii
(1.8) sartin1 saglamaz.

2. Difiizyon katsayis1 D nin degisken halinde difiizyon denkleminin ¢6ziimii:

(1.1) veya (1.4) diflizyon denkleminde difiizyon katsayisi D yi degisken olarak
kabul edersek, yani

D( §) =D(%)=D(Cos#) = D(u) integro-diferensiyel difiizyon denklemi
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Div(D(Cos @) grad i - TLW(M,U,Q)+QI5(M -My) +

0
/1 2 V4
+ [dn, [w(M,n,,6,)Sin6,d6, =0
4z 5 0
denklemine, sonrada bazi sadelestirmelerin sonucunda,

621,//(X,,u) 1 A
D AV A il - = 2.1
() o : w(X, 1)+ 5 J.lt//(x,S)d.9+Q5(x X,) =0 (2.1)

Integro diferansiyel denklemine doniisiir. Buradan (1.7)-(1.10) a benzer bir
problem elde edilir.

CACYN IR A7
D(p)—"2 (o) += |y, (X, $)d 3 (2.2)
N A TOa _If“ )
w,=0,x>+0 ;=0 ,x—> -0 (2.3)
0 0
D) L= = D() L= +Q =0 . x=xy 2.4)
OX OX
v, (X, 1) =w_ (X, 1) , x=x,noktasinda (2.5
(2.2)~(2.5) probleminin ¢dziimiinii yine (1.11) seklinde gdsterecegiz. O zaman (2.4)
den,
D(p) 1 A |
( -— + = $HAI=0
e AORSS _jlfpa( )

1sonra (1.13) sartindan

a’ Lo’

(—=-D(w)e, (1) =

2.6
T, 2 20

y1 elde ederiz. Eger her e [—1 , 1] igin
2
i_ ~D(u) # 0 ise

0

_ia’la’ h 2.7
0. (1) == {TO D(ﬂ)} 2.7
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fonksiyonunu (2.6) denkleminin ¢dziimii olur. & parametresini belirtmek icin (2.7)
ifadesini (1.3) de yerine yazariz.

(@) A Ll a’ B
Aa)=1-Za* || =—-D du=0 (2.8)
5 jl T (1) | du

Bu denklemin kokleri @, a,,a;,...(Reay 2 0) ve B, B,, f;,...Re B, <0)
(2.2) nin 6zdegerleridir. Boylece (2.2)-(2.5) probleminin genel ¢dziimii:

v (1) =D Clp, (e "% x> x,
k

(X p) = . o (2.9)
y (%) =D Cip, (e " x<x,
k

dir. Burada C, ,C, keyfi sabitlerdir. (2.3) sartin1 saglamak igin (2.9) daki C, , C,
katsayilarini gerektigi sekilde belirtmek gerekir.

2
Eger -1< <1 ig¢in D(u)= ?I_— esitligi herhangi bir,ue[—l , 1] noktasinda
0

saglanabilirse (2.6) nin ¢oziimii (2.7) seklinde olmaz. Bu ¢oziim,

@, (1) = ’IZ P— ! +7(@)5(Z—~D(w) (2.10)
a 0
?_D(ﬂ)

seklinde olabilir. Burada P-Cauchy bas degeridir. O -Dirac genellestirilmis
fonksiyonudur. ¥(a”)-bilinmeyen keyfi fonksiyondur.

Simdi (2.1) denkleminin ¢6ziimiinii $6yle tanimlayabiliriz:

1
w, (X, 1) = Zczgpak (,u)e‘(x‘xﬂ’““ +J' A* (@, (lu)e—(x—xo)/ada’ X > X, ise 2.11)
k 0

1
v (% 1) =D .Clp, (u)e "' 4 j A (@)p, (e " dB,x < X, ise
i 0

Burada @, (), Py (&) (22) nin farkli zdegerlerine karsilik 6z

fonksiyonlaridir.
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Py, (w), Py (1) (pel-1,1)aclo,1]lxel[-1,1] (2.10) tipinde (2.2) nin
stirekli spektrine karsilik 6z fonksiyonlaridir. C; ,C,” bilinmeyen sabit katsayilaridir.

A" (@), A"(f) ise bilinmeyen fonksiyonlardir. Bunlar (2.3)-(2.5) sartlarindan
bulunabilirler.

(2.2)-(2.5) problemi ve onun ¢6ziimii (2.10) her D( & ) igin genel halde incelemek
oldukca zordur. Hesaplamalar1 kolaylastirmak i¢in difiizyon katsayist D( £ ) niin bazi

0zel hallerini inceleyelim:
Kabul edelim ki,

D(p)=p /Ty

dir. O zaman (2.10) ifadesini (1.13) de yerine yazarsak ¥(a”) yi buluruz:

y(a2)=1—/ﬁ°“2j de _, AT’ 1+l/a’
2 at-u 2 1-1/a?

Bu ifadeyi ve (2.12) yi (2.10) da yerlerine koyarsak siirekli 6zdeger spektrine
karsilik 6z fonksiyonlar ailesini, yani &, (¢)(a, p € [— 1,1]) i elde ederiz.

Eger (2.12) ve (2.7) yi (1.13) norm baglama sartina koyarsak;
ATa?, o’

In
2 a’ -1

1 =0 (2.13)

denklemini elde ederiz. (2.13) denkleminin dort adet kokii vardir [1].
a,a,(Rea, 20), B, B,(Re B; <0). Onun igin (2.11) de toplamlar,

2

DCiove D.C/

k=1 i=1

5]

seklinde olurlar. Diger terimler degismezler. Simdi burada (2.5) sartin1 uygularsak

1
C 0, (1) +C 0,0 (1) + [ A (@), (1)de = C o, (1)C 0
0

W)+ [A (B)p,(w)dp (2.14)

esitligini elde ederiz.(2.10) dan gorebiliriz ki ¢, (1), a ya gore gifttir. Bunun igin
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[A (B, (1)dp = [ A" (@)p, (1)da (2.15)

dir. Kolayca gorebiliriz ki (2.7) fonksiyonu ve (2.13) denkleminin sol tarafi & ya gore
cifttir. Dolayisiyla kabul edebiliriz ki,

al =pla; =B ve o, (w=p, (1) (*=12)

Buradan ve (2.14),(2.15) den

(€ -Co, (1) +(Cy =C))e,, (1) + I[N (@) - A (D)]p, (1w)da =0

buluruz. @, (4) . (k =1, 2) ve ¢, (1), (ae[-1,1]) 6z fonksiyonlart tam

oldugundan son esitlikten
C'=C/ =C,, C;=C,=C,, A A(l)=A(a)=A(a)

y1 elde ederiz. Buradan ve (2.11) den

2 1
v 6= Cop,, (e 7 + [ A@)p, (e 7 “dar . x2 %, (216)
k=1 0

2 0
V. (1) =D Cop, (e ™+ [ Aa)p, (w7 dar x2 X
k=1 -1

y1 buluruz. Kolayca gorebiliriz ki,
0 0
da da
[ACa)p, (===~ A@)p, (1)—
° a % a

dir. Bunu ve (2.12) yi gbz 6niine alirsak ve (2.16) ifadesini (2.4) esitliginde yazarsak,

] d
C(or =)0, (W) +Co (=, (1) -2 A, () * % =—QT, = 217)
ﬂl al 2 a2 0 o ’Ll

yii elde ederiz.

@, (1), @, (1), 0, (1), (x € [—1 , 1]) fonksiyonlari [-1, 1] araliginda £ ¢ekimi
ile ortogonaldirler [1, 2]. Yani,

1
[1o, (W, (wdu=Ns5, . ki=12..
|
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1
fﬂ% (W ()du=N,06, 45 , a.pel-1,1]
-1

Burada N, (k=1,2), N, a,f € [—1 , 1] norm baglama katsayilaridir. Bunun
icin (2.17) den

C, = QT, N/ &’CZ = QT N, /i’A(a) :_aQTO (2.18)
2 2 2 2 2N,
y1 elde ederiz. Burada,
1+i 1-i 1 ’
Ne=— N’=— N, = du, (2.19)
1 N, 2 N, K '[/U[(oak (,u)] H

1 2
N, =Iﬂ[§0ak (ﬂ)] de , k=12; pe[-11],
-1

9, ise a, ve B, icin af =i,9, =B ,a; =—i,9, = f; esitliklerini
sagliyor. Ciinkii burada AT;>1 kabul edilmistir (tahmin edilmistir). Bu durumda (2.13)

denkleminin sadece sanal kokleri vardir [2, 3, 4]. Kabul edelim ki,

QT 5 o [ _ & e
TO:Q,NE ?Osz,(k—l,Z)

dir. O zaman (2.18) ifadelerini (2.16) da yerine yazarsak

2 1
N —(X=Xg) /e a —(X=X,)/
ZQNkwak (lLl)e ( ! +IN_¢a(ﬂ)e ( ! daﬂx Z XO
0

) =1" o (2.20)
> QN @, (e % 4 | ;\l—afpa (w)e 7 “dar, x < X,
k=1 -1 Va

elde ederiz. Simdi (2.20) nin yardimu ile sonsuz ¢evrede aerosol siibstansinin madde
miktarini hesaplayabiliriz.

07 4Q AT, 9 ta?
X, p)dxdy =— (% -1+ QT, | —d 2.21
[ [w(x dxdu P +Q0£N a (221)

—1- a

dolayisiyla agagidaki teorem ispatlanmis oldu.
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Teorem 2. Eger difiizyon katsayist D(z) = ¢4/ T, ve AT, >1 ise ve tasimanin

denkleminin tiim spektrlerine (kesikli ve siirekli) 6z fonksiyonlarini g6z oniine alirsak
(2.1) denkleminin ¢oziimii (2.20) seklindedir. Bu ¢6ziim x = X, noktasindan her iki
tarafa simetrik ve tistel formu boyunca azaliyor. Aeorosol siibstansinin sonsuz ¢evredeki
madde miktar1 (2.21) formiilii ile belirtilir.

3. Difiizyon katsaysi iistel fonksiyon oldugu taktirde (2.1) denklemini ¢cozme:

Simdi kabul edelim ki,
D(u) = (1/T,)e™, (k>0) 3.1
dir. O zaman (2.7) nin yerine
AT, -
(/’a(ﬂ)=70a2[052 —e*k*‘]l (3.2)
i ve (2.13) denkleminin yerine de
AT 2 e
Aa)=1-AT, 2ok &=~ (33)
2 a’ —e

elde ederiz. (3.3) denklemi AT <1 halinde iki reel kdke (@, >0 , @, > —a,), AT;>1

oldugunda ise iki sanal koke (,, B, = —/3,) sahiptir.
Buradan ve (3.2) fonksiyonu & ya gore ¢ift oldugundan

Po, (1) =@, (1) ve @, (1) = @5 (1)

kesikli spektre kars1 6z fonksiyonlar elde ederiz.
Yukaridaki diisiincelerle AT >1 halinde (2.1) veya (2.2) denkleminin ve
(2.3),(2.5) sartlarmi saglayan ¢oziimii;

1
v. (%) =Cig, (e 7 + [ A@)p, (e 7 “da,x 2 x,
0
(3.4)

0
v (1) =Cyp, (e " + [ A=a)p, (e ™ “da,x < x,
-1

seklinde gosterebiliriz. Burada C; bilinmeyen sabit, A(a),(a €[-1,1)) bilinmeyen
fonksiyondur.

Simdi D( 1), (3.1) formiilii ile tanimlandig1 halde (3.4) ifadelerini (2.4) esitliginde
kullanirsak,
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] da T
Cop,, (1) ey + [ A, (10 = 162
0

yii buluruz.Eger (2.19) esitliklerinden faydalanirsak,

T,Qa ;
C, =% [ ek d
TV flﬂ @, (u)du
IO ! (3.5)
Al) = 224 [ ek duael-11
(@) 2N, Ilﬂ 0, (Wdu,a e[-11]

(3.4) ¢dziimiiniin katsayilarini buluruz. Eger AT, >1 ise problemimizin kesikli 6z

degerleri sadece sanal sayilardir (S, [,, f, =—/,).Bunun i¢in (2.1)-(2.5)
probleminin ¢6ziimii sadece asagidaki sekilde bulunabilir:

1
v, (6 ) = [ A@)p, (we ™ “da, x> ,
w(X, 1) = , (3.6)
v (%) = [ AC-a)p, (e “da, x < x,
-1

Burada A(ar) (3.5) formiillerinin ikincisi ile tanimlaniyor. Dolayisiyla asagidaki
teorem ispatlanmistir.

Teorem 3. Eger difiizyon katsayist D(g£) (3.1) ifadesi ile verilmis ise (2.1) difiizyon
denkleminin x = x, noktasindan iki tarafa simetrik ve {istel formu boyunca azalan ¢oziimii
AT, <1 halinde (3.4)-(3.5) formiilleri ile AT, >1 oldugu taktirde ise (3.6) formiiller belirilir

Bu ¢alismada diflizyon katsayist D(u)= g* /T, oldugu halde difiizyon denklemi
incelenmistir. Bu metodu kullanarak difiizyon denklemini bir ¢ok D( ) i¢in inceleyebiliriz.
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