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Известно [1, с.302], что качественная теория дифференциальных уравнений 
изучает такие свойства решений, как колебательность, устойчивость и т.п., не 
связанные с их конкретным аналитическим выражением. Это относится и к 
качественной теории интегро-дифференциальных уравнений. 

В настоящей работе с использованием идей работ [2, с.199; 3-9] развивается 
модифицированный метод матричных весовых и срезывающих функций для 
установления достаточных условий типа немалости членов (комбинации условий 
типа знака функций и абсолютной сходимости несобственных интегралов) 
асимптотического представления, ограниченности на бесконечном полуинтервале 
J=[t0, ∞), принадлежности пространству Lp(J,Rn) (p>0), стремления к нулю при 
t→∞, в том числе по экспоненциальному и степенному закону, решений и их 
первых и вторых производных n-мерной системы слабо нелинейных интегро-
дифференциальных уравнений третьего порядка типа Вольтерра вида 
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где x(t)={xi(t)} - n×1 неизвестная векторная функция, Ak(t) (k=0,1,2,3), Qν(t,τ) 
(ν =0,1,2) – заданные n×n матричные функции, f(t), F(t,x,y,z,u) – заданные n×1 
векторные функции, H(t,τ,x,y,z) – заданная p×1 векторная функция. 

Всюду в настоящей работе все фигурирующие функции и функционал 
являются непрерывными при t≥t0, t≥τ≥t0, ||x||, ||y||, ||z||, ||u||<∞ и соотношения 
имеют место при t≥t0, t≥τ≥t0 ; нормы ||x|| и ||A|| для n×1  вектора x={xi} и n×n 
матрицы A=[aik] означают (см., например, [10, с.142; 11, с.10]): 
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1 )...(|||| nxxx ++=   и γ=|||| A  где γ - наибольшее собственное значение 
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матрицы AAT , причем справедливо соотношение T
n

ki
ik Aa ,

1,

2∑
=

≤γ - 

транспонированная для матрицы A=[aik], т.е. AT=[aki]; соотношения для матриц 
понимаются как соотношения для их квадратичных форм с любым ненулевым 
вектором; под (х,у) понимается скалярное произведение n×1 векторов x={xi},  
у={уi}: (х,у)=x1y1+…+xnyn; СИДУ – система интегро-дифференциальных уравнений; 
ИДУ – интегро-дифференциальное уравнение; ДУ – дифференциальное уравнение; 
ФДУ - функционально-дифференциальное уравнение. 

На функции F(t,x,y,z,u), H(t,τ,x,y,z) налагается следующее условие “слабой 
нелинейности”: 

|| F(t,x,y,z,u)||≤g0(t)||x||+ g1(t)||y||+ g2(t)||z||+ g3(t)||u||, 

|| H(t,τ,x,y,z)||≤h0(t,τ)||x||+ h1(t,τ)||y||+ h2(t,τ)||z|| (L) 

с неотрицательными “коэффициентами” Липшица gk(t) (k=0,1,2,3), hν(t,τ) (ν =0,1,2). 

При выполнении условия (L) СИДУ (1) имеет решение x(t)∈C3(J,Rn) с 
любыми начальными данными x(ν)(t0)  (ν=0,1,2).  

Отметим, что вопрос об асимптотическом представлении, ограниченности и 
принадлежности пространству L2(J,R) решений и их первых и вторых 
производных ИДУ вида (1) ранее изучался в [12-14] методом сравнения с 
решениями ДУ, в [15] методом возведения уравнений в квадрат и при других 
условиях. Модифицированный метод срезывающих функций для одного класса 
ИДУ третьего порядка типа Вольтерра развит в работе автора [16]. В работе 
автора [17] развит модифицированный метод матричных срезывающих функций 
для частного случая СИДУ (1) для изучения аналогичных, как в настоящей 
работе, асимптотических свойств ее решений и их первых и вторых производных. 

В настоящей работе обобщаются результаты работы автора [17]. В случае 
скалярного неоднородного ИДУ вида 
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где ak(t), K(t,τ), Qk(t), f(t) (k=0,1,2) – заданные функции, F1(t;x) - заданный 
функционал, показывается, что решения и их первые и вторые производные 
соответствующего ФДУ третьего порядка 
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могут не обладать изучаемыми  асимптотическими свойствами, т.е. выявляется 
влияние интегральных возмущений типа Вольтерра на асимптотические свойства 
решений и их первых и вторых производных линейного ДУ третьего порядка. 
Этот вопрос ранее никем не изучался. 

Пусть Φ0(t), Φ1(t), Φ2(t) – некоторые n×n  матричные весовые функции. Пусть 
существует обратная матрица )(1

2 t−Φ , т.е. Φ2(t) - неособенная матрица. Тогда 
аналогично, как в [4], получаем следующее соотношение: 

),(),()(),()]()(
)()()()()[,()(),()(),()(),(

2

10210

ττττττ
τττττττττττ

xtPxtQx
xxtKxtQxtQxtQ

′++′′Φ+
+′Φ+Φ=′′+′+

 (3) 

где )(),(),( 1
22 τττ −Φ≡ tQtK ,  )()(),(),(),( 0

1
220 τττττ ΦΦ−≡ −tQtQtQ ,  

).()(),(),(),( 1
1

221 τττττ ΦΦ−≡ −tQtQtP  

С учетом соотношения (3) СИДУ (1) запишем в следующем эквивалентном 
виде: 
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Рассмотрим следующий дифференциальный оператор из СИДУ (4): 

).()()()()()()()())(( 0123 txtAtxtAtxtAtxtAtAx +′+′′+′′′≡  (5) 

Теперь идею модифицированного метода преобразования из [5,6] развиваем для 
оператора (5). Дифференциальный оператор (5) скалярно умножаем на аддитивный 
вектор )()()()()()())(( 210 txttxttxttx ′′Φ+′Φ+Φ≡Φ . Тогда получаем  
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где )()()( 033 ttAtB T Φ≡ , )()()()()( 02022 tAtttAtB TT Φ+Φ≡ , 

)()()()()( 01011 tAtttAtB TT Φ+Φ≡ ,  )()()( 133 ttAtC T Φ≡ , 
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)()()()()( 12122 tAtttAtC TT Φ+Φ≡ , )()()( 111 ttAtC T Φ≡ . 

Интегрированием по частям имеем 
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Интегрируем соотношение (6) в пределах от 0t  до t  и с учетом преобразований 
(7)-(9) получаем 
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Пусть матрицы )(),(),( 465 tAtBtB  - симметрические. Тогда интегрирование 
по частям дает следующие соотношения: 
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Введем обозначения: )()()(2)( 5000 tBttAtD T ′−Φ≡ , )()(2)( 671 tBtBtD ′−≡ , 
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Введем предположения и обозначения: 
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Замечание 1. Отметим, что если )]([)( tt iϕ=Φ  - n×n диагональная, 

)...1()]([)( mjttS ijj == ψ  n×n диагональные матричные функции, то 

]))()()(,()([),( 1−= τψψτϕτ kjijikjij ttKttR , 

)...1(}))()(()({)( 1 mjttfttr ijijij == −ψϕ  для матрицы )],([),( ττ tKtK ik= , 

вектора )}({)( tftf i= , соответственно. В этом случае можно показать, что 

неособенность от срезывающих матричных функций )(tS j  не требуется. 

Для произвольно фиксированного решения )(tx  умножаем СИДУ (4) 

скалярно на аддитивный вектор )()()()()()())(( 210 txttxttxttx ′′Φ+′Φ+Φ≡Φ , 

затем интегрируем в пределах от 0t до t , в том числе по частям, при этом 
учитываем преобразование (14) (для дифференциального оператора (5)), с учетом 
условий (K), (f ), вводим функции )(),,(),( trtRtS jjj τ  [7], используем для 
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де )2,1,0(),()(),( 3 =≡ kthtgtG kk ττ . 

Теорема 1. Пусть 1) выполняются условия (L), detΦ2(t)≠0, (K), (f), (R), (B5), 
(B6), (A4), (B4), (B3), (C3), матрицы B5(t), B6(t), A4(t), Rj(t,τ) (j=1…m) – 
симметрические; 2) скалярная функция α(t)>0; 3) скалярная функция β(t)>0; 4) 
скалярная функция γ(t)>0; 5) Dk(t)≥0 (k=0,1,2); 6) скалярные функции α0(t), β0(t), 
γ0(t), vk(t) (k=1,2,3) такие, что α0(t)≥0, β0(t) ≥0, γ0(t) ≥0, для любых x0, x1, x2∈R: 

0)(2)(2)(2)()()( 213202101
2
20

2
10

2
00 ≥−−−++ xxtvxxtvxxtvxtxtxt γβα ;  

7) 0),(;0)( ≥′≥ ττ tRtM jj , существуют скалярные функции ),,()( 1
+∈ RJLtjµ  

),()( 1
+∈ RJLtjρ   такие, что ),()()( tMttM jjj µ≤′  

)...1(),()(),( mjtRttR jjjt =′≤′′ τρτ ττ ;  

8) 0)(,0)( ≤′≥ tTtT ii , существуют скалярные функции )(tc j  такие, что для любых 

n×1 векторов yj: )...1;1,0(0)]()),((2),)([()1( )()()( mjktcytryytT k
jj

k
jjj

k
j

k ==≥+−− ;  

9) +++≡∆ −−− 2/1
2

2/1
1

2/1
0 ))()(())()(())()(({)( ttgttgttgt γβα  
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))()](,(||),(||[))()](,(||),(||[
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2
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1
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0
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2
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1
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0
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00

+
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∫

∫∫

RJLtttt

ttdtG

tGtPdtGtQ

t

t

t

t

t

t

γβ

αττγτ

τβτττταττ

 

Тогда для любого решения )}({)( txtx i=  СИДУ (1) справедливы асимпто-
тические представления 

)1())((||)(||),1())((||)(||),1())((||)(|| 2/12/12/1 OttxOttxOttx −−− =′′=′≡ γβα  (17) 
и соотношения 

).2,1,0(),())(),()(( 1)()( =∈ + kRJLtxtxtD kk
k  (18) 

Доказательство. Пусть  

∫∑

∫∑

′++

++′′+′+≡

=

=

t

t
jjjj

m

j
jj

t

t k

kk
k

dtytytRttyttytM

dssxsxsDtxttxttxttV

0

0

,)),(),,(),(()),(,),()([(

))(),()((||)(||)(||)(||)(||)(||)()(

0
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2

0

)()(2

ττττ

γβα

τ

 

u(t) – левая часть неравенства (16). Тогда в силу условий 2)-5),7),8) имеем 0)( ≥tV , 
a учет условий 6), 8) приводит к соотношением u(t)≥0, u(t)≥V(t). Вследствие этого на 
основании условий 2)-8) из неравенства (16) получаем интегральное неравенство 

.]))((||)(||))((||)(||

))((||)(||}[))(())()(,(

))(())()](,(||),(||[

))(())()](,(||),(||[))(]())()((

))()(())()(({[2)())()(()(

2/1
2

2/1
1

2/1
0

2/12/1
2

2/12/1
1

2/12/1
0

2/12/1
2

2/1
1

2/1
0

1
0

0

0

0

0 0

dsssss

ssdVsG

dVsGsP

dVsGsQsVssg

ssgssgdssVssctV

s

t

s

t

s

t

t

t

t

t

m

j
jj

−−

−−

−

−−

−−

=

∗

Φ+Φ+

+Φ+

+++

++++

+++++≤

∫

∫

∫

∫ ∫∑

γβ

ατττγτ

τττβττ

ττταττγ

βαρµ

 (19) 
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Применяя к интегральному неравенству (19) лемму 1 [18] и учитывая условия 
7), 9), имеем 

∗≤ 00)( ctV  (20) 

где ∫ ∑
=

∗∗ ∞<∆++=
t

t

m

j
jj dttttcc

0 1
000 .})](2))()(([exp{ ρµ  

Так как 

),(||)(||)(),(||)(||)(),(||)(||)( 2 tVtxttVtxttVtxt ≤′′≤′≤ γβα  

∫∑
=

≤
t

t k

kk
k tVdssxsxsD

0

2

0

)()( )())(),()(( , то из (20 вытекают утверждения (17), (18) 

теоремы 1. 
Отметим, что при получении утверждений (17), (18) теоремы 1 из (20) приме-

нима идея метода эллипсоида (лемма [3, с.25]). 
Следствие 1. Если 1) выполняются условия теоремы 1; 2) )1())(( 2/1 Ot =−α , 

)1())(( 2/1 Ot =−γ , то все решения и их первые производные СИДУ (1) ограничены 
на полуинтервале J. 

В самом деле, из утверждения (17) теоремы 1 ⇒, что )1(||)(|| Otx = , 
)1(||)(|| Otx =′′ . Поэтому на основании утверждения из [19, с.236-237] получаем, 

что )1(||)(|| Otx =′ . 

Введем обозначения: ).())((),())((),())(( 2
2/1

1
2/1

0
2/1 tttttt εγεβεα ≡≡≡ −−−  

Исходя из соотношений (17), аналогично следствию 3.10 [3, с.133] устанавливается  
Следствие 2. Если выполняются условия теоремы 1 и  

a) )20()( ≤≤∞→ ktkε   при ∞→t ; 

b) )20(0 ≤≤>−∃ kconstkλ  такое, что )1()( Oet t
k

kλε −= ; 

c) )20(0,,00 ≤≤>−∃= kconstt kk µδ  такие, что )1()()( Ott k
kk

µδε −+= ; 

d) )0;20(})0{\,()( >≤≤∈ + k
P

k pkRJLt kε , 

то для любого решения )(tx  СИДУ (1) справедливы следующие асимптотические 
свойства: 

a) )20(0||)(|| )( ≤≤→ ktx k  при ∞→t ; 

b) )20()1(||)(|| )( ≤≤= − kOetx tk kλ ; 
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c) )20()1()1(||)(|| )( ≤≤+= − kOtx k
k

k µδ ; 

d) )0;20(),(||)(|| )( >≤≤∈ + k
Pk pkRJLtx k . 

Исходя из утверждения (18), аналогично следствию 7[17] вытекает 
Следствие 3. Если 1) выполняются условия теоремы 1; 2) существуют диагональные 

n×n матрицы функции )2,1,0(][)( == vdtd viv  с )...1(0)( nitdvi => ; 3) 

0)( 0 >≥ vivi dtd  (соответственно })0{\,())(( 11
+

− ∈ RJLtdvi ) )1;20( niv ≤≤≤≤ , 

то для любого решения )}({)( txtx i=  СИДУ (1) компонента ),()( 2)( RJLtx v
i ∈  

(соответственно ),(1 RJL∈ ). 
Исходя из соотношений (18) установим еще предложение. 
Следствие 4. Если 1) выполняются условия 1), 2) следствия 3;  
2) 0)( 0 >≥ vivi dtd  (соответственно })0{\,())(( 11

+
− ∈ RJLtdvi ) )...1;2,0( niv == , 

то для любого решения )(tx  СИДУ (1) ),(||)(|| 2)(
+∈ RJLtx v  (соответственно 

),(1
+∈ RJL ) )2,1,0( =v .  

В этом случае в силу теоремы 1 (утверждение (18)) сначала имеем 
),(||)(||),,(||)(|| 22

++ ∈′′∈ RJLtxRJLtx  (соответственно ),(||)(|| 1
+∈ RJLtx , 

),(||)(|| 1
+∈′′ RJLtx ). Затем применением теоремы 2 [19, с.233] получаем, что 

),(||)(|| 2
+∈′ RJLtx . Аналогично этому также можно получить утверждение о 

том, что ),(||)(|| 1
+∈′ RJLtx . 

Замечание 2. Если 0)(det 0 ≠Φ t , то вместо соотношения (3) можно получить  

).()]()(),(),([

)()]()(),(),([)]()()()(

)()()[(),()(),()(),()(),(

2
1

002

1
1

00121

0
1

00210

τττττ

τττττττττ

ττττττττττ

xtQtQ

xtQtQxx

xtQxtQxtQxtQ

′′ΦΦ−+

+′ΦΦ−+′′Φ+′Φ+

+ΦΦ=′′+′+

−

−

−

 (21) 

Если 0)(det 1 ≠Φ t , то вместо соотношения (3) можно получить  

).()]()(),(),([

)()]()(),(),([)]()()()(

)()()[(),()(),()(),()(),(

2
1

112

0
1

11021

0
1

11210

τττττ

τττττττττ

ττττττττττ

xtQtQ

xtQtQxx

xtQxtQxtQxtQ

′′ΦΦ−+

+ΦΦ−+′′Φ+′Φ+

+ΦΦ=′′+′+

−

−

−

 (22) 

Тогда используя соотношения (21), (22), вместо СИДУ (4) можно получить 
соответствующие СИДУ, эквивалентные исходной СИДУ (1). Полученные, таким 
образом, СИДУ можно исследовать методом изложенным выше. Суть 
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изложенного модифицированного метода матричных весовых и срезывающих 
функций заключается, грубо говоря, в получении СИДУ (4) с использованием 
преобразования (3), соотношений (9), (14) для дифференциального оператора (5), 
в умножении  СИДУ (4) скалярно на вектор ))(( txΦ , в получении тождества (15) 
и соотношения (20), приводящего к утверждениям (17), (18). 

Замечание 3. Из оценки (20) в силу )()),(),,()(( 00 tVttyttytM jjj ≤ , )...1( mj=  
можно получить следующее утверждение: 

∗≤ 0000 )),(),,()(( cttyttytM jjj . (23) 

Если предположим, что существует скалярная функция 0)( >tqj  )1( mj ≤≤  

такая, что )()( tqtM jj ≥ , то из (23 вытекает, что  

1
00210 ))((||)]()()()()()[(||

0

−∗≤Φ+′Φ+Φ∫ tqcdxxS j

t

t
j τττττττ . (24) 

К изучению асимптотических свойств решений интегро-дифференциального 
неравенства (ИДН) можно развить метод, разработанный в [20]. О необходимости 
изучения асимптотических свойств решений ИДН вида (24) сказано в [3, с.171]. 

Замечание 4. Условие (6) теоремы 1 будет выполняться, если выполняются 
условия обобщенного критерия Сильвестра [21, с.137]: 

.0))()(())()(())()((

)()()(2)()()(,0))(()()(,0)(
2

30
2

10
2

20

321000
2

1000

≥−−−

−−≥−≥

tvttvttvt

tvtvtvttttvttt

αγβ

γβαβαα
 

Замечание 5. Если в условиях (В5), (В6), (А4) вместо условий 
)()(),()(),()( 416151 ttAttBttB γβα ≥≥≥  потребовать следующие условия: 

существуют n×n диагональные матричные функции  

)]([)()],([)()],([)( tttttt iii γγββαα ===  с 0)(,0)(,0)( >>> ttt iii γβα )...1( ni = , 

то будем иметь соотношения  

2

1
61

1

2
51 ))()(())(),()((,))()(())(),()(( txttxtxtBtxttxtxtB i

n

i
i

n

i
ii ′≥′′≥ ∑∑

==

βα , 

.)()(())(),()(( 2

1
41 txttxtxtA

n

i
ii∑

=

′′≥′′′′ γ  (25) 

Тогда, если )(tV - та же функция, что в начале доказательства теоремы 1, где 
вместо слагаемых с )(),(),( ttt γβα  соответственно стоят суммы n слагаемых с 

)...1()(),(),( nittt iii =γβα  из (25), то использование соотношений 
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),())()(( 2 tVtxt ii ≤α  ),())()(( 2 tVtxt ii ≤′β  )...1()())()(( 2 nitVtxt ii =≤′′γ  
дает возможность изучить аисптотические свойства части переменных (компонент) 

)()( nktxk <  и их первых и вторых производных для решений )}({)( txtx i=  
СИДУ (1) в соответствии с определениями из [22]. 

Теперь приведем результаты для скалярного ИДУ (2). Поступаем аналогично 
как для СИДУ (4). 

Для произвольного фиксированного решения )(tx  умножаем ИДУ (2) на 

)()()()()()( 210 txtQtxtQtxtQ ′′+′+  и интегрируем в пределах от 0t  до t , в том 
числе по частям. Тогда получаем тождество 

∫∫∫

∫∑

++≡+

++′′′+

+′′+′+′′+′+

∗∗

=

t

t

t

t

s

t

t

t k

k
k

dssyxsFsfcdsdysysK

dssxsDtxtxtQ

txtxtQtxtxttxtQtxttxt

00 0

0

,)()];()([2)()(),(2

))()(()()()(2

)()()(2)()()(2))()(())()(())()((

1

2

0

2)(
1

0
2

2
22

τττ

γβα

 (26) 

где )()()()()()( 0110 ttatQtatQt γα ′−+≡ , )()()()()()( 00220 tQtatQtatQt ′−+≡γ , 

)()()()()()()( 101221 tQtQtatQtatQt ′−−+≡β , )()()(2)( 000 ttatQtD α′−≡ , 

)()(2)()(2)( 111 tttatQtD βγ ′−−≡ , )()(2)()(2)( 21222 tQtQtatQtD ′−−≡ , 

)()()()()()()( 210 txtQtxtQtxtQty ′′+′+≡ , 

+′′+′+=∗∗
2

002
2

00
2

00 ))()(())()(())()(( txtQtxttxtc βα  

).()()(2)()()(2)()()(2 00010000000 txtxtQtxtxtQtxtxt ′′′+′′+′+ γ  

Пусть 

)()()( 21 ttt ααα += , (α) 

)()()( 21 ttt βββ += , (β) 

)()()( 22212 tQtQtQ += , (Q2) 
для функций K(t,τ), f(t) выполняются условия (K), (f), (R), ψj(t) (j=1…m) – некоторые 
срезывающие функции, 1))()()(,(),( −≡ τψψττ jjjj ttKtR , 1))()(()( −≡ ttftE jjj ψ , 

)...1()( mjtcj =  - некоторые функции. 
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Учитывая условия (α), (β), (Q2), делая преобразования вида 
)0(][][2 11

2
2

1
11

2
1222

2
2

1
1112111

2
2222112

2
111 ≠−++=++ −− axaaaxaaxaxaxxaxa , 

т.е. используя идею метода Гаусса о выделении полного квадрата [23, с.153], 
затем вводя условия (K), (f), функции )...1()(),(),,(),( mjtctEtRt jjjj =τψ , 
условие (R) с применением леммы 1.1 [24; 3, с.44], леммы 1.2 [3, с.44-45], после 
некоторых преобразований из (26) будем иметь следующий аналог тождества (15): 
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τ

τ

где  

1
22

2
010 ))(())(()()( −−≡ tQtQttN α , 1

2
2

11 ))(())(()()( −−≡ ttttN αγβ , 

1
2

2
1212 ))(())(()()( −−≡ ttQtQtN β , ∫ =≡

t

jj mjdssystY
τ

ψτ )...1()()(),( , 

∑

∑

=
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++′′+′′+
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tctxtQtQtxtQtxttQ
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Переходя к интегральному неравенству из тождества (27) аналогично 
теореме 1 доказывается 

Теорема 2. Пусть 1) выполняются условия (α), (β), (Q2), (K), (f), (R), 0)(2 >tα , 

0)(2 >tβ , )(|);(|,0)( 0122 tFxtFtQ ≤> ; 2) )2,1,0(0)( => ktNk ; 3) 
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)2,1,0(0)( =≥ ktDk ; 4) 0)(,0)(,0),(,0)( ≤′≥≥′≥ tTtTtRtM jjjj ττ , 

существуют функции )(),,()(),,()( 11 tcRJLtRRJLtM jjj +
∗

+
∗ ∈∈  такие,  что 

)()()( tMtMtM jjj
∗≤′ , )()())((),,()(),( )()(2)( tctTtEtRtRtR k

j
k

j
k

jjjjt ≤′≤′′ ∗ ττ ττ  

)1,0;...1( == kmj . 5) ),())((|)(|)( 1
2

0

2/1
0 +

=

− ∈∑ RJLtNtQtF
k

kk . Тогда для 

любого решения )(tx  ИДУ (2) справедливы соотношения 

)2,1,0(),())()((),1())(()( 12)(2/1)( =∈= +
− kRJLtxtDOtNtx k

kk
k . (28) 

Замечание 6. Из соотношений (28) можно вывести аналоги следствий 1-4. Из 
теоремы 2 с учетом замечания 6 при 0);(1 ≡xtF  получаем некоторые резуль-
таты работы [16]. 

Пример 1. Для ИДУ 

9,0),)1(3cos(

)]2/())(sin[(66218)]()2()(5)(2)[6

6218()66218(
2
1)(2)()52()()1()(

2

9,0

22

323

23

9,0

23

≥−⋅++×

×−++++=′′++′++
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++′++′′++′′′

∫

∫
−

tdxt

txttxetttdxxx

ttt
t
ttxtxttxttx

t

t

t

τττ

τττττ

τττ
τ
τ

выполняются все условия теоремы 2 при 66218)(,1 23
1 +++≡= ttttm ψ , здесь 

,1)(,
4
1)(,

4
1)2)(1()(,)2)(1(),( 11

1
1

1
1 ≡≡−++≡++++≡ −− tEtTtttMtttR τττ

,13142)(,164)(,0)(,)2(4)(,4)( 2
1

2
11 ++≡+≡≡+≡≡ ∗−∗ ttttttRttMtc βα  

,4)(,762)(),3(8)(,4)(,64)( 0
2

210 +≥−+≡+≡≡+≡ ttNtttDttDtDttγ  

tetFttNttN −≡+≥+≥ )(,2)(,)2()( 02
2

1 , поэтому для любого решения )(tx  

этого ИДУ справедливы соотношения  

),()(),1()2()(),1()2()(),1()4()( 22/112/1 RJLtxOttxOttxOttx ∈+=′′+=′+= −−− , 

),())()(762(),,()( 1222
+∈′′−+∈′ RJLtxttRJLtx , где ),

10
9[ ∞=J . 
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Замечание 7. При выполнении условий теоремы 2 решения и их первые и 
вторые производные ФДУ (20) могут не обладать изучаемыми асимпто-
тическими свойствами для ИДУ (2). Это подтверждается, например, ФДУ 

+′′++′′′ )()1()( txttx
)]2/())(sin[(66218)(2)()52( 323 txttxettttxtxt t −++++=+′++ − , 

9,0≥t , соответствующего для ИДУ примера 1. Это ФДУ имеет, в частности, 

решение 3)( ttx = . 
Из теоремы 2 вытекает 
Следствие 5. Если выполняются условия (α), (β), (Q2), 0)(2 >tα , 

0)(2 >tβ , 0)(22 >tQ  и условия 2), 3) теоремы 2, то для любого решения )(tx  
линейного однородного ДУ третьего порядка 

∑
=

≥=+′′′
2

0

)( 0,0)()()(
k

k
k ttxtatx  (2000) 

справедливы соотношения (28). 
Пример 2. ИДУ примера 1 без слагаемого  

))1(3cos(])(sin[ 2

9,0

223 τττ dxtttxe
t

t −++− ∫−  

удовлетворяет всем условиям теоремы 2 при 0);(1 ≡xtF . Это есть иллюстра-

тивный пример для теоремы 2 в случае ИДУ (2) без функционала );(1 xtF . 
Замечание 8. Все решения и их первые и вторые производные линейного 

неоднородного ДУ третьего порядка 

9,0,66218)(2)()52()()1()( 23 ≥+++=+′++′′++′′′ tttttxtxttxttx  (*) 

имеют вид ,3)1()2()(,)1()4()( 2132/1 tOttxtOttx ++=′++= −−  

tOttx 6)1()2()( 2/1 ++=′′ − , что вытекает из структуры общего решения ДУ (*) с 

учетом следствия 5, так как 3)( ttx = - частное решение исходного неоднородного 
ДУ (*) и из следствия 5 следует, что ∀ решение )(tx  и его )(tx′ , )(tx ′′  
соответствующего однородного ДУ  

9,0,0)(2)()52()()1()( ≥=+′++′′++′′′ ttxtxttxttx  имеют вид 

)1()4()( 2/1 Ottx −+=  )1()2()(),1()2()( 2/11 OttxOttx −− +=′′+=′ . Следо-
вательно, все решения и их первые и вторые производные линейного 
неоднородного ДУ (*) стремятся к бесконечности при ∞→t  и, значит, не 
обладают теми асимптотическими свойствами, которыми обладают все решения и 
их первые и вторые производные ИДУ примера 2. 
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Таким образом, выявлено влияние линейных вольтерровых интегральных 
возмущений на асимптотические свойства решений и их первых и вторых 
производных ФДУ (20) и линейного неоднородного ДУ (200). 
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