PARCACIKLARI TASIMA iSLERINDE KONTROL
EDEBILME PROBLEMININ BiR COZUMU

Prof. Dr. Ramiz R. RAFATOV
Kirgizistan Tiirkiye Manas Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii-Biskek/KIRGIZISTAN

Doc. Dr. Vedat ASIL
Firat Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Béliimii-Elazig/TURKIYE

Dr. Mustafa AYDOGDU
Firat Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Béliimii-Elaz1g/TURKIYE

1. GIRIS
Niikleer reaktor diizgiin geometrik G = {-a < x < a} yapiligina sahip olsun, t < 0
oldugu taktirde reaktorde zamandan bagimsiz hareket olur. Bu hareketin denklemi,

p ) )= 38, [ bl i

=0
ve siir sartlari

vo(a,p)=0,-1<pu<0;yo(a,n)=0,0<p<l (1.2)
ile tanimlanir [1, 2].

Kabul edelim ki, t = 0 aninda reaktoriin aktif bolgesine kontrol g¢ubuklar
yerlestirilsin [1 , 2]. O zaman nétronlarin kritik ¢ogalma katsayist Kkr degisir, artma

olur (fazla reaktiflik) ve reaktérde zamana bagl hareket baslar. Bu hareket -a<x <a, -
1<p<1,0<t<Tbolgesinde zamana bagl lineer integro - diferansiyel denklemi,

1
-1

+iii8je_“drjl//(x,y',t—r )1/,1' (1.3)
i=1 a -1

sinir sartlari;
\V(a,u,t)ZO,—lSp<0;\|f(-a,p,,t)20,0<p,£1 (14)
ve baslangig sarti,
W(Xs“’t)|tS0:W(X5usO):\VO(Xsu) (15)

ile tanimlanir [1, 2].
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Burada yq (x, 1), (1.1) ve (1.2) denklemlerinin bir ¢6ziimidiir. Yani, (1.1), (1.2)
zamandan bagimsiz homojen simir problemnin (x , p) noktasindaki ndtronlarin
yogunlugunu belirten ¢éziimdiir. y (X, i, t) ndétronlarin (x , p) noktasinda ve t anindaki
yogunlugudur, S;, i-inci takim gecikme ndtronlarimin miktarlar ile birlikte niikleer
reaksiyonlarin yogunlugu, ﬂ;l , 1-inci takim gecikme nétronlarinin yasama siiresi, F (x ,
L, t,u), (x,p) noktasinda t anindaki ndtron kaynaklarinin yogunlugudur. Buradaki u =
u (t) fazla reaktiflige gére bagimlidir.

Burada kolayca goriiliiyor ki, t < 0 oldugu zaman u (t) =0, y (x, 1, t) = yo (X 1)
ve

F=(x, u, t, 0) = 0 dir. O halde (1.3) denklemi (1.1)'e denktir. Bdylece (1.4) sinir
sartlar1 (1.2) sinir sartlarina doniisiir.

Burada kabul edilen kontrol fonksiyonlari u (t) € U c L2 [0, T] dir. (1.3) ve (1.5)
sistemi i¢gin kontrol edebilme problemi en genel halde asagidaki sekilde tanimlanabilir.

Problem 1.1. Kabul edelim ki, vy, (x, p), ndtronlarm zamandan bagimsiz
yogunlugu ve yg (x,u) den farkli, ayrica (1.1) denklemini ve (1.2) sinir sartin1 saglasin.

Oyle bir u (t) € U cL? [0 , T] kontrol fonksiyonu bulmak istiyoruz ki, bu
fonksiyona karsilik, (1.3) - (1.5) probleminin ¢6ziimii agsagidaki son sart1 saglasin,

y,p, D=y (x,p) (1.6)
Ayrica T- anindan itibaren meydana gelen v (x , p ) dagilimi u (t) = 0 oldugu
zaman her t > T i¢in sabit kalsin.

2. Zamandan Bagimsiz Homojen Tasima Probleminin Coziimii:
(1.1) denklemini
dwy(x 1) o Ny
—+ X, 1) =— X, 2.1
u— () 2_{%( 4 B
N
seklinde yazalim. [3] de gosterilmistir ki, o—:ZSi <1 halinde (2.1) ve (1.2)
i=0
denklemlerinin asikar olmayan ¢6ziimii yoktur.

Bundan dolay1 o >1 halini inceleyecegiz ve [1, 2] in sonuglarindan faydalanacagiz.

Dolayisiyla,

a 1

[ o 2w (x, se)ddx = 0

-a -1

dir ve

¥ (qu) =C,0, (X,y), 4 (qu) =C,9, (qu)
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dir. Burada Cg , C1 > 0 sabitleri;

ouls)=e"p, (W)+e™ o, (u) [ Nake p,(uda  @2)
dur. h
@, (1) = % ak“i k=12 [-11] 2.3)
0, (1) = % P—"—+ A@)5(a - p) 2.4)

Burada o - Dirak fonksiyonu, P, Cauchy anlaminda fonksiyonun esas degeridir.
1
Ma)=1-ZP[—“—du
2 ‘a-pu

ok, k=1, 2 i¢in agagidaki denklemin
o I+ o 1
A(a) =1-=aln|—%| =1-caArcth(—) = 0
a

b

farkli ¢oztimleridir. Yani homojen (2.1) ve (1.2) sinir probleminin farkli 6zdegerleridir.

Bunlara karsilik gelen farkli 6z fonksiyonlar da (2.3) formiilleri ile verilmistir. o € [-1,
1] ise (2.1) ve (1.2) problemin siirekli 6zdeger spektridir. Bunlara karsilik gelen 6z

fonksiyonlarda (2.4) formiilii ile verilmistir.
(2.3) ve (2.4) fonksiyonlar1 [-1 , 1] araliginda p ¢ekimi ile ortogonaldirlar;

1
[0, (W, (du=N5,, jk=12
|

.][,U(Pa(ﬂ)(ﬂﬁ(ﬂ)dﬂ =N,5(a - )

dir.
Burada N (k= 1, 2), Ng, (a € [-1, 1]) norm baglama katsayilaridir [1 , 2].

Bu denklemler reaktorii kritik yapilisa doniistiiren "o ve & " degerleri ile belirtilir
[1, 2]. Eger notron kaynaklarmin yogunlugu F (x, p, t, u)

Flsst) = Joo{ 2 G ks Sl 2 (0F, ) 29

1 k=1 k
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ise (1.3) ve (1.6) probleminin ¢dziimii [1 ,2]'de benzer sekilde ispatlanmigtir. Burada
Fu(t,u),ae Fak (t,u),(k = 1, 2) belirli fonksiyonlardur. o, =*o,,= (i, f) =0,i =1

oldugu zaman
' —X X
()= Jool 2 b 00+ Sl o Gk, 0
] a ak
olur. Burada ¢, (u),(k =12),p,(1).(1,0 € [-1,1)) (23) ve (2.4) formiilleri ile
belirtilirler. Vo, (), (k=1,2), w, (1), (@ € [-1, 1]) halen bilinmeyen fonksiyonlardir.

3. Notron Kaynaklar Yogunlugunun Basit Halde Kontrol Edebilme
Probleminin Coziimii:
Kabul edelim ki (2.5) fonksiyonun katsayilari,
F,(tu)=F,u@),F, tu=F, (tu)="F.uc

seklinde olsun. Problem 1 in asagidaki moment esitliklerine doniistiiglinii géstermek
istiyoruz.

.
[W,. (T ~tu(tydt = ,, = 3oz G.1)
0 FO+

f 9

[w, (T -tu(dt =7, ===

0 F
Burada g, # 0 belirli miktar, F, # O belirli fonksiyondur.

9. =C=0u. (1,9, =CA@)-q, (M) (@e[-1,1)

Qo (T) = W0+(r)+2m fvvoxr ne dr,

ij —re M dr [ ael-1,1]

]

Mz

0.(7)- A<a>[

0
~ C N N
Burada, C = —Lsabit, W,, (T)=> o/e™ W, (T)=> o™, ve

0 k=0

m;,o,, p, belirlisabitlerdir. m;, o, , p, o dan bagimsiz belirli fonksiyonlardir.

Boylece problemimiz asagidaki probleme doniisiir.
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Problem 3.1. Oyle bir u(t) € U L2 [0, TT kontrol fonksiyonu bulmak istiyoruz
ki, (3.1) moment esitliklerini saglasin,

Bu problemi ¢6zmek i¢in L2 [0, T] uzaymda L ,, lineer climlesi segelim. Oyle ki

bu ciimlenin elemanlari
1
u(t) = Co. Wy, (T =t)+ [C,W, (T —tydt 3.2)
-1
seklinde olsunlar. Burada C,,,C, (a €[-1,1)),
T 1 L1
[u*®dt=Cg.5,, +2C,. [7,, C,+[[7,.C.C dada <=
0 71

—-1-1

esitsizligini saglamak zorundadir. Buradaki
T T
7o = [WE (Odt @y, = [W,, W, (bt
0 0
ve

.
Vaw = IWa (OW . (dt (3.3)
0

dir. L lineer ciimlesi L2 [0,T] uzay: tarafindan kapsansin. O zaman meydana gelen
uzayt Hy Lz[O,T] ile gosterelim.
Dolayistyla Hg uzaymin elemanlart Ly nin (3.2.) seklindeki elemanlaridir. Ayrica

her U e L [O,T] icin d(lj,Un )—) Osartin1 saglayan fj da Hg nin elemanidir. Burada
{Un} € Lg, L2[0,T] uzayinda L lineer climlesinin keyfi bir dizisidir.

Hg = L2 [0, T] fakat Hg ¢ L2 [0, T] dir [3, 4].

Dolayistyla dyle bir g (t) € L2 [0, T] vardir ki,

T T
[a W, (T —tydt = [ gOW, (T ~tydt = 0,a € [-1,]]
0 0
onun i¢in her u (t) € L icin,
:
[a®udt=0 (34)
0

dir. Buradan u (t) € Hg dir.

Fonksiyonel analizin bir teoreminin sonucu geregince [4] her u (t) € L2 [0, T] igin
tek anlamda
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u(t) = uy (1) +9g() (3.5)
seklinde yazabiliriz. Burada da U,(t) € Hg dir. g (t) ise U, (t)'ye ortogonaldir ve
(3.4)'u saglar.

Kabul edelim Uo(t) (3.2) ifadesi ile tanimlanmig olsun. O zaman (3.5) ifadesini

(3.1)'de yerine yazarsak

j W,, (T —t)u(t)dt = IW0+(T —tyu, (t)dt,

j W, (T —t)u(t)dt = jwa(r —tyu, (t)dt

elde ederiz. Yani (3.5) de ki g (t) (3.1) denklemlerinin sol tarafina etki etmiyor.
Dolayistyla incelenen momentler problemin ¢éziimii varsa, bu ¢dziim Hg, ya aittir.

Simdi (3.2) ifadesini (3.1) sisteminde yerlerine koyarsak asagidaki,

1
}/0+C0+ +J.7/aﬂ+cada:770+ (36)
-1

;
Y. Cos +J‘7/W.Ca‘da' =n,.ac|-1,1]
0

sistemini elde ederiz. Buraday, , ¥, (3.3) formiilleri ile tammlanan belirli
integrallerdir.

C={Co.Cohn=lm. ..} acl-1.1] (3.7)
6zel vektorlerini ve

7/0+ Iyam ()da
r()= -

1

Ver. |V (Ve
-1

matris oparatorii olarak alalim. O zaman (3.2) veya (3.6) sistemi tek matris operatdr
denklemi olarak,

Ic=n (3.8)
seklinde yazabiliz. Simdi (3.7) seklinde olan ve

1
‘COJZ + 'HC(H‘Zda <o
-1
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esitsizligini saglayan elemanlardan olusan L2+ [—1, 1] Hilbert uzayint inceleyelim.

L2+ [—1 , 1] de skalar ¢carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmis olsunlar.

1
<Ca’7> = CO+770 + _[Cana
-1

1 2
2
Ic | =Ic.. +]lc.| da
el
gosterilir ki,
I:2[-1,1] = [-1,1]
déniisiimii simetrik ve pozitif tanimlidir. Yani her 0=Ce L2[-1,1] i¢in (I'C,C)>0

ve burada esitlik sadece C=0 € L2 [—1 , 1] oldugu zaman saglanir. Bundan dolayi (3.8)
operatdr denklemini ¢6zmek i¢in varyans metotlarini uygulayacagiz.
Sonugcta asagidaki teorem ispatlanmustir.

Teorem 3.1.: Eger (3.1) veya (3.8)'de 77 = {770“770! }, ae [—1 s 1], Li [—l s 1]
uzayina ait ise, o zaman (3.7) momentler problemi,

u(t) = Co W, (T —t)+ [C,W, (T —t)der

fonksiyonunun bulunmasi problemine doniisiir.
Burada C = {
fonksiyoneli minimum yapar.

D(C)=(I'C,C)-2(5,C)

Boyle bir elemanin mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart

7,C)| < M{(I'C,C)

C, }, ae [—1 , 1], L [—1 , 1] uzaymin elemanidir ve asagidaki

0+2

esitligini saglayan M > 0 sabitinin mevcut olmasidir.
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