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Аннотация 

В работе изучаются варианты метода фиктивных областей для 
нелинейной модели океана. Исследованы теорема существования и 
сходимости решения приближенных моделей, полученных с помощью 
метода фиктивных областей. Выведена неулучшаемая оценка скорости 
сходимости решения метода фиктивных областей. 
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THE METHOD OF FICTITIONS DOMAINS FOR 
NONLINEAR OCEAN MODELS 

Abstract 

The versions of fictitious domains method for non-linear ocean model are 
studied. The theorems of existence and convergence for the auxiliary problem 
of the fictitious domains method are proved. The non-improved convergence 
speed estimation has been obtained.  

Key words: fictitious domains method, non-linear ocean model. 

Нестационарная линейная задача течения в океане в области 
2

11 ,),0(,),0( RHTT ⊂ΩΩ×=ΩΩ×=Ω  сводится к решению следующей 
системы дифференциальных уравнений [1]. 
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Задачу (1)-(4) решаем методом фиктивных областей [2], [3]. Согласно методу 
фиктивных областей с продолжением по младшим коэффициентам во 
вспомогательной области 

001 )(),0(,),0( DHDDTDT ∪Ω=Ω∪Ω×=×= , строго содержащей в себе 
Ω  с боковой границей Γ , решаем систему уравнений с малым параметром 

,)(ˆ 0
2
3

2

0
εεεε

εε

υ
ε

ξξυυµυµυ xfl
xt

−+∇−×−∆+
∂
∂

=
∂
∂  (5) 

∫∫ ==
∂
∂

=
∧

D

H

dx
x

dxvid ,0,0,0
30

3 ξξυ
ε

ε  (6) 

),(00 xt υυε ==
 (7) 

,0,0,0
33

3
0 ==

∂
∂

= Γ==
ε

ε
ε υυυ Hxx x

 (8) 

где 
⎩
⎨
⎧

∈
Ω∈

=
.,1
,,0

)(
0

0 Dx
x

xξ  

Методы получения неулучшаемой оценки скорости сходимости методом 
фиктивных областей для линейных параболических уравнений [4] для данных 
систем непригодны. В данной работе предлагается новый подход для получения 
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точной оценки погрешности между решениями задачи и приближенного решения, 
полученного методом фиктивных областей. 

В дальнейшем через C  - будем обозначать различные постоянные, зависящие от 
данных задачи и постоянных теоремы вложения, но не зависящие от малого 
параметра .ε  Будем использовать обозначения пространств из работы [5]. 

Введем пространства 
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Замыкания )(DC  - в нормах пространств )(),(),( 2
2

1
22 DWDWDL  обозначим 

через )(),(),( 210 DVDVDV  соответственно.  

Определение. Сильным решением задачи (5)-(8) называется функция 
))(;,0()),(;,0()),(;,0( 222222 DLTLDLTLDVTL t ∈∈∇∈

ε

υξυ εε , 
удовлетворяющая уравнению (5)-(6) и начально-граничным условиям (7), (8) 
почти всюду в соответствующей мере.  

Продолжим нулем вне Ω  функцию ),(),(0 txfxυ . Справедлива следующая 
теорема. 

Теорема 1. Пусть ))(;,0(),( 22 DLTLtxf ∈ , 2
10 ),()( CDVx ∈∈ γυ . Тогда 

существует единственное сильное решение задачи (5)-(8) и для решения 
справедлива оценка  
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где ,0, →∞→ εεC  υ  - является решением задач (1)-(3). Оценка (10) – 
неулучшаемая по порядку .ε  

Метод фиктивных областей с продолжением по старшему коэффициенту 

Метод фиктивных областей для задачи (1)-(3) с продолжением по старшим 
коэффициентам сводятся к решению системы дифференциальных уравнений в 
области 
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Систему (11), (12) решаем с условиями  
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и условиями согласованиями 
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γ][⋅ -означает скачок функции на границе γ . Имеет место следующая теорема. 

Теорема 2. Пусть )()( 10 DVx ∈υ , ))(;,0( 22 DLTLf ∈ , 2C∈γ . Тогда 
существует единственное сильное решение задач (11)-(14) и для решения 
справедливы оценки  
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где при 0→ε  сильное решение задачи (11)-(14) сходится к сильному решению 
задач (1)-(3). 

Оценка близости решения (16) неулучшаемая по порядку .ε  
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Математическое моделирование краевых условий океанологии с помощью 
метода фиктивных областей 

В системах (1), (2) в физических постановках отсутствует граничные условия для 
функции ),,( 21 txxξ  (уровень воды). Этот факт в значительной степени 
затрудняет создание эффективного численного алгоритма. Далее предлагаем 
вариант метода фиктивных областей для нелинейной стационарной задачи, где 
можно поставить граничные условия для функции ),,( 21 xxtξ . 

Рассмотрим систему нелинейной стационарной модели океана 
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Для задачи (17), (18) в соответствии с методом фиктивных областей сформируем 
вспомогательную задачу. Предположим, что область ],0[]1,0[]1,0[ HD ××=  
прямоугольный параллелепипед. 
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По переменным 21 , xx  - поставим условия периодичности для функций εε υξ ,  
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Относительно разрешимости задач имеет место следующая теорема. 

Теорема 3. Если ),(2 DLf ∈  2C∈γ . То существует хотя бы одно сильное 
решение задач (19)-(23) и для решения справедливы оценки  
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где υ  - является решением задач (17)-(18) 0→∞→ εε приC . 

Заметим, что при численном решении относительно εξ  - получаем уравнения 
Пуассона с разрывными коэффициентами, зависящими от малого параметра. 
Здесь можно применить итерационные методы, предложенные в работе [2], в 
которых скорости сходимости не зависят от изменения малого параметра ε . 
Аналогично можно исследовать метод фиктивных областей с продолжением по 
старшему коэффициенту с граничными условиями (21)-(23). Получена точная 
оценка скорости сходимости 
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Наконец, рассмотрим математическое моделирование краевых условий методом 
фиктивных областей для нестационарных уравнения океанологии 
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с граничными условиями (21), (22) и 
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Определение. Обобщенным решением задач (26), (27) и (21), (22) называется 
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012
DVTLDVTL

∞
∩∈ευ , удовлетворяющая 

интегральному тождеству 
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для любой вектор функции .0)()),()(;,0(
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Имеет место следующая теорема. 

Теорема 4. Пусть )),(,,0(),( 22 DLTLtxf ∈  2C∈γ , )()( 10 DVx ∈υ . Тогда 
существует хотя бы одно обобщенное решение задач (26), (27) и (21), (22) для 
решения справедлива оценка 
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.
)(,,0( 22

ευυε C
LTL

≤−
Ω

 

Литературa 

1. Кочергин В.П. Теория и метод расчета океанических течений. ВЦ СО АН 
СССР, «Наука», Новосибирск, 1978 г., 124 стр. 

2. Вабищевич П.Н. Метод фиктивных областей для задачи математической 
физики. Москва, изд. МГУ, 1991 г., 156 стр. 

3. Смагулов Ш. Метод фиктивных областей для краевой задачи уравнений Навье-
Стокса. Новосибирск, 1976 г., Препринт ВЦ СО АН. 

4. Конавалов А.Н.В кн. Численные методы механики сплошной среды. 1972 г., т. 
3., №5. 

5. Антонцев С.Н., Кажихов А.В., Монахов В.Н. Краевые задачи механики 
неоднородных жидкостей. СО РАН, изд. «Наука», Новосибирск, 1983 г., 305 стр. 




