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1. Stirekli Markov Zinciri Hakkinda Genel Bilgi:

Bir ciimlenin her devre sonunda meseld her saat sonunda #=—0,
1, ...., n tesadifi olarak alabilecegi n durumu g, 5, ¢ ... u olsun.
Her devrenin sonunda tesadiifi {hir g¢ekilig, bir sonraki devre icin
climlenin durumunu tayin etmis olsun. Bu cekiliglerin meydana gelis
sekilleri yapidiklari devre esnasindaki ciimlenin durumuna baghdir.
Béylece cilimlenin—=20, 1, 2, ..., n devredeki durumlarinin bilinme-
si, n inci devreyi takip eden (n -- 1) inci devre sonundaki durumun
bilinmesi i¢in bilgi temin eder. Ancak bu bilgi, sadece ciimlenin en
son devredeki dursmunda mevcuttur, Bagka bir deyimle, ciimlenin
herhangi bir ¢ devresinde belli bir durumu almasinda # devresine ka-
dar gecirmis oldugu muhtelif durumlarin bilinmesi ehemmiyet arzet-
mez. Iste bu Szelligi haiz gelismeyc siirekli Markov zinciri denir.

Soylenenleri matematikle ifade etmege cahsahm. Ciimlenin ala-
cagt a, b, ¢, ..., u durumlarma tekébill eden tesadiifi degiskenler
L x (#) ] olsun. Buradaki ¢ parametresi zaman ifade eder ve degrisim
fasilast sonlu veya sonsuz olabilir. Eger agagidaki ifade ¢ nin » de-
geri igin, £ <fh < +ere-n <t,, t(n=1,2,...),

Pg X <x | xt)==xi ... x(_f,,):x,.g

ﬁP x6H < x /x(l(n):xn%

saglamyorsa, siirekli Markov zincirinden bahsedilir.
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Stirekli Markov zincirinin seyri, baglangic durumu

P 3 x(0) < x é — P(0,x) ve sarth ihtimal fonksiyonu

7

PYe@ = x/x®=y{=FG,yit,

yardimiyle tayin edilir. Bu sonuncu fonksiyona gecis ihtimali adi ve-
rilir. : .
Devreler arasindaki degisikligin nasil meydana geldigini gorme-
ye caligalim. ¢ devresinden itibaren d¢ gibi bir zaman fasilass goz
oniinde tutalim. Bu zaman fasilasi sonunda meydana gelecek deji-
siklik :

ptd) = p® M

baglantisima gore cereyan eder. Burada p () ihtimali, # inci devrede-
ki durumun gerceklesme ihtimalidir. O halde # devresinden (¢ }- df)
devresine gegmek icin, ¢ devresi sonunda bilinen P () ihtimalini M
gecis ihtimalleri matrisiyle carpmak gerektir. Bu M matrisinin ne ol-
dugunu biraz sonra gdsterecegiz.

Su hale gire mevcut bilgiler iki gesiftir:

1) a b, ¢ ...., u durumlarmn baglangic durumu olma ihti-
malleri sirasiyle p(a); p(b), plc), .. .., p(w).

2) p:; gecis ihtimalleri. Biitiin 7 durumlan igin:

Pia =t pa o + p —1

oldugunu kabul edecegiz. Bu ifade / durumundan sonra n durumun-
dan, yani @, bfc, ...., u durumlarindan bir tanesinin gelecegini ifa-
de eder.

Esas aramlan eleman ise, r inci durumun 7 durumu olmas: ih-
timali P#" dir. pi” sembolii, » devrede i durumundan j durumuna
gecme ihtimalini g&sterir. Bir sonraki devre, yani (r +1) inci devre
icin p¢ 'Y ihtimali, toplam ve bilegik ihtimaller yardimiyle asagida-
ki gibi yazlabilir:
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pifD = pia?y « paj = pis - pey A e pad? - puy - (2)

Bu miinasebetten p;#*" ihtimalinin iki vektérin skalar carpim
seklinde yazilabilecegi anlasilir. Birinci vektériin elemanlart pi.?, pit
s ooy pi™ ve ikinci vektorin elemanlan ise puj, pojy .. .., puj dir.

Verilen izahata gore agagidaki matris miinasebeti yazlabilir:

Pum(r) Dat’™ o gD Pai  Pab "t Pau

3 (T} (L SN (r}
Mr! — Mr » M Pra oy pod 1| pra pob Phu

Pua(r) Pub(r) L puu(r) Pua Pub * " Puu

Goriildiighi lizere M matrisinin bir satirim pi.”, pa'™, ..., pa”
elemanlart ve M matrisinin bir siitununun paj, psj,.,.., ps; eleman-
lart tegkil eder.

Yukaridaki izahattan p;” — p;; olacagn anlasilir. pi/?, pi/, ...
ihtimalleri benzer tarzda rekiirans yoluyla elde edilebilir.

Aranilan ihtimal PA7 ise su sekli ahr:

P =p(a) pu + p®) pot? + -+ oo+ pl@) put? (3),

Limit Hali:

Buraya kadar () nin sonlu bir degeri icin p'” ihtimalinin ala-
cag: sekil incelendi. Bunun yaminda (#) nin sonsuz olma halinde aynr
ihtimalin ne olacag1 meselesi ile mesgul olmak ilging olabilir.

Eger p:;/® ihtimallerinden hi¢ biri sifir degilse, () nin biiyik
olmast halinde su hususlarin gergeklestigi goriliir: '

lim Ptm(r) —_ lim pba(r) iR S GO Y O lim puﬂ:("} oo A
Y=2co r—» oo I'—> oo
]im pab(r) - lim pbb(r} TS e as s a s e o s T lim pub(r) - B
t—>w r—>co ' F—>m
hm pau(") — hm Pbu(r) e — Iim P""(r) _— U

r—rc0 I=—3c0 r—>0
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A,B, ..., U degerleri de agsagidaki lineer sistem denklemlerin
coziimiinden elde edilir : ‘

A pe + Bpea A+ oo + Upe = A
Apu 4 Bpw o oeeeens + Upuw = B
' - . (5)
A;;a,,+1:3p,,,.+ ..... '~+1.Jpw:'u
Diger taraftan da
A+B4 cernnn. + U=—1t (6)

oldugu bilinmektedir.

Bu gosterilen hal en basit sekli olup, muntazam pozitif hal a-
dm alir. Siyet M gecis matrisinde ihtimallerden bir veya bir kagi
sifir olursa, bazi Ozel haller meydana gelir.

Bir misalle izah:

Once belli ii¢ durum «, b, ¢, durumlan mevcut olsun,

Bu durumlarin baslangic ihtimalleri soyle farzedilsin:
pla) =03 , p(b) =05 -, plc}=202

Gecis ihtimalleri matrisi de r =1 devre i¢in asagdaki gibi ve-
rilmis olsun. :

04 06 0
M= | 05 0 05
02 06 02
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Once =2 i¢in gecis ihtimalleri matrisi M? yi hesaphyalim

0,4 0,6 0 0,4 0,6 0
M? = 0,5 0 05 || 05 0 0,5 |,
0,2 . 06 0,2 06,2 - 0,06 0,2
yani,
Padd® " pa® p® 0,46 0,24 0,30
M= | ps®  pus® @ | = 0,30 0,60 0,10
pm @ pcb(z) pcc @ 0:42 0524 0}34

Benzer olarak r==3 icin M® matrisi de M2 M seklinde hesap
edilir :

Pac®  par®  p,, @ 0,364 0,456 0,180
M= |p® pu® @, | = | 0440 0,240 0,320
25 9,® 9. O S 0,356 0,456 0,188

Yine rekiirans yoluyia r=4,5, ... igin M" matrisi kolayca bu-

lunur.
Nihayet r — o igin de ' gecis ihtimalleri matrisi (4), (5) ve (6)
denklem sistemleri yardimiyle agsagidaki gibi hesaplanir:

pel®) P} (@) 0,3906 0,3750 0,2344
M(®) = | po®)  psl®) pao(®) |=| 0,3906 0,3750 0,2344
2al®) (P} (™) 0,3906  0,3750  0,2344

Dikkat edilirse r = 2 icin gecis ihtimalleri matrisinde elemanla-
rin hi¢ biri 0 degildir. O halde muntazam pozitif halin mevcut ol-
dugu sbylenebilir.
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Baslangic ibtimalleri ve gecis ihtimalleri bilindigine gore artik
hesaplanmas1 gereken esas unsur P, formiil (3) yardimiyla elde e-
dilebilir : '

p“a(r) P“b(r) _. pac ()
Pi == | pol™  pu®  pi? | - [p(a), p(®),p)],
pm(r) Pev ) FPee )

yani:
r—1 re=2  r=3 e y—«
- P 0,41 0,372 0,4004 .- e 0,3906
P 0,30 0,420 0,3480 e reeen 0,3750
Pl 0,29 0,208 0,2516 - erere . 0,2344

JI. Niifusta Yenilenme Problemi

Belli bir L sayisindan ibaret sahis toplulugu diisiinelim. Bu ga-
histar g6z oniinde tutulduklan ¢ anindan itibaren, muhtelif faktdrler
sebebiyle oliimle karsi kargiya kalacaklar, sayilan azalacaktir. Aym
sayly: devam ettirmek iizere Slenlerin yerine aym miktarda ve hepsi
~ x yaginda olan sahislar koyahm. Bdylece L salis Sliim olayr meydana
geldikce yenilenecek ve say itibariyle degigiklife maruz kalmaya-
caktir,

Bahsedilen L sahis genellikle farkli yaglarda olur; yaglara glre
béliniiglinti gésterelim :

! (0,x) sahis x yagmdadir.
I (0,x+1) sahg (x+1) 7
I (0x+2) 7 (x4-2) 7

[ Ox+n) 7 (x+n) "
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Niifusta yenilenme probleminde aranilan esas husus, belli bir
devre sonra meseld » y1l gectikted sonra, L. sahsin yag itibariyle bé-
liinfigiind arastrmaktir. '

Problemin baglangi¢ta bilinen iki elemam soyledir :

1) L gahsin ilk devrede yaglaraTgére béliiniigtis 7(0,x), 1(0,x+1),
ceves L(0,x}-n). :
2) Her yastaki 6lim ihtimalleri :

GxsGxtl 5 -+-+, Gxin (Burada n sonlu bir sayi olup g.yn—1 ka-
bul edilecektir). )

111, Siirekli Markov Zinciri Yardimiyle Yenilenme Probleminin
Céziimii +. . ‘

L sahsin sahip oldugu bazi Gzellikler mevcutiur. Bunlann siirek-
li Markov” zincirindeki hangi elemanlara tekabill ettigini gérelim:

x  yas stirekli Markov zincirinde @ durumuna tekabiil eder.

(x+1) 1t 32 N LRl b " * X ER)
(X+n) 14 3 ) [T u 1" %) 1
a, b, ..., z nun baglangic durumu olma ihtimalleri p{a), pib),

.., p(a) bu takdirde asagidaki-gibi olacaklir:

A (0,
»(a) :4(14)_
1(0
P(b) — L0z ;f:H)
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Gx s Grriy ---«» Gren itimallerine gelince, sirasiyle Pac s Poas s
voerey Pua gecis ihtimallerine tekdbil eder.

Yani:
Peaa — g=x 3 Pab — Px =1 gx
Poa = Gxz1 y Pro = Prs1 = 1 — Gers
Pua — {xin *

Diger biitiin ihtimaller sifirdir. Buna ragmen muntazam pozitif
- hal mevcuttur.

r devre; meseld r yi sonra niifusun dagiisim  bulmak i¢in, nii-
fusu tekabil eden ihtimallerle ¢carpmak kafidir:

{(r,x) = L. P,®
I (r,x+1) = L. P,?

I{r,x-}+-n}) = L. P.»
Problemi bit misal vererek daha iyl agiklamayh cahigalim.

Misaf}e [zah:

10.000 kigilik bir sahis grubu du;;unelim Sahslarin yaslarl 3
grupta toplansin ve &liim ihtimaleri sirasiyle:

Pea — ¢x = 0,4 .Pab — O,6
Pba — Gx41— 0»5 Boe— 015
Pea— Jrep2 — 1
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olsun. Daha Once verdigimiz misalin baslangic ihtimallerini éynen var-
saylyoruz. r nin muhtelif degerleri i¢in aramlan [ (r,x) in béliinme-
sini hesap edelim: '

r == 0 igin:
1(0,x) =L.p (a)=10.000. 0,3 = 3000
! (0,x+1) = L. p (b) = 10.000 . 0,5 = 5000
1(0,x+2) = L. p (¢) = 10.000 . 0,2 = 2000

10000
bilinen degerlerdir. Bunlar 'yardlmiyle r==1 i¢in aranilan degerler:

1 (,x) =L.P® =10.000. 0,57 = 5700
I (Lx41) = L. P, = 10.000. 0,18 == 1800
I (1,x42) = L. P,® = 10.000 . 0,25 == 2500

10000
olur,

r — 2 ic¢in ise :
[(2x) =L P& =—10000. 0,568 = 5680
I (2x+1)=1L. P,®» —10.000. 0,342 = 3420
[ (2,x+2) L. P, =10.000. 0,090 — 900

10000

ver =3 icin |
[ (3x) =L.P® —10000.0,4882 — 4882
1 (3,x41) ==L. Ps®» = 10.000. 0,3408 == 3408
! 3,x+2)=L. P.,® = 10.000. 0,1710 — 1710

10000



Siirekli Markov Zinciri 225

hesap edilir, Nihayet r == « halinde :
[ (wx) = L Pf®)=10.000. 0,5063 == 5063
[ (,x41) = L. Ps() = 10.000 . 0,3797 — 3797
[ (,x+2) = L. P(®) = 10.000. 0,1140 = 1140

‘ 10000
olur. Neticeleri tablo halinde edelim :
r=0 r=1 r=2 r==3 «-c--: r.:m,
1 (r,x) 3000 5700 5680 4882 ... 5063
[ (r,x+1) 5000 1800 3430 3408 ... 3797
[ (r,x-{2) 2000 2500 900 1710 .. 1140
10000 10000 10000 10000 10000

Ayni neticeleri r = 0 halinden itibaren rekiirans yolu ile hesap-
lamak kabildir. Yani :
{(r+1, x+1) =P, I(r,x)

Misal + r—=2 ve x’ = x+2 halinde | (2,x-+2) nin hesab igin
! (1,x-}-1) yardimiyle asagidaki miinasebetten istifade edilir :

I 2x42) = Poy1 I (1,x41)
ve ‘
1 (2,x+2) - 0,5. 1800 = 900
bulunur.

S ONUC

Surekli Markov zincirinin ana hatlarini belirterek kiigiik bir misal-
{e tatbikatim gésterdik. Nifusta yenilenme problemine temasla esas
prensiplerine igaret ettik. Sonra siirekli Markov zincirinin niifus prob-
lemine uygulamgim gdstererek bir misalle aciklamaya galigtik. Bu tarzda
baslangicta yaslara gére boliinmesi bilinen bir gahis toplulugunun, 6liim
ihtimalleri yardimiyleibelli bir devre sonra yaglara gére boliiniigiini
hesaplamak miimkiin olabilmektedir.
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