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OZET

Bu calismada, genellestirilmis iistel dagilima ait bilinmeyen parametrelerin istatistiksel tahmini ilerleyen tiir tip II sagdan
sansiirlii 6rneklem durumunda incelenmistir. Bilinmeyen parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri Newton-Raphson
ve Beklenti Maksimizasyonu (EM) algoritmasi kullanilarak elde edilmis, parametrelerin asimptotik giiven araliklar1 kayip
deger prensibine dayali Fisher bilgi matrisi araciligiyla bulunmustur. Tahmin edicilerin performanslari farkli sansiir semalar1
ve parametre degerleri i¢in benzetim ¢alismasi yoluyla karsilastirilmistir. Ayrica ¢caligmanin daha agiklayici olmasi amaciyla
bir gercek yagsam verisi drnegi de verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Beklenti Maksimizasyonu Algoritmasi, En Cok Olabilirlik Tahmincisi, Genellestirilmis Ustel Dagilim,
flerleyen Tiir Tip II Sagdan Sansiirlii Orneklem, Newton-Raphson yéntemi, Sansiirleme

ABSTRACT

In this study, the statistical estimation of the unknown parameters of the generalized exponential distribution is examined in
the case of the progressive type Il right censored sample. The maximum likelihood estimators of the unknown parameters
were obtained using the Newton-Raphson and the Expectation Maximization (EM) algorithm and the asymptotic confidence
intervals of the parameters were found through the Fisher information matrix based on the missing value principle. The
performances of the estimators are compared by means of a simulation study for different censoring schemes and parameter
values. Also, a real-life example is given in order to make the study more descriptive.

Keywords: Expectation Maximization Algorithm, Maximum Likelihood Estimator, Generalized Exponential Distribution,
Progressively Type Il Right Censored Samples, Newton-Raphson method, Censoring

1. GIRIS

Yasam analizi, basarisizlik olarak adlandirilan, genel olarak da 6liim veya bozulma olarak belirlenen
herhangi bir olayin ortaya ¢ikmasina kadar gegen siire igindeki verilerin analizidir [1]. Burada siire;
arastirmanin bagindan ilgilenilen olay gergeklesinceye kadar gegen yillari, aylari, haftalari, giinleri ya
da olay gerceklestigi anda birimin yasini ifade eder. Olay ise oliim, hastaliga yakalanma, hastaligin
kotiiye gitmesi, iyilesme, ise donme ya da birimin basina gelebilecek ilgilenilen herhangi bir olay:
ifade etmektedir [2]. Yasam analizi verilerinin kaynagi genel olarak saglik bilimleri olmakla birlikte
niifus bilimi, miihendislik, ekonomi, isletme ve sosyal bilimler gibi diger alanlar da olabilir.
Sosyolojide olay gegmisi analizi, miihendislikte basarisizlik zamani analizi, ekonomide siire analizi ya
da gecis analizi ve saglik alaninda ise yasam analizi olarak adlandirilir [3]. Buradan da anlasilacagi
gibi yasam analizi sadece hastalik ve yasamu etkileyen faktorlerin analizinde yararlanilan bir yéntem
degildir. Oliim veya hayatta kalma siireleri ile sinirlandirilamaz. Ornegin; evli olan giftlerin evli kalma
stireleri, ekonomik alanda sirketlerin aldiklari is makinelerinin bozulma siireleri veya islevini géremez
duruma gelme siireleri, makinelerin ardisik iki kez bozulma siireleri arasinda gegen siire, elektronik
parcalarin veya aletlerin yagam siirelerinin analiz edilmesi gibi bircok alanda kullanilir [4]. Bu nedenle
s6z konusu olay, calismanin amacina gore farklilik gosterir. Bu olay canlilar i¢in genellikle 6liim,
cansiz nesneler i¢cinde bozulma olarak ele alinir [5].

Givenilirlik ¢aligmalarinda ve yasam analizlerinde sonuca ulagsmak igin sistemi olusturan tiim
bilesenlerin bozulma zamanlarim gdézlemlemek her zaman miimkiin olmayabilir. Ornegin; bir klinikte
tedavi goren hastalara iliskin veriler, eksiksiz gozlenemeyebilir veya pahali bir elektronik par¢anin
yasam zamani hakkinda bilgi edinmek i¢in yapilan yasam testinde, parcalarin hepsinin bozulmalarinin
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gozlenmesi maliyeti ve test zamanini artiracagindan istenmeyebilir. Bu tip durumlarda, deney ya da
gbzlem sonrasi sansiirlenmis veri elde edilir. Tip, biyoloji, miihendislik, kalite kontrol ve bir¢ok
alanda sansiirlenmis verilerle karsilasilir [6]. Bu nedenle yasam verileri genellikle sansiirliidiir. Yagsam
verilerinin bir diger 6zelligi ise simetrik dagilmaz. Benzer bireylerden olusan bir gruptan elde edilen
yasam verileri saga carpik bir dagilis gosterdiginden bu tiir verilerin normal dagilimli oldugu kabul
edilemez. Bu durumda veri dagiliminmi simetrik bir dagilima doniistiirmek icin verilere logaritmik
doniisiim yapilir. Fakat bu doniisiimii yaparken hesaplamalarda kayiplar olur. Veri yapisindaki bu
farklilik, yasam analizini diger istatistiksel analiz yontemlerinden ayiran en énemli 6zelliktir. Yasam
analizinde kullanilan yontemler Sekil 1’de verilmistir.
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Y Wang, P., Li, Y. ve K. Reddy (2017). Machine Learning for Survival Analysis: A Survey, ACM Computing Surveys, 1, 1,
Article: 1-38.
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Sansiirlii verilerin analizinde kimi zaman en ¢ok olabilirlik tahminleri kapali formda elde edilemediginden,
gozlenen ve kayip verilere gore olusturulan olabilirlik fonksiyonuna dayali EM algoritmasi kullanilarak
parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri elde edilir. Bu algoritma [7] tarafindan 6nerilmistir.
Sansiirlii veri analizlerine iligkin daha 6nce yapilan ¢alismalardan bazilar1 agagida verilmistir:

Gupta ve Kundu (1999, 2000), ¢calismalarinda genellestirilmis tistel dagilimi, dagilimin tahminlerinin
farkli yontemlerle elde edilisini ve baz1 dzelliklerinden bahsetmislerdir. Ustel dagilim ailesinden olan
Gamma ve Weibull dagilimlari ile karsilastirmasini yapmislardir.

Yazic1 (2005), tez calismasinda istatistiksel analizlerde ve yasam analizlerinde kullanilan veri tiirlerinden
bahsetmistir. Genellikle yagam analizlerinde sik karsilagilan sansiirlii veri durumunda parametre
tahmini hesaplamalarinda kullanilan EM algoritmasini ve uzantilarini tanitmay1 amaglamistir.

Kus ve Kaya (2006), ilerleyen tiir tip II sagdan sansiirlemeye dayali log-lojistik dagiliminin
parametreleri i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini EM algoritmasi kullanarak elde etmis ve bir
ornek tlizerinde uygulamislardir.

Balakrishnan (2007), ilerleyen tiir sansiirlii sira istatistiklerinin 6zelliklerini ve ilerleyen tiir
sansiitlenmis ornekleme dayali istatistiksel sonu¢ c¢ikarmmu {izerinde calismustir. Ilerleyen tiir
sansiirleme alanindaki gelismelerden bahsedip daha sonra yapilacak galismalar i¢in olasi problemlere
deginmistir.

Pradhan ve Kundu (2008), Genellestirilmis {istel dagilimin ilerleyen tiir sansiirlii 6rneklem durumunda
EM algoritmasim1 kullanarak bilinmeyen parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminlerini ve
istatistiksel ¢ikarsamasini ele almislardir.

Saracoglu (2012), calismasinda, Pareto dagiliminin parametrelerinin ilerleyen tiir tip-II sagdan
sansiirlii 6rneklemlere dayali en ¢ok olabilirlik ve en kii¢iik kareler tahmin edicilerinin yanlilik, hata
kareler ortalamas1 ve varyanslarina iliskin bir Monte Carlo simiilasyon ¢alismasi yapmis ve elde edilen
sonuglar dogrultusunda n sabit tutulup m arttirlldiginda, 2 ve S parametresinin en ¢ok olabilirlik ve

en kiigiik kareler tahmin edicilerinin yanliliklar1 ve hata kareler ortalamalarinin azaldigini gérmiistiir.
Biitiin sansiir semalar1 i¢in, S 'nin en kiiciik kareler tahmin edicisinin yan1 ve hata kareler ortalamasi,

en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin yanina ve hata kareler ortalamasina gore daha biiyiik elde etmistir.
Degisik sansiir semalar1 i¢in B i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin kullanilmasi gerektigini

Onermistir. Biitiin sansiir gemalari i¢in, 4 ’nin en kii¢lik kareler tahmin edicisinin yani ve hata kareler
ortalamasi, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin yanina ve hata kareler ortalamasina gore daha kii¢iik
elde etmistir. Dolayisiyla degisik sansiir semalar1 igin A4 i¢in en kiigiik kareler tahmin edicisinin
kullanilmasi gerektigini 6nermistir.

Zhu, S. (2013) calismasinda genellestirilmis iistel dagilimm yeni hibrid tahmin ydntemlerinden
bahsetmektedir. Monte Carlo simiilasyon g¢alismast ile sonlu 0&rneklem performanslarini
karsilastirmigtir.

Eteman (2014), tez ¢alismasinda sistemlerin ve iiriinlerin giivenilirlik seviyelerinin hesaplanmasi ve
analiz edilmesini saglayan, giivenilirlik, ortalama yasam ve diger genel giivenilirlik sonuglarini veren
istatistiksel analiz segeneklerini sunan ¢esitli hesaplama ¢izim ve rapor iireten istatistiksel araclar1 tek
bir yazilim biinyesinde toplamayi amaglamistir. Bu amag¢ dogrultusunda gelistirilmis olan bu yazilim
ile gesitli dagilimlardan tam ya da sansiirlii veriler tretilebilmekte, gdzlenmis tam ya da sansiirlii
verilere dayal1 parametre tahmini yapilabildigini ortaya koymustur.
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Demir (2015), tez ¢alismasinda, Balakrishnan ve Sandu’ nun (1995) ilerleyen tiir tip-II sagdan
sansiirlii 6rneklem igin say1 iretme algoritmasini kullanarak Weibull, Gompertz, Ustellestirilmis Ustel,
Chen ve Ustellestirilmis Pareto dagilimlarindan veriler iireterek en ¢ok olabilirlik ve Lindley yaklagimi
kullanarak bayes tahmin edicilerini elde etmistir. Genellestirilmis Gompertz dagilimi i¢in en ¢ok
olabilirlik tahmin edicilerini incelemis ve tiim durumlar i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin
yaklasik bayes tahmin edicisine gore daha iyi sonuglar verdigini gozlemlemistir. Ilerleyen tiir tip-1l
sagdan sansiirlii 6rneklem durumunda incelenen dagilimlar i¢in yaklasik bayes tahmin edicileri ve en
¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin her ikisinin de kullanilabilir oldugu sonucuna ulagmustir.

Arabi Belaghi, Valizadeh Gamchi, Bevrani, Giiriinlii Alma (2016), calismalarinda ilerleyen tiir
sansilirleme altinda iki parametreli Burr tipi III dagiliminin parametreleri kapali formda elde
edilemediginden EM ve SEM algoritmalarini kullanarak tahmin edicileri bulmuslardir. Beyaz kan
hiicresi kanserli hastalarinin analizini yaparak SEM, EM ve MLE sonuglarini karsilastirmislardir.

Bu calismada, [8] tarafindan onerilen saglik, ekonomik ve cevresel verilere uygulanabildigi gibi
ozellikle giivenirlik ve yasam analizi i¢in olduk¢a kapsamli bir dagilim olan genellestirilmis tistel
dagilim ele alinmig ve ilerleyen tiir tip-Il sagdan sansiirlii orneklemi tizerinde c¢aligilmistir.
Genellestirilmis tstel dagilima ait bilinmeyen parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri
Newton-Raphson ve Beklenti Maksimizasyonu (EM) algoritmasi kullanilarak elde edilmis,
parametrelerin asimptotik giiven araliklar1 kayip deger prensibine dayali Fisher bilgi matrisi
araciligiyla bulunmustur. Tahmin edicilerin performanslar1 farkli sansiir semalar1 ve parametre
degerleri icin benzetim ¢aligmasi yoluyla karsilastirilmistir. Ayrica ¢alismanin daha agiklayici olmasi
amaciyla bir gercek yagsam verisi 6rnegi de verilmistir.

Calismanin ilerleyen boliimleri su sekildedir: Calismanin ilk boliimii olan giris boliimiinde, yasam
¢dziimlemesinin insan hayatindaki yerinden bahsedilerek kisa bir giris yapilmustir. Ikinci boliimde ise
genellestirilmis {istel dagilimin olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonu, genellestirilmis tistel
dagilimdan gelen sirali drneklemin &zellikleri ve genellestirilmis {istel dagilimin parametre tahmin
yontemlerine yer verilmis, Genellestirilmis tstel dagilimim ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirli
orneklemi icin Newton-Raphson yontemi ve EM algoritmasi kullanilarak tahmin edicileri
hesaplanmistir. Ugiincii boliimde simiilasyon yoluyla, bu tahminlerin davranis: farkli sansiir semalari
ve parametre degerleri altinda incelenmis ve karsilastirilmis ve daha agiklayici olmasi amaciyla bir
gercek yasam verisi Ornegi de verilmistir. Son olarak dordiincii bolimde elde edilen sonuglar
yorumlanmis ve Oneriler sunulmustur.

2. MATERYAL VE METOT

Yasam verilerini analiz etmek i¢cin Gamma ve Weibull dagilimlar1 yirminci ylizyilin ortasindan
itibaren popiiler olarak kullanilmaktadir. Her iki dagilimda herhangi bir pozitif ger¢ek veri setini
analiz etmek icin esnek olmasma ragmen her ikisinin de bazi dezavantajlari mevcuttur. Ornegin,
Gamma dagiliminin parametresi bir tam say1 degilse dagilim fonksiyonu ya da hayatta kalma
fonksiyonu kapali bir bi¢gimde ifade edilememektedir. [19], Weibull dagiliminin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicilerinin tim parametre degerleri i¢in diizgiin bir sekilde ¢alismadigini belirtmislerdir. Bu
nedenlerden dolay1 negatif olmayan bir rasgele degisken igin ¢arpik dagilim gereken durumlarda
Gamma ve Weibull dagilimlarina alternatif olarak kullanilabilen genellestirilmis iistel dagilim, [8, 9,
20, 21], tarafindan yeni bir dagilim olarak onerilmistir [15].

2.1 Genellestirilmis Ustel Dagilim

[8] tarafindan Gnerilen iki parametreli genellestirilmis iistel dagilim 1 O6lgek parametresi ve o sekil
parametresi ile tamimlanmaktadir. Dagilim fonksiyonu ve buna karsilik gelen olasilik yogunluk
fonksiyonu Esitlik 1 ve 2’de verilmistir.
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Ilerleyen tiir tip II sansiirleme, tip II sansiirlemenin genellestirilmis halidir. ilerleyen tiir tip-II sagdan
sansiirlii 6rnekleme, yasam zamani analizlerinde veri elde etmede onemli bir yontemdir ve asagida
belirtildigi sekilde tanimlanabilir.

Ayni dagilimli n bagimsiz birim i¢in, dagilim fonksiyonu F(x) ve olasilik yogunluk fonksiyonu f(x)
olan X, X,,...X, bozulma zamanlari ile bir yasam testi disiiniilsiin. Sistemde meydana gelen 1.
bozulma ile rasgele R, sayida bilesenin sistemden ¢ekildigini, daha sonra hayatta kalan n-R -1
bilesenden, 2. bozulma ile rasgele R, sayida bilesenin sistemden ¢ekildigini ve boylece m. bozulma ile
rasgele R, sayida bilesenin sistemden ¢ekilmesiyle m bilesenin bozulma zamani gbzlenir. Bu sekilde

elde edilen m hacimli 6rnekleme ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem denir. Burada
n= erZm:Ri bigimindedir. Onceden belirlenmis bozulma sayis1 m ve R= (R..R,....R,) ilerleyen tiir tip-
i=1

IT sagdan sansiirleme semast olarak adlandirilir [22]. Bu sansiirleme semasi Sekil 2°de gosterilmistir:
R, cekilyor Rz cekiliyor R gekiliyor R cekiliyor Ry cekilivor

Xt X7 X

2omm 3amin

Baslangi¢

Sekil 2. Tlerleyen tiir tip-1I sagdan sansiirleme semast

Bu durumda tamamen gdzlenmis bozulma zamanlari X% i=12_.m ile gosterilir. Notasyonu

mn

basitlestirmek icin sansiirleme semasi acik oldugunda X®-) yerine X

m:n

i=1,2,..m kullanilr.
X < Xpon << X2, olastlik yogunluk fonksiyonu f(x;m:n)ve dagilim fonksiyonu F(x;m:n) olan

iimin ?

dagilimdan alinan ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem olmak iizere X} <X} <. .<XF ’nin

1m:n 2:m:in m:m:n
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu:
f X AE xR (X0 Xgreees Xy ) = alj f(x;m:n)[1-F(x;m: n)]R‘ , =0 <Xy < Xy <ot < Xy <O 3)
seklinde ifade edilir. Burada,
a=n(n-R-1)X...Xx(n-R —-R,—..—R, —-m+1) 4)

seklindedir. Esitlik 3’de R=(0,..,0) oldugunda bilinen sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu, R=(0,..,n-m) oldugunda ise tip-II sagdan sansiirlii sira istatistiklerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu elde edilir [22].
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2.2. Newton Raphson Yontemi ile Tahmin

Newton—Raphson yontemi, dogrusal olmayan denklemleri ¢6zmek icin kullanilabilecek bir sayisal
yineleme prosediiriidiir. Yaklagimin optimumlugu, gergek fonksiyon i¢in optimum bir tahmin
vermelidir. Bu tahmin optimum seviyeye yakin degilse, yeni bir yaklasim hesaplanir ve islem
tekrarlanir. Bu yontem Newton Rapson ydntemi olarak belirtilir. Newton-Raphson yonteminin
avantaji, hizli yakinsamasidir. Ozellikle, ¢ minimuma yakin oldugunda ¢ok hizli yakinsar. Yontemin
dezavantajlar1 ise, parametrelerin sayisi ¢ok fazla oldugunda Hessian matrisinin tersinin bulunmasinin
zorlagmasi ve 6 minimuma yakin degilse, yakinsamanin olmamasi durumunda H matrisinin negatif

taniml1 olmasidir [23].

Genellestirilmis tistel dagilimin ilerleyen tiir tip II sagdan sansiirlii 6rneklemi igin Newton-Raphson
yontemiyle MLE tahminlerinin elde edilmesi asagida verilen esitliklerle saglanir.

In[L(a,2)]= gln[aﬂe%xl (1— g )H} + ]Z: R, In(l—(l—e’“)a) (5)

a parametresi igin log-olabilirlik fonksiyonunun ikinci dereceden tiirevi asagidaki gibi elde edilir.
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R, ((l—e’“j )ajz In(l—e’“’ )ozxje’“j

(1— (1) T (1)

+

m
+> -
1

j=
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2.3. EM Algoritmasi ile Tahmin

EM algoritmasi, sansiirlii veri problemlerinde parametre tahminini hesaplamak i¢in en ¢ok olabilirlik
tahminlerini igeren tekrarlamali bir yontemdir. EM algoritmasi parametre tahminini gerceklestirirken,
gozlenen ve sansiirlii verilere gore olusturulan olabilirlik fonksiyonundan yararlanir [7].

EM algoritmasi iki asamali olup, E: beklenti adimi ve M: maksimizasyon adimini igerir. E-Adima:
Sansiirlii veya gozlemlenemeyen veriler i¢in beklenen degerleri yardimiyla bir bilgi elde ederken, M-
Adim: Gozlemlenen veri ve beklenen deger bilgileri altinda olabilirlik fonksiyonunu maksimize eder.

llerleyen tiir tip II sansiirlii 5rneklemlerde kayip veri ya da eksik veri sorunlarini yasayan drneklemler
oldugundan, burada bilinmeyen o Ve A parametrelerinin MLE’ sini elde edebilmek igin EM
yonteminden yararlamlacaktir. X=(Xy,... X)) V& Z=(Z,...Z,)sirastyla gdzlenen ve sansiirlii veriler

olmak lizere, burada her bir z;, j=12..m i¢in Z;=(2;,Z,..Z;) ile IR vektdrdir ve
gozlemlenemez. Sansiirlii veri Z, kayip veri olarak diisiiniilebilir. W=(X,z) kombinasyonu ise tam

veri setini olusturmaktadir. Verilerin tamamina dayanarak olusturulan olasilik fonksiyonunun
parametre tahmini Log-olabilirlik fonksiyonunun beklenen degerinin parametrelere gore tiirevleri
alinir ve maksimize edilir. Katki sabitini goz ardi edecek olursak, L, (W;a,1) sansiirsiiz verilerin log-

olabilirlik fonksiyonu Esitlik 9’da verildigi gibi elde edilir.

R R;

IC(W;a,/l)=n|na+n|n/1—/1_zm:x(i)+(a_1)zm:|n(1_e—xx(.>) ilzm: ( ) iZ'”(l e“’*) 9)

i=1 i=1 k=1 =1 k=1

Genellestirilmis iistel dagilimdan gelen ilerleyen tiir tip II sagdan sansiirlii 6rneklem i¢in EM
algoritmasinin beklenen ve maksimizasyon adimlari su sekildedir:

E-adimi: Bu adimda oncelikle log-olabilirlik 1.(W;a,1) fonksiyonu hesaplanmalidir. I, (W;a,4) dan
9(z, ) gibi z, *mn herhangi bir fonksiyonu E{g( i) 25> % } ile degistirilerek elde edilir. Bu nedenle
log-olabilirlik fonksiyonunun beklenen degeri Esitlik 10°da verildigi gibi ifade edilmektedir.

R R

J ]

E[ij|z]k>x J i

j=1k=1

nina + nlnl—lix(i) +(a—1)i|n(1_e’“' )_gi

i-1 i=1 =1 k=1

E[In(l—emik )iz, > x“.)J (10)

Burada E(Z, |z, > ;)i bulmak igin Teorem 1’e ihtiyag vardir.

Teorem 1:
f(zle.) .
fz\x(zj | X(l) =Xqyreen X(j) = X(j)) = lex(zj | X(j) = X(j)) U X(l) =Xy X(j) =Xy olmak  iizere
1—[F(x(” |a,/1ﬂ
k=1..,R;, z;>Xx; vediger durumlarda 0 i¢in Z, "nin sarth dagilimidur.

Teoremin ispati ile ilgili olarak detayl bilgi i¢in Ng ve digerlerinin 2002 yilinda yapmis oldugu
caligmadan yararlanilabilir [24].

Teorem 1’i kullanarak Esitlik 11°de verildigi gibi ifade edilir.

E(ij|zjk>0):l_|:(%xfxe 1 e‘*) Tdx
—
A(C,a,/l)
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Burada 2, =y , 4, ’inyerine y yazilir.

a T _oya-l
:—ﬁ(l—F(CIa,/l))X;[y'e Y(1-e7)" dy

Burada e yerine z yazilir.

:—mx ! In z(l—z)‘Hdz (11)

ve

)

E[In(l—e’lZik )I z, > c} “TFl ol F(O(Cja,/l) x!ln(l—e‘“)e‘“(l—e‘“)ﬂdx

—

B(c.a,4)

1 1
B(C,a,/l) = a(:]__lz((:la,l))x(lej; )a In ydy

y nin yerine y=(1-e*)" yazildiginda Esitlik 12°de verildigi gibi elde edilir.
1 —ca\% —cA
D) [(1—9, ) (L-aln(1-e ))—1} (12)

>

M adimi: Esitlik 11 ve esitlik 12°deki karsilik gelen degerlerinin Esitlik 10°da degistirilmesini ve
Esitlik 10°da verilen log-olabilirlik fonksiyonunun ise maksimize edilmesini igerir. Bu nedenle, (o, 4)

‘nin tahmin edicileri (a(”,i(k)) k. agsamasinda ise eger « Ve 1’ya gore maksimize edilerek

(a(k*”,/l(k*”)elde edilir.

m m

L (W;a, 1) = nlna+nln/1—/12m:X(i) +(a—1)zmlln(l—efm)_iZRjA(X(j)'“k'/ik)Jr(a_1)ZRiB(X(i)’“(k)"1(k)) (13)

i-1 = =1

Esitlik 13’{in maksimizasyonu, Gupta ve Kundu (2001) tarafindan 6nerilen benzer yontemle oldukca
etkili bir sekilde elde edilir. Ilk olarak, fixed-point denklemi ¢oziilerek A** bulunur.

h(4)=4, (14)
Burada nh(4) fonksiyonu Esitlik 15’de verildigi gibi tanimlanmaktadir.

A |

Zx fA—l(d(ﬂ,) 1)i X(”e%x(” (15)

n= i1l—e

Burada A, B ve (/1) sirastyla agsagida verildigi gibi ifade edilmektedir.

RJA( )
RJB( )

A

NN

los ]}
Il

1l
LN
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_ n

iln(l—e’“‘” )+ B

=1

240 elde edildiginde o, o** :&(/1(“”) olarak elde edilir. Bu nedenle, k. tekrardan (k +1). tekrara

a(4)

ilerlemek i¢in agagida verilen algoritma kullanilmaktadir.

Adim 1: Esitlik 14’4 kullanarak esitlik 13 maksimize edilir. Boylece yakinsayana kadar siire¢ devam
eder. (k+1). asamada, esitlik 13’ii maksimize eden 4 ’nin degeri A% > gjp.

Adim 2: o = n atanir.

Zln(l—e'“k”)x‘” ) +B
=t

Adim 3: (a‘k*l),z(k*l)) ’nin yakinsamasi kontrol edilir. Eger yakinsama gerceklesirse tekrarlama
durdurulur. Aksi takdirde 1. Adima geri doniiliir [25].
2.4. Fisher Bilgi Matrisi
Gozlenen ve beklenen Fisher Bilgi matrislerinin hesaplanmasi igin Louis'in (1982) eksik bilgi ilkesi
kullanilmistir. Gozlenen Fisher bilgi matrisi, asimptotik giiven araliklari1 olusturmak igin kullanilirken,
en uygun sansiir planlarinin yapilmasi i¢in beklenen Fisher bilgi matrisi kullanilir [25]. Louis'in (1982)
eksik bilgi ilkesi fikri su sekilde ifade edilir:

Gozlenen Bilgi = Tam Bilgi - Kayip Bilgi

Burada verinin tamamindan elde edilen bilgiyi tam bilgi olarak ifade edersek ve 6=(a,1) ile
gosterirsek X : gozlenen veri, W : tam veri, 1,(6): tam bilgi, 1, (6):gozlenen bilgi ve 1,4 (6): kayip
bilgidir. Esitlik 16’da verildigi gibi ifade edilir.

Ix (‘9) =ly (9)_ L (‘9) (16)

Tam bilgi 1,,(6) ise Esitlik 17°de verildigi gibi ifade edilir.

o .
|W(9)_—EL%)2 LC(W.G)} an
j. basarisizlik zamaninda x;, gzleminden elde edilen Fisher bilgi matrisi esitlik 18 ile hesaplanir.
) %
I(J)WIx (9)=—EZJ |X(j)|:692|n le (zj |x(j),6)} (18)

Bu nedenle, X kayip bilgi kosulunda W ’nin dagilimi i¢in beklenen bilgi matrisi esitlik 19°da verildigi
gibi ifade edilir.

IW|>< (e)ziR,‘IU)W\x 9). (19)

Boylece gozlenen bilgiler esitlik 16 'dan elde edilir. é:(o‘z,i) ‘nin asimptotik varyans kovaryans

matrisi, 1, (0) tersine gevrilerek elde edilir.
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< =[(0)-lux (0)]

1

Z[VahCov] =1

Olabilirlik fonksiyonu ve soldan budanmis olasilik fonksiyonu kullanilarak kayip bilgi matrisi
asagidaki gibi elde edilir.

Fzyl 2y >%:0)= HH (())

jlkll F
0* o
agzlnE(f(zjk|zjk>xj;9))=E{602In(f(zjk|zik>xj))}
{Var(d) Cov(4)

Cov(d,i) Var( )

] Iil('g) = [IW (9) —lwix (9)]71

Genellestirilmis iistel dagilimdan gelen ilerleyen tiir tip Il sagdan sansiirlii 6rneklem verilerinin
tamamu i¢in elde edilen log-olabilirlik fonksiyonu esitlik 20°de verildigi gibi elde edilir.

f(X|ad)=ale™(1- e*“)‘H
X |(Z /1 Hf ll[aﬂ,e_ﬁx‘ (1—6'_/1)(‘ )a—l
InL, (X Ia,/l)=Z[lna+lnA—Axi +(a_1)|n(l_e—lxi )]

—Zlna+ZIni 12x+ (- 12 (1-e7)

(20)

Verilerin tamamindan elde edilen, tam bilgi matrisinin elemanlarin1 hesaplayan tam veri kayip-
olabilirlik fonksiyonunun ikinci kisminin beklenen degerleri asagidaki gibi verilir.

Var(d) = {ylnLW(X)a z}

oo’
Cov(d,i) = E{W}
Var(i) {W}

Baylece 1, (@) nin (i,j)" elemanint a,(a,2) ile belirtirsek, asagidaki esitliklerde verildigi gibi elde
edilir.

n
E[am]:—?

oL, (Xla)_n [ Xe X
R R P K S

oA A

62InLW(X|a,/1) n l'n|:_x_26(;vx.)a Xiz(e’“')za Xizeflxi
R e A M e

oA’ 2| G 1-e (1-e™ )2 -
2 ( a-i% \2
-4—Xi (e A )2]:|
1-e)
’InL, (X |a,A) Z xe )
dadA CH1-e
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a11:Lz
=20 =5 (@) v (W)~ (v (@) -v() |, a>2

= _nTO[J.xe’2x (1—e’x)a72dx , O<a<2,

e )
+n—a[(w'(l)—V/(a))+('/’(a)—l/'(1)ﬂ a2,

12

e
”“(“ j Pdx, 0<ar<2

0

Burada y ve w' Digamma ve Trigamma fonksiyonlaridir [27]. Kayip bilgi matrisi 1V, (X |, 1)
asagidaki gibi elde edilir.

by (X i)iad by (%] )M}

|(i) X )
w (X e,2) = {bZI(XJ)aﬂ. b, (X, J )it

Burada b,, b, Ve b, asagidaki esitliklerde verildigi gibi elde edilmektedir.

2 _e M)
bn(X(j)ia,ﬂ):%[ln(l—e*(“))} (16—))2
(1-f-e )]
ax;’e gt (Le’“” )H
(1— (1— e 0 )” jz

“A%G) (4 _ a0 ot
X8 (l e )

(1_(1_(;““1)“)2 x[1+aln(1—e’ “)—(1_e“u>)}

x{aew(“ -1+ (l— e )a}

bzz(x(j) :a,ﬂ):%ﬂa—l)hl(xm :a,ﬂ,)

blz(x(j) :a,ﬂ):—hz(x(j) :a,&)+

Burada,
h1(X(,~) Z(Z,ﬂ.)z . (1_(113%, )“j[le{Xj)]n(ln(l_U%)j (1—u%)ui%rdu
hz(x(j):a,i)=; j' (—In(l—u%’))(l—u%)u%du

A (1 - (l — EJX(” )”‘ J (1_e”"(n )"

olarak verilmektedir. Daha sonra olasilik fonksiyonu kullanarak kayip bilgi matrisi asagidaki gibi
verilir. Soldan budanmus veriler i¢in olasilik fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.

m & f(zjk)

lek (ij | ij > Xj:m:n'a’i) :ggm

Verilen X. z; mn log-olabilirlik fonksiyonu olarak ifade edilebilir.

jomn 0
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| o

In(f(zjk)—ln(l—':(xi:n)))

1

In[a/le A (1 e ‘Z'k) 1}"”[1—(1—6“1)“}

z,, mn log-olabilirlik fonksiyonunun ikinci kismi beklenen degerleri hesaplanur.

In[ f, (212> Xi:m:n'a’}“ﬂ -

M 1M

1
[N

k=

N

j
Verilen x,..,
Asamal1 olarak sansiirlenmis veriler icin beklenen Fisher bilgi matrisi ele alindiginda, j=1,..m icin

X;, ‘nin olasilik yogunluk fonksiyonu esitlik 21°deki gibi verilmektedir.

B N (R e R @

x>0 ve aksi takdirde O igin.

m i
Burada j=1..m i¢in ,=m-j+1+> R ve c_,=[]r olarak ifade edilmektedir.

=]

1<i<j<m i¢in a, Ve a; esitlikleri asagidaki gibidir [22].

!
a,=1Vvea;=1]]

k=tk=i fx = 6

Esitlik 21°e dayanarak 2x2 ’lik beklenen Fisher bilgi matrisini E ile ifade edersek, esitlik 22°de
verildigi gibi elde edilir.

ha Inl(a,i) 0? Inl(a,/l)

2
E:|:E11 E12:|:_E oa a0l 22)
E, Ey 82Inl(a,2) 82|n|(0(,/1)
o) Yeles oA?

Burada E,, E,,, E, Ve E, esitlikleri asagidaki gibi verilmektedir.

Eu—:{erithu(arﬂ)}
E,, —j{m+a(a—1)ihzj(a A)+a zm:hSJ(a ’1)}

Burada,

h(a,4) = ,123.,J u(Inu)’(1-u)"du,
h,;(a.4)=c,_ 1Za, J_[ = (1-ue ) ‘(1-u)(In(1-u))’du,
mj(a,/l):cjleaivJ uze l—u“)'fs(l—u)(ln(l—u))zx(au—u“—a+1)du

h,; (a.4) =c; 123. Jj u“?(1-u” (l—u)(—ln(l—u))du
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()=, 3a, [ 1-u) a-u)(in-u)d

hy; () = cjflzl:aivj.[:uz"’z (1-u*)" (1~ u)(~In(1-u))Inudy,

i=1
olarak elde edilir. (e, 1) 'nin MLE’lerinin asimptotik varyans kovaryans matrisi esitlik 23’deki gibi elde
edilecektir.

V=E!l= |:://11 ://12:| (23)
3. UYGULAMA

3.1 Benzetim Calismasi ve Sonuglari

Bu alt boliimde, oOnerilen parametre tahmin edicilerinin performanslarini karsilagtirmak amaciyla
Monte Carlo benzetim ¢alismasi R 3.1.3 programu kullanilarak yapilmustir. Ilerleyen tiir tip II sagdan
sansiirlii 6rneklemler Balakrishnan ve Aggarwala’in (2000) ¢alismasi dikkate alinarak Genellestirilmis
Ustel Dagilimi igin farkli parametre biiyiikliiklerinde, farkli &rneklem genisliklerinde ve gesitli
sansiirleme semalar1 altinda olusturulmustur. Her asamada o ve A ’nin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicileri Newton-Raphson ve EM algoritmasi ile elde edilmis olup bu parametre tahminleri her bir
adimi 1000 kez tekrarindan elde edilen degerlerle bulunmustur. Benzetim calismasinda « ve 2
parametrelerinin sadece tahmin degerleri degil ayn1 zamanda her bir tahmine iliskin hata kareler
ortalamasi degerleri ve %95 giliven diizeyinde Fisher bilgi matrisi kullanilarak parametrelere iligkin
giiven araliklar1 (CI) olusturulmustur. Sonuglarin yer aldigi tablolarda verilen CI’lar, 1000 tekrarla
yapilan simiilasyon calismasinda elde edilen giiven araliklarinin ug¢ noktalarnin ortalamasi olarak
hesaplanmistir. Benzetim calismasi i¢in secilen o ve 1 parametre degerlerinden elde edilen farkl
kombinasyonlar asagida verilen Tablo 1’de goriildiigi gibidir.

Tablo 1. Benzetim Calismasi igin (@, ) Parametre Degerleri Tablosu

)
1 15 25
05 (051) (0.515) (0.525)
a 1 1) (1,15  (1,25)
15 (151) (1515) (1.52.5)

Benzetim ¢alismasinda, her bir (a, A1) parametre cifti i¢in, rasgele olarak tiiretilen ilerleyen tiir tip II

sagdan sansiirlii 6rneklem biyiikliikleri degerleri ise n= 20, 30, 50 olarak secilmistir. Benzetim
calismasinda genellestirilmis iistel dagilimin ilerleyen tiir tip II sagdan sansiir 6rneklem semalari ise
Tablo 2’de verilmistir.

Tablo 2. Orneklem Semalar1

n m R (Sansiirleme Semasi)
20 10 (10,0°)

30 20  (10,0™)
50 30  (20,0%)
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Tablo 2’de verilen sansiirleme semasinda:

e R= (10, 0*9) gosterimi  1.basarisizlik gergeklestiginde Orneklemden rasgele olarak R =10
gozlemin ¢ekildigini, x,,..x,basarisizliklar1 gerceklestiginde ise R, =0,...,R,, =0 gosterimi ile
de 6rneklemden rasgele gdzlemlerin se¢ilmedigini,

e R= (10,0*19) gosterimi  1.basarisizlik gerceklestiginde oOrneklemden rasgele olarak R =10
gozlemin ¢ekildigini, x,,...,x,, basarisizliklar1 gerceklestiginde ise R, =0,...,R,, =0 gosterimi ile
de 6rneklemden rasgele gdzlemlerin se¢ilmedigini ve,

e R= (20, 0*29) gosterimi  1.bagarisizlik gergeklestiginde 6rneklemden rasgele olarak R =20
gozlemin gekildigini, x,,...,x,, basarisizliklar gergeklestiginde ise R, =0,...,R,, =0 gosterimi ile
de orneklemden rasgele gozlemlerin secilmedigini ifade etmektedir.

Benzetim calismasi sonucunda parametre tahminleri i¢in kullanilan Newton Raphson yontemi ve EM
algoritmasindan elde edilen sonuglar Tablo 3’den Tablo 11°e kadar verilmistir.

Tablo 3. a=0.5, A=1 i¢in EM Algoritmas1 ve Newton-Raphson Sonuglar1

a=05,1r=1 NR EM
a(MSE) A(MSE) a(MSE) A(MSE)
0.5671(0.5421)  1.3627(0.4891)  0.4563(0.2110)  0.8989(0.1706)

n m R
20 10 (10,0)

o (0.1770-0.9571) (0.5163-2.2090) (0.0662-0.8463) (0.0525-1.7452)

0 2 (100%) 0.5193(0.4118) 1.1388(0.3610)  0.4786(0.1321)  0.9357(0.0975)

o (0:2694-0.7691) (0.3528-1.9247) (0.2287-0.7284) (0.1497-1.7216)

0 30 (200%) 0.5284(0.2712)  1.0993(0.1422) 0.5021(0.08325)  1.0641(0.0602)

o (0.3285-0.7282) (0.5008-16977) (0.3022-0.7019) (0.4656-1.6625)

Tablo 4. a=0.5, L =1.5 i¢cin EM Algoritmasi ve Newton-Raphson Sonuglari

a=0.5,A=15 NR EM
a(MSE) A(MSE) a(MSE) A(MSE)
0.6793(0.5104)  1.4923(0.5470) 0.4507(0.2064)  0.9216(0.2215)

n m R
20 10 (10,0*9)

oy (03942-0.9643) (0.1686-2.8159) (0.1656-0.7357) (-0.4020-2.2452)

0 20 (100%) 0.6418(0.3926)  1.2898(0.4775) 0.4978(0.1810)  0.9637(0.1721)

oy (0:4080-0.8755) (0.3871-2.1924) (0.2640-0.7315) (0.0610-1.8663)

0 30 (2007) 0.4151(0.4216)  1.1208(0.4951) 0.5138(0.1255)  1.0926(0.1139)

o (0.2623-0.5678) (0.4360-1.8055) (0.3610-0.6665) (0.4078-17773)
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Tablo5. a=0.5, A=2.5 i¢in EM Algoritmasi ve Newton-Raphson Sonuglar1

a=05,A=25 NR EM

n m R @(MSE) A(MSE) a(MSE) 3.(MSE)

20 10 (1007) 0.6218(0.4918) 3.2042(0.4617) 0.4542(0.2018)  2.6121(0.2357)

oy (0.3866-0.8569) (2.7730-3.6353) (0.2190-0.6893) (2.1809-3.0432)

0 20 (100%) 0.6101(0.4217)  2.8560(0.3967)  0.5725(0.2025)  2.5632(0.1895)

cl (0.3101-0.9100) (1.1945-4.5174) (0.2287-0.7284) (0.9017-4.2246)

50 30 (2007) 0.5647(0.2817)  2.7106(0.1609)  0.5086(0.0105)  2.5102(0.0917)

oy (0.3873-0.7420) (16130-3.8081) (0.3312-0.6859) (14126-3.6077)

Tablo 6. =1, A=1 i¢in EM Algoritmasi ve Newton-Raphson Sonuglari

a=1 %=1 NR EM

a(MSE) A(MSE) a(MSE) A(MSE)
0.8045(0.6219)  1.7160(0.4926)  1.1947(0.2815)  1.3974(0.1960)

n m R
20 10 (1o|o”)

oy (L0407-25682) (11741-2.2578) (0.4309-1.9584) (0.8555-1.9392)

0 20 (10,0%) 1.4472(0.5009)  1.4913(0.3795) 1.1228(0.2310)  1.2394(0.0768)

o (0.7702-21241) (0.8996-2.0829) (0.4458-1.7997) (0.6477-1.8310)

50 30 (200) 1.1187(0.3113)  1.4317(0.2455)  1.0466(0.0807)  1.1107(0.0652)

o (0.6493-1.5880) (0.9283-1.9350) (0.5772-15159) (0.6073-16140)

Tablo 7. a=1, A=1.5 i¢in EM Algoritmasi ve Newton-Raphson Sonuglari

a=1,A=15 NR EM

n m R a(MSE) i(MSE) a(MSE) 3.(MSE)

20 10 (100%) 15429(0.4718) 1.9496(0.4221) 1.0186(0.1928)  1.8321(0.1755)

cl (0.8791-2.2066) (1.0343-2.8648) (0.3548-1.6823) (0.9168-2.7473)

0 20 (10.07) 1.2715(0.3267)  1.7461(0.2918)  1.0661(0.07423) 1.4554(0.08190)

o (0.8029-1.7400) (0.8254-2.6667) (0.5975-1.5346) (0.5347-2.3760)

50 30 (2007) 0.8917(0.2715)  1.4152(0.1750)  0.9858(0.0663)  1.5348(0.0715)

o (04174-1.3659) (0.8407-1.9896) (0.5115-1.4600) (0.9603-2.1092)
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Tablo8. a=1, A=2.5 i¢in EM Algoritmas1 ve Newton-Raphson Sonuglar1

a=1,.=25 NR EM

nom R a(MSE) A(MSE) a(MSE) A(MSE)

20 10 (100°) 1.28090(0.6219) 2.9405(0.4856)  0.9386(0.2316)  2.4872(0.2215)
o (04581-21036) (0.9931-4.8878) (0.1158-1.7613) (0.5398-4.4345)

0 20 (1007 0.9459(0.4310)  2.0320(0.3765)  0.9781(0.1651)  2.2490(0.1340)
o (0.4404-14513) (0.7671-3.2968) (0.4726-1.4835) (0.9841-3.5138)

50 30 (200%) 0.8733(0.3229)  2.7842(0.1955) 1.09617(0.1248) 2.5203(0.0917)
o (0.4876-1.2589) (1.5590-4.0093) (0.7104-1.4817) (1.2951-3.7454)

Tablo 9. a=1.5, A=1 i¢in EM Algoritmas1 ve Newton-Raphson Sonuglari

a=155=1 NR EM

nom R a(MSE) A(MSE) a(MSE) A(MSE)

20 10 (10,07) 2.1574(0.4923)  1.4953(0.5416)  1.5149(0.2710)  0.8508(0.3315)
o (1.0794-32353) (0.9073-2.0832) (0.4369-2.5028) (0.2700-1.4459)

0 20 (10,07 1.9826(0.3721)  1.4494(0.3945)  1.4262(0.1968)  1.0808(0.2837)
o (L2770-2.6881) (0.7158-2.3546) (0.7206-2.1317) (0.3948-1.7667)

50 30 (200%) 1.4304(0.2945)  1.0576(0.2658)  1.5074(0.1279)  1.0125(0.1163)
o (0.7248-2.1359) (1.0568-1.9583) (0.8018-2.2129) (0.5617-1.4632)

Tablo 10. @ =1.5, A =1.5 i¢in EM Algoritmasi ve Newton-Raphson Sonuglari

a=151=15 NR EM

noom R @(MSE) A(MSE) a(MSE) #(MSE)

20 10 (100%) 1.1904(0.4211)  1.0910(0.3827)  1.6440(0.3684)  1.5728(0.2769)
o (0.3648-2.0159) (0.2583-1.9236)  (0.8184-2.4695) (0.7401-2.4054)

0 20 (1007 1.6609(0.3806)  1.3156(0.3023)  1.6129(0.2114)  1.5194(0.1859)
o (10237-2.2980) (0.7190-1.9121)  (0.9757-2.2500) (0.9228-2.1159)

50 30 (20,0%) 1.2624(0.4752)  1.0479(0.2319)  1.5601(0.1225)  1.4936(0.1270)
o (06585-1.8662) (0.42100-1.6747) (0.9562-2.1639) (0.8667-2.1204)
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Tablo 11. e =1.5, =25 i¢in EM Algoritmasi ve Newton-Raphson Sonuglari

a=15,A=25 NR EM
nom R a(MSE) A(MSE) a(MSE) A(MSE)
1.4891(0.3958)  1.9115(0.4219)  1.4408(0.3450)  2.3116(0.2875)

20 10 (10,07)

o (0.6087-2.3694) (0.5618-3.2611) (0.5604-2.3211) (0.9619-3.6612)

0 20 (100%) 1.6118(0.4120) 2.9318(0.3786)  1.5729(0.2936)  2.4878(0.1927)

o (0.8571-2.3664) (1.8226-4.0409) (0.8182-2.3275) (1.3786-35969)

50 30 (200%) 1.7220(0.2817)  3.2540(0.5124)  1.4890(0.2104)  2.4640(0.1137)

oy (0.9536-2.4903) (2.1744-4.3335) (0.7206-2.2573) (1.3844-3.5435)

Benzetim galismasinin sonuglarinin verildigi Tablo 3 — Tablo 11 incelendiginde EM algoritmasi ile
elde edilen parametre sonuglarinin ve MSE degerlerinin Newton-Raphson yonteminden ¢ok daha iyi
oldugu goriilmektedir. %95 giiven diizeyinde EM algoritmas1 ile elde edilen asimptotik giiven
araliklan karsilagtirildiginda ise EM araliklarinin Newton-Raphson ydntemine gore daha dar oldugu
gozlemlenmistir. Her iki giiven araligi da bilinmeyen parametre degerlerini icermis olsa da EM
algoritmasi Newton-Raphson yontemine gore tercih edilir. Ayni zamanda tablolar incelendiginde
farkli orneklem biiyiikliikleri ve farkli sansiir semalarina gore olusturulan benzetim c¢alismasi
senaryolarinda tiim durumlar i¢cin EM yonteminde orneklem genisligi arttik¢a daha tutarli sonuglar
elde edilmistir. Newton-Raphson yonteminde ise genellikle tutarli sonuglar elde edildigi ancak Tablo
4, Tablo 10 ve Tablo 11°de & ’m MSE degerleri i¢in 6rneklem hacmi n arttiginda diisme egiliminde
olmadig1 gézlemlenmistir.

Genellestirilmis {istel dagilimimin ilerleyen tiir tip II sagdan sansiirlii 6rneklemi parametre tahmini igin
yapilan bu benzetim ¢aligmasinda EM algoritmasi yonteminden elde edilen sonuglardan da goriilecegi
iizere, EM algoritmasinin parametre tahmininde Newton-Raphson yontemine gore daha {istiin oldugu
goriilmektedir.

3.2 Gerc¢ek Yasam Verisi Uygulamasi ve Sonuglari

Bu boéliimde genellestirilmis {istel dagilimin ilerleyen tiir tip Il sagdan sansiirlii drneklemi igin
Newton-Raphson yontemi ve EM algoritmasiyla elde edilen parametre tahminlerini karsilastirabilmek
amaciyla ger¢ek yasam verisi iizerinde uygulama yapilmistir. Bader ve Priest 1982 yilinda bir
arastirmada, basit bir fiber lifinden, 1000 karbonluk fiber lifi igeren Orneklere kadar veri elde
etmislerdir. Bu veri 1, 10, 20, 50 mm’lik fiber lifi ¢ap uzunluklarinda incelemis olup, ayn1 zamanda
veri 20, 50, 150 ve 300 mm uzunluklarinda dayaniklilik testine tabi tutmuslardir. Arastirmaci
tarafindan bu veri seti Weibull modeli kullanilarak incelenmis ve modelin iyi ¢alismadigi
gbzlemlenmistir. [29] ve [30] bu veri setinde genellestirilmis Rayleigh yonteminin iyi calistigini
belirtmiglerdir. Calismamizda kullanmis oldugumuz gercek veri seti [30] tarafindan 2005 yilinda
dayaniklilik Slgimleri 20 mm olacak sekilde doniistiiriilmiis veri setinden olusmaktadir. Veri seti
asagida goriildiigi gibidir.

0.312, 0.314, 0.479, 0.552, 0.700, 0.803, 0.861, 0.865, 0.944, 0.958, 0.966, 0.997, 1.006, 1.021, 1.027,
1.055, 1.063, 1.098, 1.140, 1.179, 1.224, 1.240, 1.253, 1.270, 1.272, 1.274, 1.301, 1.301, 1.359, 1.382,
1.382, 1.426, 1.434, 1.435, 1.478, 1.490, 1.511, 1.514, 1.535, 1.554, 1.566, 1.570, 1.586, 1.629, 1.633,
1.642, 1.648, 1.684, 1.697, 1.726, 1.770, 1.773, 1.800, 1.809, 1.818, 1.821, 1.848, 1.880, 1.954, 2.012,
2.067, 2.084, 2.090, 2.096, 2.128, 2.233, 2.433, 2.585, 2.585
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Uzerinde ¢alismis oldugumuz gercek yasam verisinin Genellestirilmis iistel dagilimdan gelip
gelmediginin arastirilmasi i¢in R 3.1.3 programinda uyum 1iyiligi test kodlar1 yazilmig olup Gamma,
Weibull, Lognormal ve Genellestirilmis iistel dagilim karsilastirilmistir. Karsilastirmak amaciyla
kullanilan dagilimlarin olasilik yogunluk fonksiyonlar1 Tablo 12’de verilmistir.

Tablo 12. Dagilimlarin Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

Dagilmlar  Olasihik Yogunluk Fonksiyonu

—X

1 =
G(a.p) Wx“’eﬂ
W(a ) % -

—(Inx—-u)

Log=N(u.o) X01277 eXp[ (nz);zﬂ) 1

GED(a, 1) f(xa,4)

Gamma, Weibull, Log-normal ve Genellestirilmis iistel dagilimlarii kargilastirmak igin yapilan
Kolmogorov-Simirnov (K-S), Anderson-Darling (A-D), Cramer-von Mises (C-M) uyum iyiligi
testleri, Akaike (AIC), Bayes (BIC) bilgi kriterleri degerleri ve parametre tahmin degerlerine ait
sonuglar Tablo 13’de verilmistir.

Tablo 13. Dagilimlarm Uyum Iyiligi Test Istatistigi ve Kriter Sonugclart

Model a 7y K-S A-D C-M AlC BIC

G(a, 1) 6.9970 4.8209 0.0883 0.8534 0.1233 110.165 114.633
W (a,A) 3.2488 1.6171 0.0437 0.2094 0.0219 102.001 106.469

log-N(a,4) 0.2993 0.4180 0.1182 1.6781 0.2501 120.758 125.226

GED(a,4) 8.8273 1.8963 0.1118 1.5327 0.2292 117.337 121.805

Sonuglar incelendiginde sirasiyla Weibull, Gamma ve Genellestirilmis tistel dagilimimin en kiigiik
uyum iyiligi testlerine ve ayni zamanda en kii¢iik uyum iyiligi kriterleri degerlerine sahip oldugu
goriilmektedir. Bu ¢aligmada ise negatif olmayan bir rasgele degisken i¢in ¢arpik dagilim gereken
durumlarda [8, 20, 21] tarafindan yeni bir dagilim olarak onerilen, Gamma ve Weibull dagilimlarina
alternatif olarak kullanilabilen Genellestirilmis stel dagilim kullamilmistir [15]. Dagilimlar
karsilastirmak amaciyla yapilan birikimli dagilim fonksiyonu, histogram ve yogunluk fonksiyonlart,
Q-Q grafikleri ve P-P grafikleri Sekil 3 - Sekil 6’da verilmistir.
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Sekil 3 — Sekil 6’daki grafikler incelendiginde veriye en uygun dagilimin sirasiyla Weibull, Gamma ve
Genellestirilmis iistel dagilim oldugu gorilmektedir. Bu c¢alismada ise Gamma ve Weibull
dagilimlarina alternatif olarak kullanilabilen Genellestirilmis tistel dagilim kullanilmistir. Gergek
yasam verisinde, Genellestirilmis istel dagilimin veriye uygulanmasina karar verildikten sonra
Newton-Raphson yontemi ve EM algoritmalarinin sansiirleme semasi altinda parametre tahminlerinin
karsilastirmalarini yapabilmek igin Tablo 14’ de verilen sansiirleme plani kullanilmustir.
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Tablo 14. Sansiirleme Semasi

Sansiirleme n m R
Plam
1 69 40 (29,0™)

Burada verilen sansiirleme planinda, n: 0rneklem sayisini, m: basarisizlik sayisini, R: sansiirleme
semasini  gostermektedir. Tablo 14°de verilen sansiirleme semasi altinda R:(29,0*39) gosterimi
1.basarisizlik gerceklestiginde orneklemden rasgele olarak R =29 gozlemin ¢ekildigini, X,,...X,,
basarisizliklar1 gergeklestiginde ise R,=0,...R,,=0 gosterimi ile de drneklemden rasgele gozlemlerin
secilmedigini ifade etmektedir. Tablo 14’de verilen sansiirleme plani altinda X,,...,X,, Veriye

uygulamasini yapmis oldugumuz Genellestirilmis tistel dagilimin ilerleyen tiir tip II sagdan sansiirlii
orneklemlerin Tablo 13’den faydalanarak o=9, =2 oldugu varsayimi altinda, Newton-Raphson ve
EM algoritmasina iliskin sonuglar Tablo 15” de verilmistir.

Tablo 15. a=9 ve A =2 i¢in Newton Raphson ve EM Algoritmasi Sonuglar1

NR EM
n m R a (MSE) A (MSE) a (MSE) MMSE)
69 40 (29,0%) 17.4163(0.2432) 5.6912 (0.1873) 10.3729 (0.1721)  4.1387 (0.1349)

Cl  (16.9397-17.8929) (5.3241-6.0583) (10.0356-10.7102) (3.8743-4.4031)

Tablo 15° de gortldi gibi =9 ve A=2 oldugu durumda, verilen sansiirleme semasi altinda elde
edilen Newton Raphson yontemi ve EM algoritmasi tahminlerine bakildiginda EM algoritmasinin
Newton-Raphson yontemine gore, parametre degerlerinin daha yakin sonuglar verdigi soylenebilir.

4, SONUC VE ONERILER

Bu calismada, Genellestirilmis istel dagilimin ilerleyen tiir tip Il sagdan sansiirlii 6rneklemi igin
Newton-Raphson yontemi ve EM algoritmasiyla elde edilen parametre tahminlerini karsilagtirabilmek
amaciyla gergek yasam verisi ve benzetim caligmasi iizerinde uygulama yapilmistir. Gergek yasam
verisinde, Newton-Raphson yontemi ve EM algoritmalarinin R =(29,0™°) sansiirleme semasi altinda

parametre tahminleri karsilastirilmigtir. Sansiirleme semasi altinda elde edilen Newton-Raphson
yontemi ve EM algoritmasi tahminlerine bakildiginda EM algoritmasinin Newton-Raphson yontemine
gore, parametre degerlerinin daha yakin sonuglar verdigi gozlemlenmistir. Benzetim ¢alismasinda ise:
llerleyen tiir tip II sagdan sansiirlii 6rneklemin Genellestirilmis Ustel Dagilimi igin farkli parametre
biiyiikliiklerinde farkli 6rneklem genisliklerinde ve gesitli sansiirleme semalar1 altinda benzetim
calismast yapilmistir. Analiz sonucu incelendiginde EM algoritmasi ile elde edilen parametre
sonuglarinin Newton-Raphson yonteminden ¢ok daha iyi oldugu goriilmiistiir. %95 giiven diizeyinde
EM algoritmasi ile elde edilen asimptotik giiven araliklar1 karsilastirildiginda ise EM araliklarinin
Newton-Raphson yontemine gore daha dar oldugu gozlemlenmistir. Her iki giiven araligi da
bilinmeyen parametre degerlerini icermis olsa da EM algoritmasinin Newton-Raphson yontemine gore
tercih edilebilecegi ortaya konmustur. Ayn1 zamanda analiz sonucu elde edilen tablolar incelendiginde
farkli 6rneklem biyiikliikkleri ve farkli sansiir semalarina gore olusturulan benzetim ¢aligmasi
senaryolarinda her iki yonteminde Orneklem genisligi artttkca daha tutarli sonuglar verdigi
gozlemlenmistir.

Sonug olarak Genellestirilmis tstel dagiliminin ilerleyen tiir tip II sagdan sansiirlii 6rneklemi
parametre tahmini i¢in yapilan bu benzetim caligmas1 ve gercek yasam verisinden EM algoritmasi
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yontemi ile elde edilen sonuglarin, Newton-Raphson yontemine gore daha iyi oldugu sonucuna

varilmustir.
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