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ÖZET
Bu çalýþmada, 1900-2001 yýllarý arasýnda tüm Türkiye'de gerçekleþen büyüklüðü
Richter ölçeðine göre 5 ve üzeri olan enlem ve boylamý verilen deprem verileri
için çok deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestirimi elde
edilmiþtir.
Anahtar Kelimeler: Olasýlýk yoðunluk fonksiyonu kestirimi, bant geniþliði

seçimi, çapraz geçerlilik.

THE APPLICATION OF THE MULTIVARIATE KERNEL DENSITY
ESTIMATION ÝN EARTHQUAKES DATA IN TURKEY

ABSTRACT
In this study, it was obtained kernel estimation of probability density function
for the earthquakes data with magnitude at least 5 on Ricther scale occuring
between 1990-2001 years in Turkey.
Key Words: Density estimation of probability density function, bandwidth

selection, cross-validation

1. GÝRÝÞ
Bu çalýþmada, çok deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestirimi tanýtýlmýþ ve her

bir yönde eþit ve farklý düzleþtirme miktarlarý olmasý durumlarý için, ayrý ayrý 1900-2001 döneminde
Türkiye'de 32,00-44,00 Enlem ve 24,00-46,00 Boylam koordinatlarýnda, Richter ölçeðine göre
büyüklüðü 5 ve üzeri olan deprem verileri  üzerinde bir uygulama yapýlmýþtýr.
1.1. Tek Deðiþkenli Olasýlýk Yoðunluk Fonksiyonunun Çekirdek Kestirim Yöntemi
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bir örneklemi olmak üzere, olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestiricisi,
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biçimindedir. Burada K, çekirdek fonksiyonu; h ise pencere geniþliði, düzleþtirme parametresi ya da
bant geniþliði olarak adlandýrýlýr. K çekirdek fonksiyonu, h bant geniþliði ile birlikte kestirimin aðýrlýklarýný
belirlemektedir. Uygulayýcý tarafýndan seçilen K çekirdek fonksiyonu, genellikle sýfýr etrafýnda simetrik
tek tepeli olasýlýk yoðunluk fonksiyonlarýndan herhangi biri olarak alýnabilir. Gözlemler merkez olmak
üzere yerleþtirilen çekirdek fonksiyonuna ve bant geniþliðine göre elde edilen aðýrlýklardan
yararlanýlarak bulunan, aðýrlýklý ortalama olarak hesaplanan çekirdek kestirimlerinde, K çekirdek
fonksiyonlarýnýn kestirim üzerinde büyük deðiþiklik yaratmadýðý ancak bant geniþliði seçiminin çekirdek
kestiriminin performansýný önemli ölçüde etkilediði bilinmektedir. Çekirdek kestiriminin ana problemi
bant geniþliðinin seçimidir. h bant geniþliðini elde etmek için birçok yöntem önerilmiþtir. Genel olarak
benimsenen bir yöntem halen mevcut olmayýp, önerilen yöntemlerden bazýlarý; subjektif seçim, standart
bir daðýlým kullanarak seçim, en küçük kareler çapraz geçerlilik yöntemi (ÇG), yanlý çapraz geçerlilik
yöntemi (YÇG), bootstrap yöntemi (B), plug-in yöntemi, düzleþtirilmiþ çapraz geçerlilik yöntemidir
(5, 11).
1.2. Çok Deðiþkenli Olasýlýk Yoðunluk Fonksiyonunun Çekirdek Kestirimi

Çok deðiþkenli çekirdek kestirimleri, tek deðiþkenli durumun bir genellemesidir._ `a a	bca	d a
ef fhg�fig�j
j
j
g�f kl , monp  olmak üzere, X1, X2,...,Xn, d  deðiþkenli  f  daðýlýmýndan alýnan rasgele
örneklem ve d boyutlu genel vektör q rsht uv vxwRvyw�z
z
z
w{v |} olsun. Bu gösterim altýnda d boyutlu olasýlýk
yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestiricisi aþaðýda verilmiþtir:
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Koordinat eksenlerinin yönlerinden farklý yönlerde düzleþtirme istendiðinde ise tam (full) bir bant

geniþliði matrisi, baþka bir ifadeyle, H  uygun olacaktýr. Burada F pozitif tanýmlý, d d boyutlu simetrik
matrisler sýnýfýdýr. H  durumunda çok fazla parametre söz konusu olacaðý için iþlemler
zorlaþmaktadýr (10).

Optimal bant geniþliðini elde etmek için, hata kareler ortalamasý, toplanmýþ hata kareler ortalamasý,
asimtotik toplanmýþ hata kareler ortalamasý, Hellinger uzaklýk ölçüsü gibi hata ölçütleriyle çalýþýlmýþtýr.
Rosenblatt, olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestiricisinin performans ölçütü olarak,
matematiksel kolaylýðý nedeniyle toplanmýþ hata kareler ortalamasýnýn tercih edildiðini
belirtmiþtir (6).

Çok deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestiricisine iliþkin toplanmýþ hata kareler
ortalamasýnýn yaklaþýk bir ifadesini elde etmek için  f olasýlýk yoðunluk fonksiyonu, H bant geniþliði
matrisi ve K çekirdek fonksiyonu ile ilgili aþaðýdaki varsayýmlar yapýlmýþtýr:
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 özelliklerini saðlasýn; burada, óó ô
õ�ö'÷ øbö'õ)÷*ùú

û úü ýaþ ÿ�   'dir.
Yukarýda verilen varsayýmlar altýnda, çok deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek

kestiricisine iliþkin asimtotik toplanmýþ hata kareler ortalamasý (ATHKO) aþaðýdadýr:
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Çok deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonu çekirdek kestiricisine iliþkin asimtotik toplanmýþ hata
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kareler ortalamasýndan optimal bant geniþliði matrisini elde etmek güçtür. Ancak, ;<=  , ve >?@ ,
kýsýtlarý altýnda asimtotik toplanmýþ hata kareler ortalamasý daha basit olarak elde edilebilir. ÖrneðinABDCEF  ,  kýsýtý altýnda, bulunan optimal h bant geniþliði aþaðýda verilmiþtir (14):
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Yukarýdaki ifadeden görüldüðü gibi toplanmýþ hata kareler ortalamasýný en küçük yapan optimal
bant geniþliði deðeri, bilinmeyen f fonksiyonunun ikinci mertebeden türevlerinin oluþturduðu Hes-
sian matrisine baðlýdýr. Bu nedenle h bant geniþliði (4) eþitliðinden bulunamaz, ancak optimal bant
geniþliðini elde edebilmek için birçok yöntem  önerilmiþtir. Bu yöntemler daha önce tek deðiþkenli
için verilmiþti. Tek deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestirim durumu için kullanýlan
yöntemler çok büyük deðiþime uðramadan çok deðiþkenli duruma genellenebilir. Örneðin Rudemo
(7) ve Bowman (1)'ýn ÇG yöntemi, H bant geniþliði matris seçimine genellenebilir ve bu durumda
ÇG fonksiyonu, �� ������� �������� �y�M���M� �������� ��� �� �� � �¡ ¢ ¢ £7¢¤¦¥§R¨      [5]
olarak verilir. Burada, , Xi'nin veri kümesinden çýkarýldýktan sonra elde edilen çekirdek kestiricisidir.
Buradaki temel amaç, (5) eþitliði ile verilen ifadeyi en küçük yapan bant geniþliði ya da geniþliklerini
bulmaktýr. H*D kýsýtý altýnda K çekirdek fonksiyonu yerine, standart normal olasýlýk yoðunluk fonksiyonu
kullanýlarak, (5) eþitliði ile verilen ÇG fonksiyonu,
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biçiminde elde edilmiþtir. Bu fonksiyonu en küçük yapan h bant geniþliði bulunur. Çapraz geçerlilik
fonksiyonu birden fazla yerel minimuma sahip olabilir. Yapýlan çalýþmalar bu durumda, en büyük
yerel minimuma sahip olan bant geniþliðinin alýnmasýnýn uygun olduðunu ortaya koymuþtur. Bu deðer
elde edilerek olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun kestiriminde kullanýlýr.

Scott ve Terrell (9)'in tek deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestiricisine iliþkin
h bant geniþliðinin elde edilmesi için geliþtirdiði YÇG yöntemi, çok deðiþkenli durum için
genelleþtirilmiþtir. Sain ve arkadaþlarý (4) eþitliði ile verilen çok deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonu
optimal bant geniþliði formülündeki bilinmeyen olasýlýk yoðunluk fonksiyonu  f'nin ikinci mertebeden
türevinin karesinin integrali yerine daha küçük yana sahip olan ÿ � �� �� �

� �� ���
	� �
�   kestirimini
kullanmýþlardýr (8). �� �   kýsýtý altýnda, K çekirdek fonksiyonu yerine standart normal olasýlýk
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yoðunluk fonksiyonu kullanýlarak, elde edilen çok deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çarpým
çekirdek kestiricisine iliþkin YÇG fonksiyonu,

� � � � � � ��� � ��� ��� � � �  �!�"�   � � �
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olarak elde edilmiþtir. Burada   standart normal olasýlýk yoðunluk fonksiyonudur. (7) eþitliði ile verilen
ifadeyi en küçük yapan bant geniþlikleri elde edilir. Çapraz geçerlilik yönteminde olduðu gibi yanlý
çapraz geçerlilik yönteminden de birden çok yerel minimum elde edilebilir, bu durumda da yine en
büyük minimuma sahip olan bant geniþliði, optimal bant geniþliði olarak alýnýr.

h bant geniþliðini elde etmek için Taylor tarafýndan kullanýlan bootstrap yöntemi de çok deðiþkenli
durum için geliþtirilmiþtir (13). Bu duruma iliþkin THKO,

x
y x
y xzy{ | }~�~�� � ����)��� � ��� �4� ���� ���      [8]
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olarak elde edilir. Bu fonksiyonu en küçük yapan h bant geniþlikleri seçilir ve elde edilen deðerler
çok deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestiriminde kullanýlýr.
2. UYGULAMA

Bugüne kadar bant geniþliði seçimi için bir çok çalýþma yapýlmýþ olmasýna raðmen, halen genel
anlamda kabul edilmiþ bir yöntem bulunamamýþtýr. Çalýþmalarýn çoðu bilgisayar benzetim çalýþmalarýnýn
sonuçlarýna dayanmaktadýr. Ancak, h bant geniþliðinin elde edilmesi için paket programlar içine
alýnmýþ, standart olarak kabul edilmiþ yaygýn bir düzleþtirme süreci olmadýðýndan, araþtýrmacýlar
kendi programlarýný kendileri geliþtirmektedirler. Yapýlan uygulamada, h bant geniþliðinin elde edilmesi
için geliþtirilen yöntemlerden yansýz çapraz geçerlilik, yanlý çapraz geçerlilik ve bootstrap yöntemleri
kullanýlmýþtýr. Yöntemlere iliþkin bilgisayar programlarý ve çok deðiþkenli olasýlýk yoðunluk
fonksiyonunun çekirdek kestirim deðerlerini veren program Delphi 6.0 programlama dili ile yazýlmýþtýr.
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Elde edilen sonuçlarýn grafik çizimleri için Excel 7.0 ve S-Plus 2000 paket programlarý kullanýlmýþtýr.
Daha önce Marmara ve Ege bölgeleri için tek bant geniþliði kullanýlarak ( )*+   durumu), deprem
verilerine iliþkin çok deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestirimleri elde edilmiþti
(2). Bu çalýþmada ise, 1900-2001 yýllarý arasýnda tüm Türkiye'de gerçekleþen, büyüklüðü 5 ve üzeri
olan, enlem ve boylamý verilen deprem verileri için iki deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun
çekirdek kestirim deðerlerinin farklý bant geniþliklerine sahip durum için ( ,-.  durumu )elde edilmesi
ve /01  durumu için elde edilen kestirim deðerleri ile karþýlaþtýrýlmasý amaçlanmýþtýr. Her iki durumda
da K çekirdek fonksiyonu olarak, iki deðiþkenli standart normal olasýlýk yoðunluk fonksiyonu
kullanýlmýþtýr.

234  durumunda, deðiþkenler arasýndaki  yayýlým farkýný önlemek için, veriler 565
78  dönüþümü

yapýlarak standartlaþtýrýlmýþ ve tek bir h bant geniþliði kullanýlmýþtýr. Benzetim çalýþmasýnda, h bant
geniþliði 0'dan baþlayýp 0,01 artýrýlarak ÇG, YÇG ve B fonksiyon deðerleri elde edilmiþ ve bunlarýn
grafikleri çizilerek, bu fonksiyonlarý minimum yapan bant geniþlikleri bulunmuþtur. ÇG fonksiyonundan
yerel minimum elde edilememiþtir. YÇG fonksiyonunu en küçük yapan h bant geniþliði 0,32, B
fonksiyonunu en küçük yapan h bant geniþliði 0,84 olarak bulunmuþtur. h bant geniþliklerine karþýlýk
gelen YÇG ve B fonksiyonlarýnýn grafikleri Þekil 1a ve  Þekil 1b'de verilmiþtir:
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                         (a)         (b)
Þekil 1.  a)YÇG  Fonksiyonunun Grafiði       b) B Fonksiyonunun GrafiðiDaha önce yaptýðýmýz bir çalýþmada, YÇG yönteminden elde edilen bant geniþliðinin optimal bant
geniþliðine daha yakýn sonuçlar verdiði görülmüþtür (14). Bu nedenle, bu çalýþmada da YÇG
yönteminden elde edilen ve deðeri 0,32 olan bant geniþliði, iki deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun
çekirdek kestiricisinde yerine konularak kestirim deðerleri elde edilmiþtir. Elde edilen bu kestirim
deðerlerinin daðýlýmýna iliþkin, Türkiye haritasý üzerine yerleþtirilen düzey eðrileri ve 3 boyutlu grafiði
Þekil 2'de verilmiþtir:

       

                     (a) (b)
Þekil 2. h=0,32 Ýçin olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun çekirdek kestirim deðerlerinin daðýlýmýna iliþkin
                  a) Düzey eðrileri b) 3 Boyutlu grafiði
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]^_  durumunda, her bir koordinat ekseni yönünde farklý bant geniþliðinin elde edilmesi

amaçlanmýþtýr. h1 ile h2 bant geniþliklerini elde etmek için yapýlan benzetim çalýþmasýnda, h1 ile h2bant geniþlikleri 0'dan baþlayýp 0.01 artýrýlarak ÇG, YÇG ve B fonksiyon deðerleri elde edilmiþ ve
bunlarýn grafikleri çizilerek genel görünümleri izlenmiþ; ÇG ve B fonksiyonlarýný minimum yapan
bant geniþliði deðeri bulunamýþtýr. YÇG fonksiyonunu minimum yapan, h1 bant geniþliði 0.3, h2 bant
geniþliði 0,4 olarak bulunmuþtur.

YÇG fonksiyonunu en küçük yapan h bant geniþliði, iki deðiþkenli olasýlýk yoðunluk fonksiyonunun
çekirdek kestiricisinde yerine konularak kestirim deðerleri elde edilmiþtir. Bu deðerlerin daðýlýmýna
iliþkin, Türkiye haritasý üzerine yerleþtirilen düzey eðrileri ve 3 boyutlu grafiði Þekil 3'te verilmiþtir:

   

     (a)     (b)
Þekil 3. h1= 0,3, h2= 0,4 Ýçin Olasýlýk Yoðunluk Fonksiyonunun Çekirdek Kestirim Deðerlerinin Daðýlýmýna
                   Ýliþkin a) Düzey Eðrileri b) 3 Boyutlu Grafiði
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Bir depremin olma olasýlýðýnýn bilinmesi bir çok bakýmdan önemlidir. Örneðin, ekonomik olarak
büyük maliyet gerektiren yatýrýmlarýn yapýlmasýnda bu bilginin bilinmesi, yatýrýmcýnýn karar vermesi
açýsýndan yararlý olacaktýr. Yatýrýmcý, yatýrým yaparken deprem riski büyük olan bölgelerde bina gibi
yapýlarýn depreme dayanýklý olarak yapýlmasýný saðlayabilir ya da deprem riski büyük olan bölge
yerine, yatýrýmlarýn deprem riski daha az olan bölgelere kaydýrýlmasýný tercih edebilir.
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