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OZET

Bu caligmada, 1900-2001 yillar1 arasinda tiim Tiirkiye'de gerceklesen bityiikliigii
Richter 6l¢egine gore 5 ve tizeri olan enlem ve boylami verilen deprem verileri
icin ¢ok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestirimi elde
edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Olasilik yogunluk fonksiyonu kestirimi, bant genisligi
segimi, ¢apraz gecerlilik.

THE APPLICATION OF THE MULTIVARIATE KERNELDENSITY
ESTIMATION IN EARTHQUAKES DATAINTURKEY

ABSTRACT

In this study, it was obtained kernel estimation of probability density function
for the earthquakes data with magnitude at least 5 on Ricther scale occuring
between 1990-2001 years in Turkey.

Key Words: Density estimation of probability density function, bandwidth
selection, cross-validation

1. GIRIS

Bu ¢alismada, ¢cok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestirimi tanitilmig ve her
bir yonde esit ve farkli diizlestirme miktarlari olmasi durumlari igin, ayri ayr1 1900-2001 déneminde
Tiirkiye'de 32,00-44,00 Enlem ve 24,00-46,00 Boylam koordinatlarinda, Richter 6l¢egine gore
biiytiklugii 5 ve tizeri olan deprem verileri iizerinde bir uygulama yapilmistir.

1.1. Tek Degiskenli Olasilik Yogunluk Fonksiyonunun Cekirdek Kestirim Yontemi

X1, Xo,..., X, , stirekli, tek degiskenli bir dagilimdan alinan bagimsiz 6zdes dagilimli gézlemlerin
bir 6rneklemi olmak iizere, olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestiricisi,
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f(x,h):iéK[%j [1]

bi¢imindedir. Burada K, ¢ekirdek fonksiyonu; h ise pencere genisligi, diizlestirme parametresi ya da
bant genisligi olarak adlandirilir. K ¢ekirdek fonksiyonu, h bant genisligi ile birlikte kestirimin agirliklarini
belirlemektedir. Uygulayici tarafindan segilen K ¢ekirdek fonksiyonu, genellikle sifir etrafinda simetrik
tek tepeli olasilik yogunluk fonksiyonlarindan herhangi biri olarak alinabilir. G6zlemler merkez olmak
tizere yerlestirilen ¢ekirdek fonksiyonuna ve bant genisligine gore elde edilen agirliklardan
yararlanilarak bulunan, agirlikli ortalama olarak hesaplanan ¢ekirdek kestirimlerinde, K ¢ekirdek
fonksiyonlarinin kestirim tizerinde biiyiik degisiklik yaratmadig1 ancak bant genisligi se¢iminin ¢ekirdek
kestiriminin performansini 5nemli 6l¢iide etkiledigi bilinmektedir. Cekirdek kestiriminin ana problemi
bant genisliginin se¢imidir. h bant genisligini elde etmek i¢in birgok yontem Snerilmistir. Genel olarak
benimsenen bir yontem halen mevcut olmayip, nerilen yontemlerden bazilart; subjektif se¢im, standart
bir dagilim kullanarak se¢im, en kiigiik kareler ¢apraz gecerlilik yontemi (CG), yanli capraz gegerlilik
yontemi (Y CG), bootstrap yontemi (B), plug-in yontemi, diizlestirilmis ¢capraz gecerlilik yontemidir
5, 11).

1.2. Cok Degiskenli Olasiik Yogunluk Fonksiyonunun Cekirdek Kestirimi

Cok degiskenli ¢ekirdek kestirimleri, tek degiskenli durumun bir genellemesidir.

X = (Xil: X0, X d)r ., Xe R olmakiizere, X , X.....X ,d degiskenli f dagilimindan alinan rasgele

orneklem ve d boyutlu genel vektor x =(xy,x5,....x, )r olsun. Bu gosterim altinda d boyutlu olasilik

yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestiricisi asagida verilmistir:

~ 1 & x- X
f(x;H)= K !
R TIEE [ HY? ] 2l
Burada H , dxd boyutlu simetrik pozitif tanimli bant genisligi matrisi; K ise, [K(x)dx=1I

kosulunu saglayan d boyutlu ¢ekirdek fonksiyonudur. | isareti, d kath [..] i integralininin,

dx, dxj,dx,...dxg diferansiyeller ¢arpiminin kisaltilmis bigimidir. K ¢ekirdek fonksiyonu
genellikle ¢ok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu olarak segilir. K ¢ekirdek fonksiyonu
icin yaygin bir segim, simetrik tek tepeli olan ¢ok degiskenli standart normal olasilik yogunluk
fonksivonunudur. Ayrica simetrik tek degiskenli cekirdek fonksiyonlari kullanilarak gok

degiskenli ¢ekirdek fonksiyonu tiretilebilir. Bunlardan biri g(x) = IEIK(XJ olan ¢arpim ¢ekirdek,
i=1

digeri K(x)zx[(xrx) 1/2} /I x[(x'x)w] ax olan kiuresel ¢ekirdek fonksiyonlaridir.

(2) esitligi ile verilen cekirdek kestiricisi, @ farkli 6g8eye sahip bant genisligi matrisi
H’'min belirlenmesini gerektirir. Boyut sayis1 arttikga H matrisi ile yapilan islemler kontrol
edilemez olur. Cogu kez boyut sayist d =5 icin uygulanmaz (4). Bu durumda H’nin daha basit
bir bigim almas: i¢in H matrisi iizerinde bazi kisitlar énerilir. H bant genisligi matrisi igin en

basit kisit He § almaktir ki bu H=h°I(h > 0) secimine karsilik gelmektedir.
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I, dxd boyutlu birim matrisdir. Sabit tek bir h bant genisligi alinmasi1 durumu, her bir
yondeki diizlestirme miktarinin ayni olacagini ifade eder. Bu durum tiim degiskenlerin dlgekleri
yaklagtk olarak aymi ise uygundur. Ancak her bir degisken ortak bir dlgege gore
standartlagtirilmis ise uygulanabilir (12). He S durumu igin bir ¢alisma Cula ve Toktamms

tarafindan yapilmistir (2). Diger bir durum, D, dxd boyutlu pozitif tammli kdsegen matrisler
sinifi olmak tizere, bant genislizi matrisi He D, baska bir ifadeyle H=ksg (h;%,h,%,...,h %)
alinmasidir. Bu yaklasim her bir d koordinat yéniinde farkli miktarlarda dizlestirme esnekligine
sahiptir. Bu ¢alismada da amag, bu durum géz dntine alinarak olasilik yogunluk fonksiyonunun

¢ekirdek kestirim degerlerini elde etmektir. Bu durum altinda, ¢ok degiskenli olasilik yogunluk
fonksiyonunun gekirdek kestiricisi asagidaki bigimde yazilabilir (3):

-1
f(x;h):l fl[h- sx| XX X=Xy x3-Xi
=) hy hy hy

Koordinat eksenlerinin yonlerinden farkli yonlerde diizlestirme istendiginde ise tam (full) bir bant
genisligi matrisi, bagka bir ifadeyle, H uygun olacaktir. Burada F pozitif tanimli, d d boyutlu simetrik
matrisler sinifidir. H durumunda ¢ok fazla parametre s6z konusu olacagi icin islemler
zorlasmaktadir (10).

Optimal bant genisligini elde etmek icin, hata kareler ortalamasi, toplanmis hata kareler ortalamasi,
asimtotik toplanmis hata kareler ortalamasi, Hellinger uzaklik 6l¢iisii gibi hata 6lgiitleriyle caligilmustir.
Rosenblatt, olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestiricisinin performans ol¢iitii olarak,
matematiksel kolaylig1 nedeniyle toplanmis hata kareler ortalamasinin tercih edildigini
belirtmistir (6).

Cok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestiricisine iligkin toplanmis hata kareler
ortalamasinin yaklagik bir ifadesini elde etmek i¢in folasilik yogunluk fonksiyonu, H bant genisligi
matrisi ve K ¢ekirdek fonksiyonu ile ilgili asagidaki varsayimlar yapilmistir:

f(x) olan £ nin dxd boyutlu Hessian matrisi olsun.

: e DC
1)H«X), (1,1) 68es1
YH@, () desi 57
He(.)’nin her bir 68esi pargali stirekli ve karesi integrallenebilir olsun;
ii ) H=H,,, bant geniglikleri matrisinin bir dizisi olmak izere n—>w ikenn H| ' ve
H bant genisligi matrisinin tiim 63eleri sifira yaklassin;
iii ) K gekirdek fonksiyonu simirli d degiskenli ¢ekirdek fonksiyonu olup,
co oo 4]
| K(z)dz=1 , [ 2K(z)dz=0 , [ zz'K(2)dz=p,(K)I

—C0 —C0 —0

€]
ozelliklerini saglasin; burada, 12 K)=| ZizK(z)dz 'dir.

—C0

Yukarida verilen varsayimlar altinda, ¢ok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek
kestiricisine iligkin asimtotik toplanmis hata kareler ortalamas1 (ATHKO) asagidadir:

ATHKO {f(x‘, H)} = %|H|_% :I:K(Z)2 dz +%1L2 (K)2 :foiz2 {HH; (x)} dx 3]

Cok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu ¢ekirdek kestiricisine iliskin asimtotik toplanmis hata
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kareler ortalamasindan optimal bant genisligi matrisini elde etmek giictiir. Ancak, HeD ,ve He S,
kisitlar1 altinda asimtotik toplanmis hata kareler ortalamasi daha basit olarak elde edilebilir. Ornegin

H = h?1 > kisitraltinda, bulunan optimal h bant genisligi asagida verilmistir (14):

o ) 1/(d+4)
d [ K(z)"dz

—0

) | {sz(x)}z dx

hyraRO =

d 2
sz(x) :ig [%J f(x) [4]

Yukaridaki ifadeden goriildiigii gibi toplanmig hata kareler ortalamasini en kiigiik yapan optimal
bant genisligi degeri, bilinmeyen f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevlerinin olusturdugu Hes-
sian matrisine baglidir. Bu nedenle h bant genisligi (4) esitliginden bulunamaz, ancak optimal bant
genisligini elde edebilmek i¢in birgok yontem Onerilmistir. Bu yontemler daha 6nce tek degiskenli
icin verilmisti. Tek degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestirim durumu igin kullanilan
yontemler ¢ok biiyiik degisime ugramadan ¢ok degiskenli duruma genellenebilir. Ornegin Rudemo
(7) ve Bowman (1)'in CG y6ntemi, H bant genisligi matris se¢imine genellenebilir ve bu durumda
CG fonksiyonu,

W, n .

CGH)= Jf(x;H)2dx-2n'Tzlf_i X;:H) 5]
olarak verilir. Burada, , Xi'nin veri kiimesinden ¢ikarildiktan sonra elde edilen ¢ekirdek kestiricisidir.
Buradaki temel amag, (5) esitligi ile verilen ifadeyi en kiigiik yapan bant genisligi ya da genigliklerini
bulmaktir. H*D kisiti altinda K ¢ekirdek fonksiyonu yerine, standart normal olasilik yogunluk fonksiyonu
kullanilarak, (5) esitligi ile verilen CG fonksiyonu,

2
1 1 n 14 (X —X.
(2\/5) nhl...hd (2\/5) nzhl'"hd 1=1j=1 k=1 k
55 2d/2 13Xk~ Xjk :
_( x )exp _Ek% hy, [6]

bigiminde elde edilmistir. Bu fonksiyonu en kii¢iik yapan h bant genisligi bulunur. Capraz gegerlilik
fonksiyonu birden fazla yerel minimuma sahip olabilir. Yapilan ¢alismalar bu durumda, en biiyiik
yerel minimuma sahip olan bant genisliginin alinmasinin uygun oldugunu ortaya koymustur. Bu deger
elde edilerek olasilik yogunluk fonksiyonunun kestiriminde kullanilir.

Scott ve Terrell (9)'in tek degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestiricisine iliskin
h bant genisliginin elde edilmesi i¢in gelistirdigi YCG yontemi, ¢ok degiskenli durum igin
genellestirilmistir. Sain ve arkadaslari (4) esitligi ile verilen ¢ok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu
optimal bant genisligi formiiliindeki bilinmeyen olasilik yogunluk fonksiyonu fnin ikinci mertebeden

18,
tiirevinin karesinin integrali yerine daha kii¢iikk yana sahip olan ;E £7(x;) kestirimini

i=1

kullanmisglardir (8). ge D kisiti altinda, K ¢ekirdek fonksiyonu yerine standart normal olasilik
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yogunluk fonksiyonu kullanilarak, elde edilen ¢ok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢arpim
1 1

cekirdek kestiricisine iliskin YCG fonksiyonu,
2
+ TEqZ —J]
(Z\E)d nhyh g 4n(n—1)h1...hdi=1j¢i{ 1{=1[ hy ]

2
_(zd+4)[1§1[ - ] ] ]+(d2 +2d)}><k1;[1¢{ » ] J (7]

olarak elde edilmistir. Burada standart normal olasilik yogunluk fonksiyonudur. (7) esitligi ile verilen
ifadeyi en kii¢iik yapan bant genislikleri elde edilir. Capraz gecerlilik yonteminde oldugu gibi yanl
capraz gecerlilik yonteminden de birden ¢ok yerel minimum elde edilebilir, bu durumda da yine en
biiyiik minimuma sahip olan bant genisligi, optimal bant genisligi olarak alinir.

YQ¢G(hy,...hg)=

h bant genisligini elde etmek i¢in Taylor tarafindan kullanilan bootstrap yontemi de ¢ok degiskenli
durum i¢in gelistirilmistir (13). Bu duruma iligkin THKO,

THKO (W) - ] B (o)~ (o) o 8]

dir. Burada f(x), gok degiskenli olasihk yogunluk fonksiyonunun carpim gekirdek kestiricisi,

£"(x), f(x)’den secilen veriler ile elde edilen gekirdek kestiricisi ve E*, (x)’e gére alinan
beklenen degerdir. (8) ile verilen esitlik, ¢ok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu ¢ekirdek
kestiricisinin THKO degerine ¢ok yakin bir degere sahip olacag diistinilerek gelistirilmistir.
HeD kisiti altinda, ¢ekirdek fonksiyonu olarak standart normal olasilik yogunluk fonksiyonu
kullanilirsa, ¢ok degiskenli bootstrap fonksiyonu,

2
_ d L —x.
B(hi,hq) = dl * d 1 % z n01/21eXp _% z [Xikh Xjk]
(2\/;) nhy. hy (2\/1?) nzhl___hd1=1ﬁé1 2 k=1 k

_1% Xie X ik : _2><2%eX _l% Xile ~ ¥ ik :
411 h 3% P 611 h [9]

olarak elde edilir. Bu fonksiyonu en kiiciik yapan h bant genislikleri secilir ve elde edilen degerler
cok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestiriminde kullanilir.

+exp

2. UYGULAMA

Bugiine kadar bant genisligi se¢imi i¢in bir ¢cok ¢alisma yapilmis olmasina ragmen, halen genel
anlamda kabul edilmis bir yontem bulunamamistir. Calismalarin ¢ogu bilgisayar benzetim ¢aligmalarinin
sonuglarina dayanmaktadir. Ancak, h bant genisliginin elde edilmesi i¢in paket programlar igine
alinmuis, standart olarak kabul edilmis yaygin bir diizlestirme siireci olmadigindan, arastirmacilar
kendi programlarini kendileri gelistirmektedirler. Yapilan uygulamada, h bant genisliginin elde edilmesi
icin gelistirilen yontemlerden yansiz ¢capraz gecerlilik, yanli capraz gecerlilik ve bootstrap yontemleri
kullanilmigtir. Yontemlere iliskin bilgisayar programlart ve ¢ok degiskenli olasilik yogunluk
fonksiyonunun ¢ekirdek kestirim degerlerini veren program Delphi 6.0 programlama dili ile yazilmistr.
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Elde edilen sonuglarin grafik ¢izimleri i¢in Excel 7.0 ve S-Plus 2000 paket programlar1 kullanilmisgtir.
Daha 6nce Marmara ve Ege bolgeleri icin tek bant genisligi kullanilarak (H € § durumu), deprem
verilerine iliskin ¢ok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestirimleri elde edilmisti
(2). Bu galismada ise, 1900-2001 yillar1 arasinda tiim Tiirkiye'de gerg¢eklesen, biiyiikliigii 5 ve lizeri
olan, enlem ve boylami verilen deprem verileri i¢in iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun
cekirdek kestirim degerlerinin farkli bant genisliklerine sahip durum i¢in ( H e p durumu )elde edilmesi
ve H e 8 durumu i¢in elde edilen kestirim degerleri ile karsilastirilmasi amaglanmistir. Her iki durumda
da K ¢ekirdek fonksiyonu olarak, iki degiskenli standart normal olasilik yogunluk fonksiyonu
kullanilmustir.

X—X

H 8 durumunda, degiskenler arasindaki yayilim farkini 6nlemek i¢in, veriler doniistimii

yapilarak standartlastirilmig ve tek bir h bant genisligi kullanilmistir. Benzetim ¢alismasinda, h bant
genisligi 0'dan baslayip 0,01 artirilarak CG, YCG ve B fonksiyon degerleri elde edilmis ve bunlarin
grafikleri ¢izilerek, bu fonksiyonlart minimum yapan bant genislikleri bulunmustur. CG fonksiyonundan
yerel minimum elde edilememistir. YCG fonksiyonunu en kii¢iik yapan h bant genisligi 0,32, B
fonksiyonunu en kii¢iik yapan h bant genisligi 0,84 olarak bulunmustur. h bant genisliklerine karsilik
gelen YCG ve B fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 1a ve Sekil 1b'de verilmistir:

nmez .6 nmozTE B.
00sis opoz®tT
st |-\ 000%76
\ 0po®ts
0,056
\ opozsT &
onxs
opo®t3
nazsss 000272
e ~—e—
es 0poEi 1 H
005% 0,00287
s op®ss —m———————————————————
02 02 03 03103203 034 03 0% 0% 03B 039 073 079 0,2 0,831 032 033 0,34 035 026 0,57 0,5 039
(a) (b)

Sekil 1. a)YCG Fonksiyonunun Grafigi  b) B Fonksiyonunun Grafigi

Daha 6nce yaptigimiz bir calismada, YCG yonteminden elde edilen bant genisliginin optimal bant
genisligine daha yakin sonuglar verdigi goriilmiistiir (14). Bu nedenle, bu ¢alismada da YCG
yonteminden elde edilen ve degeri 0,32 olan bant genisligi, iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun
cekirdek kestiricisinde yerine konularak kestirim degerleri elde edilmistir. Elde edilen bu kestirim
degerlerinin dagilimina iliskin, Tiirkiye haritasi {izerine yerlestirilen diizey egrileri ve 3 boyutlu grafigi
Sekil 2'de verilmistir:

FESTIRIM
Apsn 0420 G480

(a) (b)
Sekil 2. h=0,32 Igin olasilik yogunluk fonksiyonunun cekirdek kestirim degerlerinin dagilimina iliskin
a) Diizey egrileri b) 3 Boyutlu grafigi



Cok Degiskenli Olasuik Yogunluk Fonksiyonunun Cekirdek Kestiriminin Tiirkiye 'deki Deprem...

HeD durumunda, her bir koordinat ekseni yoniinde farkli bant genisliginin elde edilmesi
amaglanmistir. h, ile h, bant genisliklerini elde etmek i¢in yapilan benzetim ¢alismasinda, h ile h,
bant geniglikleri 0'dan baslayip 0.01 artirilarak CG, YCG ve B fonksiyon degerleri elde edilmis ve
bunlarin grafikleri ¢izilerek genel gériiniimleri izlenmis; CG ve B fonksiyonlarini minimum yapan
bant genisligi degeri bulunamistir. Y CG fonksiyonunu minimum yapan, h, bant genisligi 0.3, h, bant
genisligi 0,4 olarak bulunmustur.

YCG fonksiyonunu en kii¢iik yapan h bant genisligi, iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun
cekirdek kestiricisinde yerine konularak kestirim degerleri elde edilmistir. Bu degerlerin dagilimina
iligkin, Tiirkiye haritasi tizerine yerlestirilen diizey egrileri ve 3 boyutlu grafigi Sekil 3'te verilmistir:

5"
. ogmane : | g
& R ol ars{ -
n 3 A Pl L 5o
X N Y% I b 23
| i 2 _Ringl N F ]
~ S I TR S (T« 1 E 5
s 3 Y B (T iy g Q §
W e et e > '
. o ﬂ‘ﬁi\a jv:ﬁ_"i ¥ Mersln.;‘ L :r’\ - AT L & |
: - &’.7 4 Ko ik
] g
— =t )/
oty I \—5 7
o fi o
" (b)

Sekil 3. h =0,3,h,= 0,4 I¢in Olasilik Yogunluk Fonksiyonunun Cekirdek Kestirim Degerlerinin Dagilimina
[liskin a) Diizey Egrileri b) 3 Boyutlu Grafigi

3. SONUCLAR

1900-2001 déneminde tim Tirkiye’de (32,00-44,00 Enlem ve 24,00-46,00 Boylam
koordinatlar1) Richter &lgegine gdre buyiklugi 5 ve izeri olan deprem verileri ile yapilan
uygulama sonucunda, He 8 yaklasimu ile, yanh ¢apraz gegerlilik fonksiyonundan elde edilen h
bant genisligi 0,32, bootstrap fonksiyonundan elde edilen h bant genisligi ise 0,84 olarak
bulunmustur (Sekil 1). Capraz gegerlilik yonteminden h bant genisligi elde edilememistir. He D
yaklagimi ile, yanli ¢apraz gegerlilik fonksiyonundan boylam igin bant genisligi 0,3 ¢h;), enlem
igin bant genisligi 0,4 (h;) olarak bulunmustur. Capraz gegerlilik ve bootstrap ydntemlerinden
bant genisligi elde edilememistir. He S durumu igin yanh ¢apraz gegerlilik yonteminden elde
edilen bant genisligi degeri olasilik yogunluk fonksiyonunun gekirdek kestiricisinde yerine
konularak elde edilen ve Sekil 2°de verilen kestirim degerleri ile HeD durumu igin elde edilen
ve Sekil 3°te verilen kestirim degerleri karsilastirildifinda, yaklasik degerler elde edildigi
gortilmistir. Grafiklerden, Marmara ve Ege Bdlgelerinde Richter dlgegine gdre buyikligi 5 ve
tizerinde deprem olma olasihiginin diger bdélgelere gore daha yiiksek oldugu goriilmektedir.
Bunun yanisira, Dogu Anadolu Bdlgesi iginde yer alan Erzurum, Erzincan, Bingdl yerlesim
alanlarinda da deprem olma olasilifinin Marmara ve Ege Bdlgelerine gére daha diisiik, ancak bu
baélgedeki yerlesim alanlarina gére daha yiiksek oldugu gézlenmektedir.

Bir depremin olma olasiliginin bilinmesi bir ok bakimdan nemlidir. Ornegin, ekonomik olarak
biiyiik maliyet gerektiren yatirimlarin yapilmasinda bu bilginin bilinmesi, yatirimecinin karar vermesi
agisindan yararli olacaktir. Yatirimet, yatirim yaparken deprem riski biiyiik olan bolgelerde bina gibi
yapilarin depreme dayanikli olarak yapilmasini saglayabilir ya da deprem riski biiyiik olan bolge
yerine, yatirimlarin deprem riski daha az olan bslgelere kaydirilmasini tercih edebilir.
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