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OZET

Yenileme stireci ile ilgili uygulamalarda ¢ogunlukla siirecin ortalama deger ve
varyans fonksiyonlari bilgisine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu ¢alismada, Xie'nin RS
yontemi (1), alisilmig ve duragan yenileme siireclerine ait varyans fonksiyonlarinin
ve gecikmeli yenileme siirecinin hem ortalama deger hem de varyans
fonksiyonunun sayisal olarak hesaplanmasina uyarlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Yenileme siireci, yenileme fonksiyonu, varyans
fonksiyonu.

NUMERICAL COMPUTATION OF THE MEAN VALUE AND VARIANCE
FUNCTIONS IN RENEWAL PROCESSES

ABSTRACT

Application of renewal process most commonly requires the knowledge of the
mean value function and the variance function. In this study, Xie's RS method
(1) is adapted to the computation of the variance function for the both ordinary
and stationary renewal processes. Furthermore, this adaptation procedure is
carried on to the evaluation of the both mean value function and variance function
for the delayed renewal process.

Key Words: Renewal process, renewal function, variance function.

1.GIRIS

{X,.n =12, }pozitif degerli, bagimsiz ve ayn1 F dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerin
bir dizisi olsun. Bu rasgele degiskenler bir olayin (yenilemenin) ardigik gerceklenisleri arasinda

gecen zaman siirelerini temsil etsinler. 8; =0, 8, =X, +...+X,,n=1 ve t anina kadar yapilan
yenilemelerin sayisi N(t) = maks{n:S, <t} rasgele degiskeni olmak iizere {N(t),t = 0} stokastik
stirecine alisilmis anlamda bir yenileme siireci denir. X;,X5,...rasgele degiskenleri ayn1 F dagilim
fonksiyonuna sahip iken X; rasgele degiskeni F den farkli bir F, dagilim fonksiyonuna sahip ise

{X,n=12,..} rasgele degiskenler dizisinin tarif ettigi siirece gecikmeli yenileme siireci denir. Bir
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1 X
gecikmeli yenileme siirecinde X, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu Fi(x)= Eg (- F(y))dy
ise bu siirece duragan yenileme siireci ad1 verilir. Burada L, F dagiliminin ortalamasidir.

{N(t),t =0} ahisilms bir yenileme sireci olmak tzere 7=0 igin M(t)=EN(t)) ve
V(t)= E(N(t)—M(t))* ile tanimlanan fonksiyonlara sirasiyla yenileme siirecinin ortalama deger

fonksiyonu (yenileme fonksiyonu) ve varyans fonksiyonu denir. Ayrica F dagilim fonksiyonu f
olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip iken m(t) = % ile tanimlanan m fonksiyonu yenileme
yogunlugu olarak adlandirilir. {N_ (t),t =0} ve {N.(t),t > 0} stirecleri sirasiyla bir gecikmeli ve
bir duragan yenileme siireci gdstermek tizere bu iki sirecin ortalama defer ve varyans
fonksiyonlarl t=0 igin M, (1) =EN,(t)), Vm(t)=E(N-m(t)_NIm(t))2 ve M(H)=EN(t)),

V,(t)=E(N,(t) - M, (t))* ile tanimlanir. M yenileme fonksiyonu igin,

M(t) = %Fn*(t),t 20 [1]
M(t) = F(t)+ }M(t— x)dF(x),t 20 2]
0
M(t)zF(t)+jt'M(t—x)f(x)dX,t 20 | [3]
0
M(t) = F(t)+ }F(t -x)dM(x),t =0 [4]
0
_ _Ks()
MLS(t)——l_FLS(t),t >0 [5]

yazilabilir (2,3). Burada F*, F’nin kendi kendisiyle olan n-kez Stieltjes konvoliisyonu ve M 4
ve F ., fonksiyonlar1 sirasiyla M ve F fonksiyonlarinin Laplace-Stieltjes déntisiimleridir. m
yenileme yogunlugu,

m(t)= £(t)+ [m(t— ) (x)dx, t >0 [6]
0

integral denklemim saglar [2]. V, M, V,,, M, ve V, fonksiyonlan igin,

V(t)=M(t)(l—M(t))+2}M(t—x)dM(x),t >0 | [7]
0
Vit)=2 %j‘,lnFn*(t)— %Fn*(t)(1+ %Fn*(t)),t 20 8]
My (t)=F (t)+}F(t—X)de(X),t 20 (9]
0

Vi (8) = M (01— Mo ()4 2] M, (6 )M G, > 0 [10]
0
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t
Me(t)zﬁ,tzo [11]
ve
t t, 2t
Ve(t)= —(1-—)+—[M(x)dx,t 2 0 [12]
BB Mo
yazilabilir (2,4).

Yenileme siregleri ile ilgili uygulamalarda c¢o8unlukla ortalama deZer ve varyans
fonksiyonlarina gerek duyulmaktadir. Ustel, hiper tstel, iki parametreli tistel, sekil parametresi
dogal say1 olan gamma(Erlang) gibi dagilimlara dayali yenileme stire¢lerinde ortalama deger ve
varyans fonksiyonlar igin analitik ifadeler mevcut olmasina ragmen uygulamada karsilasilan
sekil parametresi dogal sayl olmayan gamma, Weibull, lognormal gibi bir¢ok dagilim igin bu
fonksiyonlarin kapali form ifadesi yoktur. Bdylece sayisal yontemlerin gerekliligi ortaya gikar.
Bu ¢alismada ilk olarak literatiirde dnerilen bazi sayisal yontemler agiklanmis, daha sonra M
yenileme fonksiyonunu [4] integral denkleminden sayisal olarak hesaplayabilen Xie’nin RS
yontemi (1) ele alinmis ve V varyans fonksiyonunun [7] denkleminden sayisal olarak
hesaplanmasina uyarlanmistir. Ayrica, benzer olarak v,, M ve V_ fonksiyonlarinin sirasiyla

[12], [9] ve [10] ifadelerinden sayisal olarak elde edilmesi tizerinde durulmustur.

2. M VE V FONKSIiYONLARI iCiN BAZI SAYISAL YONTEMLER

{N(t)t = 0} alisilmis yenileme siirecinde yenilemeler arasi gegen zaman siirelerinin dagilim
fonksiyonu F olsun. F dagilim fonksiyonu bilindiginde, M ve V fonksiyonlar1 bazi 6zel durumlar
disinda analitik olarak elde edilemezler. Bu durumda bu fonksiyonlarin sayisal olarak hesaplanmalart
gerekmektedir. Bu boliimde M ve V fonksiyonlarmin sayisal hesabi i¢in literatiirde 6nerilen bazi
sayisal yontemler gozden gegirilecektir.

Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimleri yenileme siireglerinin teorik olarak incelenmesinde degerli bir aragtir ve
onlarin ters doniisiimlerinin alinmast igin literatiirde cesitli algoritmalar vardir (5,6) . Ustel, hiper
tistel ve sekil parametresi dogal say1 olan gamma dagilimi i¢in [5] ifadesi analitik olarak elde edilebilir
ve bu ifadenin ters doniisiimii de analitik olarak bulunabilir (7). Fakat uygulamada karsilasilan bir¢ok
dagilim (Weibull, lognormal, ters Gauss gibi) i¢in [5] ifadesi analitik olarak elde edilemez. Analitik
ifadeler olmaksizin sayisal olarak ters doniisiimii hesaplamak son derece zor oldugundan Laplace
doniisiimleri sayisal hesaplamada sinirlt olarak kullanilir.

Kuvvet Serileri

Bir alternatif yaklasim kuvvet serisine acilimdir. Ozellikle F &lgek parametresi 1 ve sekil
parametresi « >0 olan bir Weibull dagilim fonksiyonu, yani Fx)=1-¢= ,x =0 olmak tizere

Smith ve Leadbetter (8) gostermigtir ki her 7> 0 igin fﬁtkm kuvvet serisi mutlak

k=l I'(ka +1)
yakinsaktir ve
5 (DA i
M{t)= X———t ,t20
O ) [13]

T'{no+1) .
olur. Burada ¥, = Y olmak iizere,
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n-1
An = 'yn - Zl'y]An_] = 1,2,...
i=

dir. [13]’te verilen kuvvet serisi agilimi yardimyla M(t) sayisal olarak hesaplanabilir. t’nin kiigtik
degerleri igin herbir hesaplamada serinin yalnizca ilk dort teriminin kullanilmasmin yeterli oldugu
bulunmustur (8). F, & sekil parametreli ve p 6lgek parametreli bir Weibull dagilim fonksiyonu ise

[13]teki kuvvet serisi agiliminda t yerine t/p alimmasiyla elde edilen kuvvet serisinden M(t)
sayisal olarak hesaplanabilir.
[13]'teki kuvvet serisi her t = 0 i¢cin mutlak yakinsak oldugundan m(t) ve I M(x)dx fonksiyonlari

icin sirastyla,

DAL o
mt)= Ei—l"(ka) t

Ve

k-1
m (_1) Ak tkc:r.+1

IM(X) = 1(k0L+1)F(k0L+1)

[14]

t
bulunur. m(t) ve JM(x)dx sirasiyla yukaridaki kuvvet serilerinin kullanilmasiyla sayisal olarak
0

hesaplanabilir. Ayrica White'in verdigi bir lemma (9) yardimiyla,

_ ( 1) Bk ko
jM(t X)m(x)_kz—F(ka+l)t ,t=0 [15]

k-1
elde edilir. Burada By = ZlArAk—r bicimindedir. Boylece V varyans fonksiyonu i¢in,
r=

Vit)= 20 [16]

_2EV T A ol 2D T A o | R DBy
k—l I'(ka+1) k=1 I'(kct +1) k=2 I'(kee+1)

ifadesine ulasilir (10). White, (13) ve (15)’te verilen serileri kullanarak t=0.00(0.05)2.45,
a=0.5(0.5)3(1)4 ve t <245, «=5,7,10 olmak tizere t=0.00(0.05)t, igin alt1 ondalikli M(t)

veV(t) degerlerini hesaplamistir. N(t)'nin daha biiylik momentler ve kiimtilantlarinin nasil

hesaplanacagini géstermis ve ayni zamanda F™ (t) *nin hesaplanmasi igin formiil sunmustur (9).

Yenileme siireglerinde ¢esitli fonksiyonlar igin verilen serilerin yakinsaklik hizlan tayin
edilememistir ve t'nin kiuigiik degerleri igin(t <2.45) hesaplamalar yapilmigtir. t’nin biiytik
degerleri icin yaklagimlarin dogrulugu tzerine birsey sdylenememistir. Sayisal islemlerin
karmasiklig1 ve belli énemli dagilimlar igin seri ag¢ilimlarin mevecut olmamasi bu yaklasimin
uygulanabilirligini sinirlamaktadir.

Kiibik Spline Yontemi

Yenileme teorisinin uygulanmasina ciddi bir engel uygulamada ortaya g¢ikan birgok
dagilim igin F*,n >1 konvolisyonunun kapali formunun mevcut olmamasidir. Cleroux ve
McConalogue (11) f olasilik yogunluk fonksiyonundan ardigik olarak F*",n>1 ve ayni
zamanda F™ *G™,n,r>1 konvolisyonunun hesaplanmast igin genel amagli bir algoritma
vermiglerdir. Bu algoritma bir [0, T] sonlu aralifinda F**"in bir kiibik spline yaklagimina
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dayalidir ve f olasilik yogunluk fonksiyonunun [0,«) araliinda simirli ve analitik olmasim

ister, ¢iinkt bir fonksiyonun kiibik yaklagimi fonksiyonun Taylor serisine agilamadig: yerde
yetersizdir. Bu yontem M ve V igin sirasiyla [1] ve [8] ifadelerinin gdzdniine alinmasiyla
M(t) ve V(t)'nin sayisal olarak hesaplanmasini miimkiin kilar. Ayrica bu yéntem yardimiyla
yenileme teorisinde ortaya ¢ikan diger bazi fonksiyonlar da sayisal olarak hesaplanabilir

(12).
Cleroux - McConalogue’nin algoritmasinin en dnemli kisitlamasi tiim olasilik yogunluk
fonksiyonlarimin [0,«0) arali@inda sinirli olmamasidir. Bu kosul birgok dagilim igin saglanmasina

ragmen sekil parametresi ¢<1 olan gamma ve Weibull dagilim i¢in saglanmaz. Bu iki dagilim
uygulamada karsilasilan en &nemli DFR dagilim &mekleri olusturdugundan bu sinirlama
yontem igin bir engeldir. Aym derecede agikca yukaridaki kadar olmasa bile olasilik yogunluk
fonksiyonu ve her mertebeden tiirevi orijin civarinda sifir ise kiibik spline algoritmasi dogrulugu
azalms vyaklasimlar turetir. Ters Gauss ve lognormal dagilim igin bdyle bir durum
sézkonusudur.

McConalogue (13), orijin civarinda “iyi davramisli” olmayan olasilik yogunluk fonksiyonlu
dagihmlarla ilgili olarak vyari-analitik sayisal integrasyon teknikler yardimiyla Cleroux ve
McConalogue tarafindan verilen kiibik spline algoritmasini genisletmistir. Genisletilmis
algoritma yukarida bahsedilen bazi kisitlamalar1 kaldirir. Bu algoritma orijin civarinda F’nin
tiirevi F' °niin sinirsiz olmasina izin verir, fakat n > 2 igin F™ *in tirevinin stmrh olmasini ister.
Genisletilmis algoritmada n =2 igin F*, (0,T) araliginda bir spline gdsterime sahip iken F
orijine yakin yerlerde bir spline gdsterime sahip degildir. Bu ydntem sekil parametresi o >1/2
icin Weibull ve gamma dagilimimin her ikisinin konvollisyonuna izin verir. Ayrica, olasilik
yogunluk fonksiyonu orijinde simirli olan bir dagilima uygulanirsa orijin civarinda yaklagimin
dogrulugunu artirir, bu suretle lognormal ve ters Gauss dagilimlarina uygulandi® zaman gok
daha guvenilir sonuglar elde edilir. Baxter ve digerleri (14), genisletilmis kiibik spline
algoritmasin kullanarak uygulamada g¢ogunlukla ortaya gikan bes dagilim (gamma, Weibull,
lognormal, ters Gauss ve kesilmis normal) igin dlgek parametresi 1 olmak tizere her bir

dagilimin genis bir degisiminde t=0.05(0.05)20 igin M(t), V() ve [[M(x)dx fonksiyonlarinin
tablolarini olusturmusglardir.

Kiibik spline algoritmast verilen herhangi F dagilim fonksiyonu igin F™ (t) 'nin hesabini
yapan en iyi yontem degildir. Ornegin, t kiigiik iken Weibull dagilhim igin kuvvet serisi ile
yaklagimda bulunmak ¢ok daha uygun olabilir. Benzer olarak F(t;ot), & sekil parametresi ile

gamma dagilim fonksiyonu ise F*'(t;)=F(t;ne) olup tam olmayan gamma fonksiyonunun
sayisal olarak elde edilmesini saglayan bir algoritma yardimiyla hesaplanabilir (15).

Dogrudan Coéziim

M(t) yenileme fonksiyonu [2], [3] va da [4] integral denkleminden sayisal olarak elde
edilebilir. Literatirde bu integral denklemlerin sayisal ¢éziimleri ile ilgili bir takim sayisal
yontemler éne sirtilmistir. Ornedin Deligoniil ve Bilgan (16), [3] integral denkleminin ve Xie
(1), [4] integral dekleminin sayisal ¢ézimi ile ilgilenmistir. Diger taraftan Soland (17), [6]
integral denkleminin sayisal ¢dzimi ile m(t) yenileme yofunluk fonksiyonunun
hesaplanmasini savunmus ve karsilik gelen M(t), V(t) ve Ve (t) fonksiyonlarinin sayisal

integrasyon ile sayisal olarak hesaplanmasi tizerinde durmustur (17). Sekil parametresi
¢=2(0.25)4(1)6 olan dagilimlar i¢in gamma durumunda t=0.01(0.01)2 ve Weibull durumunda
t=0.01(0.01)4 zamanlar1 icin M(t), V(t) ve V_(t) fonksiyonlarimin sayisal olarak degerlerini

elde eder. Soland ayn1 zamanda ti¢ fonksiyon igin asimptotik ifadeler ve asimptotik formiiliin
yiizdelik hatasi belirlenmis bir degerden kiigtik kalacak bigimde t’ye esit ya da t’den biiyiik tim
zamanlar i¢in en kiigiik t zamanim gdsteren cizelgeler vermistir. Herbir durumda d&lgek
parametresi dagilimin ortalamasi 1 olacak sekilde segilmistir. Bu secim ydntem igin bir
kisitlama olarak gortinebilir, fakat bu gercek bir kisitlama degildir, ¢iinkii dagilim ortalamasi 1

257
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olacak sekilde kolayca yeniden dlgeklendirilebilir. Soland’in yéntemi etkili olmasina ragmen
uygulamasi simrhdir. Ozellikle f> nin sifir noktasindaki sonsuz tirevine bagh olarak <2 igin
sonuglar yeterince dogru degildir.

[2] ve [4] integral denklemlerinin sayisal ¢ézimii daha kolay gériinmesine ragmen yukarida
gorildugi gibi [1], [3] ve [6] denklemlerinin ¢dzimleri ile ilgilenilmistir. Bunun temel nedeni
[£(t —s)g(s)ds tipindeki konvoltisyon integrallerinin hesaplanmasi ydntemlerinin sayisal analizde

ilgi uyandinicih@idir. [3] denklemi ikinci gesit bir Volterra integral denklemidir. Bu tir
denklemlerin ¢6zimu igin bir hayli sayisal yoéntemler meveuttur (18).

3. RS YONTEMIi

Xie (1), M(t) yenileme fonksiyonunun [4] integral denkleminden sayisal olarak ¢6ziimii igin RS
olarak adlandirilan bir yontem vermistir. RS yontemi kolay olarak programlanabilmesi, hemen hemen
tim durumlarda basitligi ve yakinsakligi ile iyi sonuglar verir; diger bilinen yontemler ile
karsilastirildiginda uygulanabilirligi daha fazladir. Bu yontem 6zellikle f olasilik yogunluk fonksiyonu
singiiler noktalara sahip iken faydalidir. Bu boliimde, M (t) yenileme fonksiyonunun sayisal hesabi

icin verilen RS yontemi tizerinde durulacak ve bu yontem V(t), V.(t), M_(t) ve V(1)
fonksiyonlarmin sayisal olarak hesaplanmasina uyarlanacaktir.

3.1. M(t)'nin Sayisal Hesab1

Riemann-Stieltjes integralin taniminin 15131 altinda, j;’g(x)dh(x) integrali, [ab]araliginin bir

arcalanmasi A = {x,x{,...,X,, } olmak tizere
0»41 fi 5

b n
[g(x)dh(x) =~ Elg((xi +x;1)/2)(h(x;)-h{x;_;)) [17]

seklinde yazilabilir. Riemann-Stieltjes integralin sayisal hesaplanmast igin kullanilabilecek bu formiilde
parcalanmanin normu kiigiildiik¢e yaklagimin daha iyi olacagi agiktir.

Simdi [4] denklemini, yani
M(t) = F(t)+}F(t— x)dM(x),t > 0
0

integral denklemini gozoniine alalim. t verilmis bir deger ve {tg,t,....t,} 0=ty <t; <..<t, =t
kosulunu saglayan bir par¢alanma olsun. Bu durumda,

t;
M(t; ) = F(t; )+ gF(ti - x)dM(x)

olup [17] ifadesinin kullanilmasiyla,

M(t; )=~ F(t; )+§F(ti - (tj +ti )!2)(M(tj }- M(tj_l )

i-1
bulunur. Boylece Ti = ]EF(ti —(ty 1y M 2)HM(E ) - Mty ) alindiginda ardisik olarak, M(t,)=0

olmak iizere,

= F(t,)+T, - F(t, - )/ 2ME ) .
M(t; )= 1—F(t, —(t, +£,,)/2) A=12...n [18]

ile yaklasik olarak hesaplanabilir (1).
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F dagilim fonksiyonu yerine f olasilik yogunluk fonksiyonu verildiginde, yani F'nin kapali bir
formda ifadesi yok ise F dagilim fonksiyonu,

F(t,) = Bt )+ F((t +1,)/2) i=12,00
n

formiilii ile kolaylikla hesaplanabilir.

[2] ve [4] denklemleri teorik olarak denktirler. Literatiirde en yaygin olani [2] denklemi
olmasina ragmen RS yontemi [4] denkleminin ¢dziimiine kisitlanmistir. Esit olmayan adim
uzunluklar kullanilirsa [4] denklemi ardigik ¢éziim igin daha basit gértinir. Ayni zamanda [2]
yerine [4]0n kullanilmasmin temel avantaji F(t)’nin buyiik t’ler igin hemen hemen sabit
olmasidir ve bdylece F(t;)-F(t; ;) deki yuvarlatma hatasi nispeten biiytik olacaktir.

3.2. V(t)'nin Sayisal Hesabi
V(t) varyans fonksiyonu i¢in [7]'de verilen

V(t)= M(t)- M*(t)+ 2}M(t —x)dM(x),t = 0
0

ifadesini gozoniine alalim. t verilmis bir deger ve {ty,t;,...t,} 0=ty <t; <..<t, =t kosulunu
saglayan bir par¢alanma olsun. [17]'den,

t[I:M(ti —x)dM(x) =~ jéM(ti = (t+t5 )/ 2)(M(E) - Mt ;)
yazilabilir. Bu durumda,
V{t, ) = M(t, )1 - Mt ))+2jiZlM(ti ={t; +t )/ M) -M(t;))i=12,..n
bulunur. Béylece V({t;),
Vt;) = M(t, )1 - M(t; ))+2;211§71(ti = (t;+t)/ DI - Mt ))i=12...n [19]

ile yaklasik hesaplanabilir.

M'nin [18]’den sayisal olarak elde edilmesi igin [0t] araliimn yukaridaki
{tgst;s..t, } pargalanmasi kullamlirsa [19]’dan V’nin hesabi igin i=1,2,...,n olmak tizere M nin
t; noktalar disinda (t; ,,t;) alt araliklarindaki bazi noktalarda da degerlerine gerek duyulur.
Baylece [18] ve [19]'dan sirasiyla M ve V’nin hesabi igin [0,t] araliZinin aymi parg¢alanmasi
kullanilamaz. V’'nin hesabi igin 0=t} <t <..<t; =t kosulunu sa8layan {t{,t{,....t},}
pargalanmasi kullanilirken (18)’den M’nin hesabi igin i=1,2,...,m olmak iizere j=1,2,...,i igin
M(t! ), M(t}) ve M(t]—(t}+t},)/2) nin hesaplanmasim temin edecek [04t] aralifnin bir

pargalanmasinin kullanilmasi gerekir. M’nin hesabi igin esit uzunluklu alt araliklar, yani

b . . L, . .
t; =i—,i=0,,...,n kullanilmak iizere V’nin hesab igin t{ = 2it;, i=0,,...,n/2 noktalarina dayal
n

parcalanma kullanildiginda [19] ifadesindeki Mt} ), M(t}) ve M(t]—(t| +t|)/2) degerleri
[18] ifadesinden kolaylikla elde edilebilir. #, = 0, m=n/2 olmak 0zere A, = {t;.t,,2t,,....nt;} Ve
Ay = {ty,2t,,4t,,....2mt, } sirastyla [18]'den M’nin ve [19]’dan V’nin hesaplanmasinda kullamlan
[0t] arahifimin parcalanmalari olsun. F((i+0.5)t/n) yerine F(i), M(t,) yerine M(i), F(t;)
yerine G(i) ve V(t;) yerine V(i) almnirsa [18] ve [19]’dan sirasiyla,
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Gy + T FG~ M)~ M~ 1)-FOM(~1)

M(i) = i1 ,i=12,...n [20]
1- F(0)

Ve
V(i) = M(21)(1- M(2i)) + Z_iZIM(Z(i —DHDM2H-M2(-1))),i=12,....m [21]
i=

bulunur. M ve V'nin bilgisayarda sayisal hesabi i¢in sirasiyla [20] ve [21] ifadelerinin kullanilmas1
yapilacak olan bilgisayar programini hem basitlestirir hem de kolaylastirir.
3.3. V,(t)'nin Sayisal Hesab1

Duragan bir yenileme siirecin V,(t) varyans fonksiyonu i¢in [12]'de verilen

t t? 2t
Ve(t)=——+—[M(x)dx,t >0
Lop® Ko

ifadesini gozoniine alalim. t verilmis bir deger ve {ty,t,....t,,} 0=t; <t; <... <t =t kosulunu
saglayan bir par¢alanma olsun. Riemann integralin taniminin 15131 altinda,

t i
gM(X)dX a3 jZ‘il\ﬂ((t]— +tj_1)/2)(tj - tj—l)

yazilabilir. Boylece V,(t;),

2 .
~— .t 20~ .
Ve(ti) = _1_1—2+—ZM((t] +t1_1)l{2)(t1 _tj—l)’l = 1,2,...,111 [22]
Loop® =l
ile yaklasik hesaplanabilir.

[18]’den Mnin ve [22]'den v,’nin hesaplanmasinda kullanilacak [0t] araliinin
parcalanmalar1 sirasiyla bir dnceki kesimde verilen A =f{i, t;, %q,..1t; } V& & ={ty, 2y, 41 ,..., 2ty }

olmak tizere M(t,) yerine M(i) ve V_(t;)yerine V_(i) alinirsa,
V@)= 4a- e M S vei-1i=12,m 23]
T TR T
bulunur.

3.4. M, (t)ve V,,(t) 'min Sayisal Hesabi

Gecikmeli bir yenileme siirecinin ortalama deger ve varyans fonksiyonu i¢in sirasiyla [9] ve
[10]'da verilen

M, (1) = F,(1) +_t[F(t —x)dM_ (x),t = 0
0
Ve

Vi (8) = Mg, (1)1 = Mo (1)) 2/ Mo (£~ )dM(x), £ 2 0
0
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ifadelerini gézoniine alalim. t verilmis bir deger ve {tg,t;,...t,} 0=ty <t; <..<t, =t sartim
saglayan bir par¢alanma olsun. Bu durumda [17] ifadesinin kullaniimasiyla,

M, (t)~F (t)+ ;zlr«(ti —(t ) )M (t) - Mt 1)

i-1
bulunur. Boylece Ui = EIF(ti — () 2) M ()~ My (t5) alindiginda M_ (t;) ardisik olarak
M, (t,) = 0 olmak iizere,

- F(t)+ U, ~F(t,— (t +t, )/ DM (t,) .
M t.)= . =1,2,...,
n () LF(t — (t +1,4)/2) e [24]

ile yaklasik hesaplanabilir.

t verilmis bir deger ve {t;,t,....t,,} 0=1t; <t; <... <t =t kosulunu saglayan bir par¢alanma
olsun. [17]'den,

t i
ng(ti —x)dM(x) = EiMm(ti —(tj +tj_1)/Z)M(tj)—M(tj_l)),iz 1,2,...,m

yazilabilir. Bu durumda,
Vi (t) = M (£ )1 - M (t; ))+2j2i:=le(ti =ty +t5y)/2) (M) —M(t,_1))
bulunur. Boylece Vv, (t;) ,
V. (t) = M_(t)0-M_(t; ))+2§ﬁm(ti —(t; +t)/ 2)(M(t )~ M(t_))i =L2,....,m [25]

ile yaklasik hesaplanabilir.

[18]'den M’nin ve [24]'ten M, 'nin hesaplanmasinda kullamilacak [0,t] araliginin
parcalanmast t, esit adim vzunluklu A, = {t;,t,,2t,,....nt;} olmak tizere [25]'ten V. 'nin
hesaplanmasinda kullamlacak [0t] aralifimin parcalanmast 27 esit adim uzunluklu
A, ={t;,2t, At,,....2mt,} olsun. Burada t, =0 ve m=n/2 dir. F((i+0.5)t/n) yerine F(i), M, (t;)
yerine M, (i), F(t;) yerine F (i), ﬁ(ti) yerine M(i) ve 'Vm(ti) yerine V(i) alinirsa [24] ve
[25]ten sirasiyla,

@+ Fi_‘.F(i—j)(Mm () -M,(G-1D)-FOM,, (i—1)

M, (i) = il A=12.., 26
() 1- F(0) 1 " 2]

Ve
Vo (=M, (2)Q1-M_ (2i)+ Z_iEle - N+DM(2)-M@2(-1))),1=12,...m [27]
j=

elde edilir.
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4. ORNEKLER
Bu bdliimde M(t), V(t), V.(t),M, (t)ve V(i) nin sayisal hesabi icin sirasiyla [18], [19],
[22], [24] ve [25]’te verilen formiillerin islerligini gérmek amaciyla bazi 6rnekler verilmektedir.
(i) F, o=2 ve p=1 parametreleri ile gamma dagilim fonksiyonu, vani

F(x)=1-¢*—xe *,x >0 olsun. Bu daglimla ilgili yenileme siirecinin yenileme ve varyans
fonksiyonu,

t 1 1
M{t)=—-=+=¢%,t20
2 4 4

ve
V(t)=l+1—1e—2‘—le—4‘,t20
16 4 2 16
t 1t t8 1 g . 3
olur (7). Bu durumda IM(X)dX=§—Z+I—§e bulunur. Boylece yukaridaki F dagilim
0

fonksiyonuna dayali duragan yenileme siirecinin varyans fonksiyonu igin,

]. t 1 —21
V.t =—+——=-e ", t>0
- (t) 8 4 8

analitik ifadesi elde edilir. Uygulama i¢gin,

Al 0.00(0.01)8.00,A,0.00(0.02)8.00(n = 800,m = 400,

1 1
M‘ = 0.01,“3.2” = 0.02)

A?0.00(0.05)8.00,A%.0.00(0.10)8.00 (n = 160,m = 80,

2 2
Al “ = 0.05,“,52” =0.10)

A30.00(0.10)8.00,A% 0.00(0.20)8.00(n = 80,m = 40,”,531“ = 0.10,

A%” = 0.20)

esit aralikli parcalanmalari alinarak [20], [21] wve [23] formuilleri yardimiyla  Basic
derleyicisinde yazilan bir bilgisayar programu ile sirastyla M(t,), i=1,2,....n, V(t,) ve V_(t,),
i=1,2,...,m degerleri hesaplandi. Bu degerlerin bir 6zeti ve M(t), V(t) ve V_(t) icin yukaridaki
analitik ifadelerden elde edilen gercek degerler ile Cizelge 1, Cizelge 2 ve Cizelge 3
olusturuldu. Bu iig tablodan gériildigii gibi, pargalanmalarin normu kiigiilditkge ™ (t,), V(t,)
ve V,(t,) deBerleri gergek M(t,),V(t;) ve V.(t,)degerlerine daha yakin ¢ikmaktadir.
" (t,)’nin hesab igin 1/100, V(t,) ve V_(t;) nin hesabi igin 2/100 adim uzunlugu gergekten
yeterince iyi gdriinmektedir. M nin hesabi ig¢in 1/10, ¥ ve ¥, ’nin hesabi igin 2/10 adim
uzunluklari bile F% 1 dahilinde bir géreli hata ile pratik kullanim igin yeterince iyidir.

(ii) F, =3 ve p=1 parametreleri ile Weibull dagilim fonksiyonu, yani F(x)zl—e‘X3 x=0

olsun. Daha dnceden de sdylendigi gibi, bu dagilima dayali yenileme siirecinin yenileme ve
varyans fonksiyonu analitik olarak mevcut degildir. Ayni zamanda bu dagilima dayali duragan
yenileme stirecin varyans fonksiyonu igin de analitik bir ifade yoktur. A;:0.00(0.01)1.2,
A;:0.000.02)1.2 (n =120,m=60 ,|A,||=0.01,|A,|=0.02 ) esit aralikli parcalanmalari almarak,
[20], [21] ve [23] formiilleri yardimiyla Basic derleyicisinde yazilan bir bilgisayar program ile
sirastyla lihul(ti i=12,..n , G(ti) ve Ge(ti),izl,z,...,m degerleri hesaplandi. Bu degerlerin bir
ozeti Cizelge 4°te verildi. Bu ¢izelgede ayni1 zamanda [13], [16] ve [14]'teki seriler yardimiyla
elde edilen M(t), V(t) ve Ve(t) nin yaklasik degerleri sirasiyla M'(t), V'(t) ve Vg(t)
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stitunlarinda, ayrica Baxter ve digerleri (14) tarafindan genellestirilmis kiibik spline algoritmasi
ile elde edilen degerler de sirasiyla M*(t), V'(t) ve V!(t) situnlarinda sunulmaktadir. M'(t),

V'(ty ve v.(t) degerleri [13], [16] ve [14] teki serilerin kullanilmastyla Basic derleyicisinde
yazilan bir bilgisayar programi ile serilerin ilk on teriminin hesaplanmasiyla elde
edilmistir. M"(t), V'(t) ve VI(t) degerleri de Baxter ve digerlerinin (14) makalesinden
alinmistir. Seri agihmlarin kullamlmasiyla elde edilen  ‘(t), v'(t) ve V[(t) degerleri hemen
hemen dogru degerler olarak kabul edilebilir. Cizelge 4°ten gérildngn gibi, M), V(1) ve V,(t)
degerleri sirastyla  '(t) V'(t) ve V.(t)degerlerine hemen hemen esit ¢ikmistir.

(i) F, ve F srasiyla ¢=2,=1.25 ve o=2p=1 parametreli gamma dagilim fonksiyonlar
olsun. M, i¢in  ve M fonksiyonlarina bagli bir ifade,

My (£) = B (8)+ [M(t —)dF ()t > 0
0

t t 11 g
—e B 120 veM()=—-—+-¢*,t=20 oldugu
1.25 2 4 4

gdzoniine alinarak, yukarida verilen F ve Fdagilim fonksiyonlarina dayali gecikmeli yenileme
stirecinin ortalama deger fonksiyonu,

olur (2). Bu durumda F(t)=1-¢"1% -

1 t 1 7 g0

1
t)=——+—+—e '+ +—t =0
Ma(t) 2 29 18 30 28]
olarak bulunur. Burada,
31 3 725 _8t/10
M, (t—x)dM(x) = (= - =t +——(— = t)e t=0
I m{t=X)dM(x) 2(32 4 (54 9) (864 72) )

oldugu agiktir. Béylece, [ 10]'dan bu gecikmeli yenileme siirecin varyans fonksiyonu i¢in,

7t 141 1 5, g0 49 | 7 g5 S "N
)= ———(+ ——t+—t%)e S ——t+—)e +(——
m( ) 32 4 (864 360 30 ) (324 270 900) (34 9 )
_(_ _) —14t15_ie—4t,t >0 [29]
81 135 81

analitik ifadesi elde edilir. Uygulama i¢in,

AL:0.00(0.01)8.00,4,:0.00(0.02)8.00(n = 800,m = 4|00,”A11 “ - 2“ = 0.02)
A20.00(0.05)8.00,A2:0.00(0.10)8.00(n = 160,m = 80,“,521 H - ! “ = 0.10)
A30.00(0.10)8.00,A% 0.00(0.20)8.00(n = 80,m = 40,“A31“ - 2“ = 0.20)

esit aralikli pargalanmalar1 alinarak, [26] ve [27] formiilleri yardimiyla Basic derleyicisinde
yazilan bir bilgisayar program ile sirastyla M, (t,)i=12,..n ve V_(t;)i=12,.,m degerleri
hesaplandi. Bu degerlerin bir dzeti ile Cizelge 5 olusturuldu. Bu tablo ayni zamanda sirasiyla
[28] ve [29] ifadelerinden elde edilen gergek M, (t) ve v, (t) degerlerini de igerir.
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Cizelge 5’ten goruldigi gibi, parcalanmalarm normu kugildiikge M, (t;) ve V_(t;)
degerleri gercek M, () ve V,(t;) dederlerine daha yakin cikmaktadir. M, (t;) ’nin
hesaplanmasinda kullanilan 1/100, 1/20 ve 1/10 adim vzunluklari igin sirasiyla hemen hemen
tim M, (t;) degerlerin hatasinin mutlak degeri 0.000001 civarinda veya daha kiigiik, 0.00002
civarinda veya daha kiigiik ve 0.0001 civarinda veya daha kiigiiktiir. M (t,) 'nin hesabi igin
1/100, 1/20 ve 1/10 adim vzunluklar: kullanmilirken Gm(ti)’nin hesabi igin sirasiyla 1/50, 1/10,
1/5 adim uzunluklarinin kullaniimas1 durumunda hemen hemen tim V_(t,) degerlerin hatasinin

mutlak degeri sirastyla 0.00001 civarinda veya daha kiigtik, 0.0002 civarinda veya daha kiigiik
ve 0.001 civarinda veya daha kiiciiktiir. Béylece M, ve V,_ ’nin hesabi igin sirasyla 1/100 ve

1/50 adim uzunlugu yeterince iyidir. ~ _ ’nin hesabi igin 1/10 ve V_ *nin hesabi igin 2/10 adim
uzunluklar bile pratik kullanim igin yeterince iyi olarak distintilebilir.

Bu ¢alismada, yenileme siireglerinin ortalama deger ve varyans fonksiyonlarinin sayisal hesabi
icin ele alinan RS yontemi diger yontemlere gore daha basit ve kolay programlanabilirdir. Hemen
hemen tiim durumlarda iyi sonuglar vermektedir. Bundan dolay1 uygulanabilirligi daha fazladir.

Cizelge 1. o =2 =1 parametreli gamma dagilimli yenileme siirecinde 1\71(1;) degerleri

t M M@aD)  Mo@d  Mepad)
0.2 0,017580 0,017580 0,017582 0,017586
04 0,062332 0,062332 0,062337 0,062352
0.6 0,125299 0,125299 0,125307 0,125334
0.8 0,200474 0,200475 0,200486 0,200524
1.0 0,283834 0,283834 0,283849 0,283896
2.0 0,754579 0,754580 0,754603 0,754674
3.0 1,250620 1,250621 1.,250645 1,250722
4.0 1,750084 1,750084 1,750110 1,750188
5.0 2,250012 2,250013 2,250037 2,250116
8.0 3,750000 3,749999 3,750027 3,750104

Cizelge 2. o = 2,3 =1 parametreli gamma dagilimh yenileme siirecinde V(t) degerleri

t VO Tound) Yondh  Yood)
0.2 0,017385 0,017385 0,017399 0,017442
0.4 0,060016 0,060018 0,060060 0,060193
0.6 0,116472 0,116475 0,116550 0,116783
0.8 0,179194 0,179198 0,179303 0,179630
1.0 0,243688 0,243693 0,243824 0,244231
2.0 0,544163 0,544172 0,544376 0,545012
3.0 0,808782 0,808791 0,809028 0,809767
4.0 1,061829 1,061841 1,062102 1,062922
5.0 1,312387 1,312396 1,312687 1,313584
8.0 2,062500 2,062520 2,062873 2,064014
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Cizelge 3. 0. =23 =1 parametreli gamma dagiliml duragan yenileme siirecinde Tle (t) degerleri

Cizelge 4. =3, p =1 parametreli Weibull dagilim fonksiyonu igin 1r\71(t) S M) [ M(t) T[(t) , V(L) ,

t Ve(® T00h)  V0ed)  Ye00d)
0.2 0,091210 0,091207 0,091142 0,090937
0.4 0,168834 0,168829 0,168720 0,168380
0.6 0,237351 0,237345 0,237207 0,236780
0.8 0,299763 0,299756 0,299601 0,299118
1.0 0,358083 0,358076 0,357910 0,357394
2.0 0,622711 0,622703 0,622534 0,622006
3.0 0,874690 0,874684 0,874535 0,874072
4.0 1,124958 1,124952 1,124828 1,124442
5.0 1,374994 1,374989 1,374890 1,374583
8.0 2,125000 1,124998 2,124974 2,124903

V() , V(1) , Vi(t) ve VI(t) degerleri

t MI(t) Mty M'(®) () V') v Ve (t) Vel | Ve
0.1 0,001000 0001000 0,0010 0,000999 0,000999 0,0010 0,099499 0,099500 0,102
0.2 0,007971 0,007971 0,0080 0,007914 0,007914 0,0080 0,174697 0,174701 0,176
03 0,026675 0026675 0,0267 0,026036 0,026036 0,0261 0,227583 0,227593 0,230
0.4 0062197 0062197 0,0622 0,058734 0,058732 0,0588 0,261374 0,261391 0,263
0.5 0,118263 0118263 0,1183 0,105801 0,105798 0,1058 0,280288 0,280313 0,282
0.6 0,196488 0,196487 0,1965 0,162343 0162337 0,1624 0,289152 0,289185 0,290
07 0,295812 0295811 0,2959 0,219261 0,219250 0,2193 0,292865 0,292905 0,295
0.8 0412406 0412404 04125 0,265892 0,265876 0,2659 0,295774 0,295819 0,297
0.9 0.,540244 0540242 0.5403 0,294090 0,294067 0,2941 0,301103 0,301151 0,303
1.0 0672333 0672329 0,6724 0,301800 0,301770 0,3018 0,310592 0,310639 0,311
1.1 0,802296 0802291 0,8023 0,294044 0,294008 0,2941 0,324452 0,3244 96 0,326
1.2 0925816 0925801 0,9259 0,280591 0,280558 10,2806 0,341673 0,341712 0,342

Cizelge5. F, ve F sirasiyla =2, $=1.25 ve =2, =1 parametreli gamma dagilim fonksiyonu

iken Mn(t) ve ‘vm(t) degerleri

t M ® | Mpoe)  Fpee) | a0 Vm® | Sa0ed)  Vaoed  Tnoe)
02 0,011550 0,011550 0,011551 0,011554 0,0114%1 0,011491 0,011500 0,011528
04 0,0419%9 0,0419%% 0,042002 0042012 0,041271 0041272 0,041301 0,041350
06 0,086480 0,086480 0,086486 0,086504 0,083611 0,083613 0,083666 0,083828
08 0,141552 0,141553 0,141561 0,141588 0,134391 0,1343%94 0,134470 0,134706
10 0,204754 0,204754 0,204765 0,204800 0,1%0755 0,19075% 0,190856 0,19115%
20 0,5%010 0,5%4011 0,5%4030 0,5%4089 0,506011 0,506018 0,506191 0,506730
30 1,044627 1,044628 1,044650 1,044719 0,825%62 0,825870 0.826186 0,826858
4.0 1,521325 1521325 1,52134% 1521423 1,128%27 1,129%938 1,130185 1,130853
50 2,010180 2,010180 2,010206 2,010282 1,416345 1416361 1,416630 1,417485
| 80 3,501088 | 3.501085 3,501115 | 3501193 2,2098595 | 2.208%42 2.210259 2.211360
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