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ÖZET
Yenileme süreci ile ilgili uygulamalarda çoðunlukla sürecin ortalama deðer ve
varyans fonksiyonlarý bilgisine ihtiyaç duyulmaktadýr. Bu çalýþmada, Xie'nin RS
yöntemi (1), alýþýlmýþ ve duraðan yenileme süreçlerine ait varyans fonksiyonlarýnýn
ve gecikmeli yenileme sürecinin hem ortalama deðer hem de varyans
fonksiyonunun sayýsal olarak hesaplanmasýna uyarlanmýþtýr.
Anahtar Kelimeler: Yenileme süreci, yenileme fonksiyonu, varyans

fonksiyonu.

NUMERICAL COMPUTATION OF THE MEAN VALUE AND VARIANCE
FUNCTIONS IN RENEWAL PROCESSES

ABSTRACT
Application of renewal process most commonly requires the knowledge of the
mean value function and the variance function. In this study, Xie's RS method
(1) is adapted to the computation of the variance function for the both ordinary
and stationary renewal processes. Furthermore, this adaptation procedure is
carried on to the evaluation of the both mean value function and variance function
for the delayed renewal process.
Key Words: Renewal process, renewal function, variance function.

1.GÝRÝÞ
������� ��������
	�� pozitif deðerli, baðýmsýz ve ayný F daðýlým fonksiyonuna sahip rasgele deðiþkenlerin

bir dizisi olsun. Bu rasgele deðiþkenler bir olayýn (yenilemenin) ardýþýk gerçekleniþleri arasýnda
geçen zaman sürelerini temsil etsinler. 
������ ����������� ��� ����    ve t anýna kadar yapýlan
yenilemelerin sayýsý � "!$#&%('*),+.-0/$1*243 #&56 7 rasgele deðiþkeni olmak üzere 89:;4<:=>? @ stokastik
sürecine alýþýlmýþ anlamda bir yenileme süreci denir. ACBDAEB4F�F�FG H rasgele deðiþkenleri ayný F daðýlým
fonksiyonuna sahip iken IJ  rasgele deðiþkeni F den farklý bir F1 daðýlým fonksiyonuna sahip ise

K�L�L�LDMNKOPKQR
S�T  rasgele deðiþkenler dizisinin tarif ettiði sürece gecikmeli yenileme süreci denir. Bir
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gecikmeli yenileme sürecinde X1  rasgele deðiþkeninin daðýlým fonksiyonu ����� � �� �,��4�����������
ise bu sürece duraðan yenileme süreci adý verilir. Burada � , F daðýlýmýnýn ortalamasýdýr.����4�����   ¡Z¢D£4¤0£D¢D¥¦£4¤¨§W©�ª¬«�­Z®W©4¢D­0¥y­�¯0°�ª0­\±\©³²�¢�¥y¡Z´µ°�¶\­Zª0­ · ¸ ¹ ©4ºZ©D® �D�����»���¼ ½ ¾ ­¿À4ÀÁÂÃÀÁÂÄÂÅÀÁÂÆ ÇÈ ©D¢D­ÊÉ4¡Z®W£�¥y¢D¡Z®W¡Z®¦ËZ²\®�´W¯0©D«�²\®W¢4¡0ªZ¡Ê¯Z£�ª0¡\¯Z£�«W¢D¡Ê«�­Z®W©D¢4­Z¥¦­¦¯0°�ª0­\±Z©�®W©D®Ì²Zª0É4¡\¢D¡Z¥y¡ÊÍ�­ZÎW­ZªË0²\®W´�¯Z©�«W²\®�ÏÌÐD«W­Z®W©D¢D­Z¥y­ ËZ²\®�´�¯Z©�«W²\®�Ï�Ñ ¾ ­ ¾ ¡Zª0«�¡Z®W¯_ËZ²\®�´W¯0©�«W²\®�ÏÌÍ�­Z®W©�ªZÒ�ÓÔ«�ª0£4±Z¡ÊÕÌÍ�¡ZÎW£D¢D£�¥ÖË0²\®�´W¯Z©�«W²\®�ÏyË
²�¢D¡\¯Z£D¢D£�´¦«W²\Î�Ï�®W¢�Ï�´¦Ë0²\®W´�¯Z©�«W²\®�Ï�®W¡Ê¯Z¡Z×W©�Øy©�´W­Z® Ù �

���Ù ¼���Ú ½ ©D¢D­ÔÉ4¡Z®W£�¥y¢D¡Z®W¡Z®¦¥ ËZ²\®�´W¯0©D«�²\®�Ïy«�­Z®W©4¢D­0¥y­
«W²\Î�Ï�®W¢�Ï�Î�Ïy²�¢4¡0ªZ¡0´y¡\Í�¢4¡0®WÍ�£�ªZ£D¢D£�ªZÒ ����4�����ÖÛ   ¾ ­ ����4������Ü   ¯0°�ª0­\º\¢D­Zª0©W¯Z£�ª0¡\¯Z£�«W¢D¡ §W©�ª_Ý�­\±\©�´�¥y­\¢D© ¾ ­§W©�ª¨Í\Ï�ª0¡ZÎW¡Z®Ö«W­0®c©D¢D­Z¥y­¬¯4°�ªZ­Z±\©ÌÝ�Þ�¯0É4­Zª4¥y­Z´Ö°�¶�­Zª0­¨§�Ï�©D´�©ß¯4°�ªZ­\±Z©D®�²\ª4É4¡\¢D¡Z¥y¡¬Í�­ZÎ�­Zª ¾ ­ ¾ ¡Zª0«W¡0®W¯Ë0²\®W´�¯Z©�«W²\®W¢D¡Zª0£ ��   ©4ºZ©D® �4�����»���¼ ÛÛ ½ à ¿ÛÛÛ À4ÀÁÂÃÀÁÂÄÂÅÀÁÂÆ ÇÈ ¾ ­ �D�����»���¼ ÜÜ ½ à¿ÜÜÜ À4ÀÁÂÃÀÁÂÄÂÅÀÁÂÆ ÇÈ ©4¢D­_É4¡Z®W£�¥y¢D¡Z®W£�ªZÒZáµ«�­Z®W©D¢D­Z¥y­_ËZ²\®�´W¯0©D«�²\®�Ïy©Dº\©�® à
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ïðñðòðóôöõ ÷øù    [11]
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�    [12]
yazýlabilir (2,4).
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2. M VE V FONKSÝYONLARI ÝÇÝN BAZI SAYISAL YÖNTEMLER_`abcadef g  alýþýlmýþ yenileme sürecinde yenilemeler arasý geçen zaman sürelerinin daðýlým
fonksiyonu F olsun. F daðýlým fonksiyonu bilindiðinde, M ve V fonksiyonlarý bazý özel durumlar
dýþýnda analitik olarak elde edilemezler. Bu durumda bu fonksiyonlarýn sayýsal olarak hesaplanmalarý
gerekmektedir. Bu bölümde M ve V fonksiyonlarýnýn sayýsal hesabý için literatürde önerilen bazý
sayýsal yöntemler gözden geçirilecektir.
Laplace Dönüþümü

Laplace dönüþümleri yenileme süreçlerinin teorik olarak incelenmesinde deðerli bir araçtýr ve
onlarýn ters dönüþümlerinin alýnmasý için literatürde çeþitli algoritmalar vardýr (5,6) . Üstel, hiper
üstel ve þekil parametresi doðal sayý olan gamma daðýlýmý için [5] ifadesi analitik olarak elde edilebilir
ve bu ifadenin ters dönüþümü de analitik olarak bulunabilir (7). Fakat uygulamada karþýlaþýlan birçok
daðýlým (Weibull, lognormal, ters Gauss gibi) için [5] ifadesi analitik olarak elde edilemez. Analitik
ifadeler olmaksýzýn sayýsal olarak ters dönüþümü hesaplamak son derece zor olduðundan  Laplace
dönüþümleri sayýsal hesaplamada sýnýrlý olarak kullanýlýr.
Kuvvet Serilerih;i j4k�l�m�n�j�o�k�m i&p q�k�r�l�k"s�t�u$r"v�w"w�n�m�x�n�j i x i o�n5k"y�t�l�t&u�z t&j�{A|;}"n"l�l i r�l�n�~(� l�y"n�rE��k�j�k�u�n�m�j�n"x i�� w�n�s�n�r i l
��k�j�k�u�n�m�j�n"x i ��� � l�k�oE� i j��(n i � v�l�l;z k���t�l�t&u p � o r�x i q � o v��Aq�k�o i ��������� � ��� �� � l�u4k�rE� } n�j�n
� u i m��Ew�n��;n"k"z"��n�m�m�n�j����"�4��� x�m�n�j�u i s�m i j4r i ��n�jC <¡5¢ i y i o £¤

¥
¦§ ¨©ª « ¬­¬ ¬
­¬ ®¯°±² ³¯°² r v w�w n�m4x�n�j i x i u4v m�l�k�r

q�k�r t�o�x�k�r m�t�j<w n
´µ¶µ·¸¹º »·¸º·µº¼ ½¾½ ½¾½ ¿À ÁÂÃ ÄÅ ÆÇ

È
É

   [13]

olur. Burada ÊË
ÌÍËÎÏ ÐÑÒÓÔ  olmak üzere,
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ä å&æ�ç�è�é"ê"ë�ì&í�î;ï î�æ�ð�ñ�î�ò�ó"ô ï ï î�íAõ�î�æ�ð�õ�ð<ö�÷"å�ñ&å&ø�å�ù ö�æ�ä å&ø4å&ù ñ�ö�úEû�í�ü;õ�ö�ù å�õ�ö"ñ<ý"ñ�ö�æ�ö�ó�þ î"õ�ö�ÿ ñ�ö�ò ö�� ð�ñ�ð&æ�ç"í�ì&ò�ð&ò�ó���÷�� óä î���î�æ�ñ�î�æ�ð�ð�÷"ð&ò4þ�î�æ���ð&æ<þ�î�õ�ö�ÿ�ñ&ö�ø4ö"ä"ö�õ�î�æ�ð&ò ð&ò4ù�ö�ñ&ò�å���	"ö�ð�ñ&ó�ä�
"æ�í<í�î�æ�ð&ø4ð&ò�ð&ò4ó ô ñ�ñ�ö�ò å�ñ&ø�ö�õ�å ò�å&ò4ù î�í�î�æ�ñ�ð�ý ñ�ä�ô�� ô� ô ñ&ô ò ø�ô
��í�ô æAû���ü"ç���������î�ó�ð�ñ"ÿ�ö�æ�ö�ø4î�í�æ�î�ñ�ð ï�î���
"ñ�÷"î�ó4ÿ ö�æ�ö�ø4î�í�æ�î"ñ�ð�� ð&æ��(î�ð�� ô ñ�ñ ä ö�� å�ñ�å&ø���ý"ò"ó�õ�ð&ù ý"ò ô�ð�õ�î
è�é"ê ë�ì&í�î�ó�ð;ó"ô ï"ï�î�í4õ�î�æ�ð�õ�ð�ö�÷�å�ñ�å&ø�å&ò ä ö�í�ù�î�æ�ð ò�î ��� ö"ñ�å&ò"ø�ö�õ�å ù�ñ�ö5î"ñ�ä î5î"ä"ð�ñ�î�òCó ô"ï ï î�í4õ�î æ�ð�õ�ð&ò�ä"î�òEúEû�í�ü
õ�ö�ù å�õ�ö�ñ ý ñ�ö�æ�ö�ó�þ�î�õ�ö�ÿ ñ�ö�ò ö�� ð�ñ�ð&æ�ç
[13]'teki kuvvet serisi her ���  için mutlak yakýnsak olduðundan m(t) ve 
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bulunur. m(t) ve X YZ [A\]\^_ sýrasýyla yukarýdaki kuvvet serilerinin kullanýlmasýyla sayýsal olarak
hesaplanabilir. Ayrýca White'ýn verdiði bir lemma (9) yardýmýyla,
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elde edilir. Burada  z{}|~ |
��
�� ���� ���  biçimindedir. Böylece V varyans fonksiyonu için,
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Doðrudan Çözüm
K/L�M�N�O�P�Q�R�S�P�T1P/U�V�Q�W�X�R�O�V�Q�Y[Z�\�]�^1Z�_�]1O�`�a�`�Z�b�]�R�Q�M�P�c�d�`�S�a�P�Q�W�S�P�T1R�Q�a�P�Q�X�`�O�e�X�`�S1V�S�`�d�`�W0P�S�a�P

P�a�R�S�P�f�R�S�R�d�g(h(R�M�P�d�`�M�i�d�a�P�f�Y0R�Q�M�P�c�d�`�S�a�P�Q�W�S�P�T�S�P�d�R�Q0X�`�O�e�X�`�S�j�k�l�i�T�S�P�d�R�R�S�P/R�S�c�R�S�R�f�R�d1M�`�W�e�T�X�`�O�e�X�`�S
O�k�Q�M�P�T1S�P�d�k�Q�P�X�i�d�i�S�T�i�m�M�i�d�g�n(d�Q�P�o�R�Q�p�P�S�R�c�k�Q�i�S�q�P�r�R�S�c�`�Q�L�s�t�N�^�Z�_�]%R�Q�M�P�c�d�`�S%a�P�Q�W�S�P�T�R�Q�R�Q1q�P�u1R�P
L�s�N�^�Z�b�]�R�Q�M�P�c�d�`�S�a�P�W�S�P�T�R�Q�R�Q�X�`�O�e�X�`�S�j�k�l�i�T�i�R�S�P�R�S�c�R�S�P�Q�T�R�m�M�R�d�g%p�R�o�P�d1M�`�d�`�U�M�`�Q�v�V�S�`�Q�a/L�s�w�N�^�Z�t�]
R�Q�M�P�c�d�`�S;a�P�Q�W�S�P�T1R�Q�R�Q X�`�O�e�X�`�S;j�k�l�i�T1i R�S�P T�L�M�NxO�P�Q�R�S�P�T�P O�V�o�Y�Q�S�Y�W U�V�Q�W�X�R�O�V�Q�Y�Q�Y�Q
y P�X�`�z�S�`�Q�T�`�X�e�Q�e�X�`�q�Y�Q�T1Y�m/q�P�W�`�d�m�e�S�e�W�c�P�S�P�Q[K/L�M�N�^�{1L�M�N�q�P}|�~����� U�V�Q�W�X�R�O�V�Q�S�`�d�e�Q�e�Q[X�`�O�e�X�`�S
R�Q�M�P�c�d�`�X�O�V�Q�R�S�P�X�`�O�e�X�`�S/V�S�`�d�`�W y P�X�`�z�S�`�Q�T�`�X�e/i�l�P�d�R�Q�a�P[a�Y�d�T1Y�m�M�Y�d0L�s�w�N�g���P�W�R�S�z�`�d�`�T�P�M�d�P�X�R
��� \�L���g \���N�b�L�s�N�t�V�S�`�Q�a�`�o�e�S�e�T�S�`�d�R�j�R�Q�c�`�T1T�`�a�Y�d�Y�T�Y�Q�a�`�M � ��g���s�L���g ��s�N�\�q�P���P�R�f�Y�S�S�a�Y�d�Y�T1Y�Q�a�`M � ��g ��s�L���g���s�N�b/l�`�T�`�Q�S�`�d�e�R�j�R�Q/K/L�M�N�^%{1L�M�N1q�P ��~|�� U�V�Q�W�X�R�O�V�Q�S�`�d�e�Q�e�Q0X�`�O�e�X�`�S�V�S�`�d�`�W�a�P�o�P�d�S�P�d�R�Q�R
P�S�a�P1P�a�P�d�g�v�V�S�`�Q�a�`�O�Q�e�l�`�T1`�Q�a�`�i�j�U�V�Q�W�X�R�O�V�Q/R�j�R�Q�`�X�R�T1z�M�V�M�R�W�R�U�`�a�P�S�P�d�q�P1`�X�R�T1z�M�V�M�R�W�U�V�d�T1i�S�i�Q
O�i�l�a�P�S�R�W y `�M�`�X�e�f�P�S�R�d�S�P�Q�T1R�m%f�R�d(a�P�o�P�d�a�P�Q�W�i�j�i�W�W�`�S�`���`�W1f�R�j�R�T1a�P�M���O�P�P�m�R�M�O�`�a�`�M���a�P�Q�f�i�O�i�W�M�i�T
l�`�T1`�Q�S�`�d�R�j�R�Q[P�Q[W�i�j�i�W[M�l�`�T1`�Q�e�Q�e�c�k�X�M�P�d�P�Q}j�R�l�P�S�c�P�S�P�d/q�P�d�T�R�m�M�R�d�g��1P�d�f�R�d�a�Y�d�Y�T1a�`�k�S�j�P�W
z�`�d�`�T�P�M�d�P�X�R�a�`�o�e�S�e�T�e�Q}V�d�M�`�S�`�T�`�X�e/s0V�S�`���`�W[m�P�W�R�S�a�P0X�P�j�R�S�T1R�m�M�R�d�g�r�Y[X�P�j�R�T;O�k�Q�M�P�TxR�j�R�Q�f�R�d
W�e�X�e�M�S�`�T1`�V�S�`�d�`�W�c�k�d�i�Q�P�f�R�S�R�d�^�U�`�W�`�M�f�Y�c�P�d�j�P�W�f�R�d%W�e�X�e�M�S�`�T�`�a�P�o�R�S�a�R�d�^�j�i�Q�W�i1a�`�o�e�S�e�T�V�d�M�`�S�`�T�`�X�e%s
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¦�����¨�������������¤��������%��������§���¨1����§����������� 
²�³�´%µ�¶1²�·�´(¸�¹�º�¶�»�¼�½�¾%¿�¶�¹�À�¾�¶�Á�¾�¶�¼�¸�¹�¸�¹�Â�½�Ã�Ä�Â�½�¾%Å�Æ�Ç�È�Á1È�¿�½�É�½�À�Ê�¾�½�Ã1»�Æ�¼�È�¹�Á1¶�Â�¸�¹�¶�¼�½�Ë�Á�¶�¹�Ã�Ì�À�½�¼�Ä�¿�½

»�Æ�¼�È�¾�¿�È�Ë�È�»�¸�Í�¸�²�Î�´�Ï(²�Ð�´%µ�¶�²�Ñ�´(¿�¶�¹�À�¾ ¶�Á�¾�¶�¼�¸�¹�¸�¹�Å�Æ�Ç�È�Á�¾�¶�¼�¸(¸�¾�¶1¸�¾�»�¸�¾�¶�¹�¸�¾�Á1¸�Ò�º�¸�¼�Ó�Ô(Ì�¹�Ì�¹�º�¶�Á�¶�¾�¹�¶�¿�¶�¹�¸
Õ Ö ×�ØÙØÚÛÙØÜÚÝ º�¸�Þ�¸�¹�¿�¶�À�¸�À�Ê�¹�µ�Ê�¾�È�Â�Ã�Ê�¹�¸�¹�º�¶�»�¼�½�¾�¾�¶�¼�¸�¹%¸�¹�É�¶�Â�½�Þ�¾�½�¹�Á�½�Â�Ä�Ã�Æ�¹�º�¶�Á ¾�¶�¼�¸�¹�¸�¹�Â�½�Ã�Ä�Â�½�¾%½�¹�½�¾�¸�Ç�¿�¶
¸�¾�»�¸�Ì�Ã�½�¹�¿�Ä�¼�Ä�ß�Ä�¾�Ä�Ë�Ä�¿�Ä�¼�Ó�²�Ð�´�¿�¶�¹�À�¾�¶�Á�¸�¸�À�¸�¹�ß�¸�Å�¶�Ò�¸�º/Í�¸�¼�à1Ê�¾�º�¶�¼�¼�½�¸�¹�º�¶�»�¼�½�¾/¿�¶�¹�À�¾�¶�Á�¸�¿�¸�¼�Ó1Ô�Ì[º È�¼
¿�¶�¹�À�¾�¶�Á�¾�¶�¼�¸�¹�Å�Æ�Ç�È�Á1È�¸�Å�¸�¹�Í�¸�¼%É�½�Ã�¾�¸�Â�½�Ã�Ä�Â�½�¾�Ã�Æ�¹�º�¶�Á1¾�¶�¼%Á�¶�µ�ß�Ì�º�º�Ì�¼(á�Î�â�ã�Ó

3. RS YÖNTEMÝ
Xie (1), M(t) yenileme fonksiyonunun [4] integral denkleminden sayýsal olarak çözümü için RS

olarak adlandýrýlan bir yöntem vermiþtir. RS yöntemi kolay olarak programlanabilmesi, hemen hemen
tüm durumlarda basitliði ve yakýnsaklýðý ile iyi sonuçlar verir; diðer bilinen yöntemler ile
karþýlaþtýrýldýðýnda  uygulanabilirliði  daha  fazladýr. Bu yöntem özellikle f olasýlýk yoðunluk fonksiyonu
singüler noktalara sahip iken faydalýdýr. Bu bölümde, M (t) yenileme fonksiyonunun sayýsal hesabý
için verilen RS yöntemi üzerinde durulacak ve bu yöntem ä åæèç�é�ê�ëìæíçîéïê�ëìð çîéïê ve ñòóô%õ
fonksiyonlarýnýn sayýsal olarak hesaplanmasýna uyarlanacaktýr.
3.1. M(t)'nin Sayýsal Hesabý

Riemann-Stieltjes integralin tanýmýnýn ýþýðý altýnda,  ö�÷ø ùúûüþýùúûÿ integrali, ����� aralýðýnýn bir
parçalanmasý ���	�	�	�	����
 ��
�� olmak üzere,

�������������������������������� ���� �� ����
� � � !" #$%    [17]

þeklinde yazýlabilir. Riemann-Stieltjes integralin sayýsal hesaplanmasý için kullanýlabilecek bu formülde
parçalanmanýn normu küçüldükçe yaklaþýmýn daha iyi olacaðý açýktýr.

Þimdi [4] denklemini, yani
&'()*+,�-)*'+.)'+.)'+- /0 12 345

integral denklemini gözönüne alalým. t verilmiþ bir deðer ve 678	9	9	9	8787: ;<=  >>?	?	?>>@ ABC DEEED
koþulunu saðlayan bir parçalanma olsun. Bu durumda,

      F GHI JK L MMM NOPQ�RNOSPTNSPTNSPR
olup [17] ifadesinin kullanýlmasýyla,

U�UVWXUVWXU�WYZUVVWVW[UVW[UVWX \]]\]]^^ \]^^ __` abacbd

bulunur. Böylece efeghieghie hjkegghghlm noonoopnp nop qqq
r stsuv   alýndýðýnda   ardýþýk olarak,   wxyz{ | }�~

olmak üzere,
��	���	������������������� ���� �������������������� � ����

��������� ����
����� � ��

   [18]
ile yaklaþýk olarak hesaplanabilir (1).
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 F daðýlým fonksiyonu yerine f olasýlýk yoðunluk fonksiyonu verildiðinde, yani F'nin kapalý bir
formda ifadesi yok ise F daðýlým fonksiyonu,

��	�	�	�	������� ��������f����� ���  ¡¢¢¡¢¢ £¤¤£ ¥¥
formülü ile kolaylýkla hesaplanabilir.

  

¦¨§ª©¬«®­¯¦	°®©²±ª­´³ªµ®¶f­´·²¶¨­¹¸´º¬»f­½¼½¸´º	µ¾¼ª¶¨¿¹¸´¿¹µ¾±ª­¹³ªµ½»´º	¸´¶¨­¹¸½ÀÂÁÃº¨»f­´¸¹¿´»fÄª¸´±ª­Å­¹³ÅÆ®¿¹ÆªÇ®È	³¾¼ª¶¨¿¹³®ÈÉ¦¨§ª©²±ª­¹³ªµª¶f­¹·Éº¼ª¶	·²¿½Ê¹È	³®¿Ë¸¹¿´Ìª·²­¹³¾ÍÏÎ¾Æ®Ð½³ª»f­¹·²º²¦	°®©²±ª­¹³ªµ®¶¨­¹·²º	³®º	³¾Ñ½Ð½Ò½Äª·ÉÄª³®­Ëµ®È¨Ê¹È	»f¶¨¿¹³ª·²È¨Ó´»fÈ	¸½ÀÂÔÏÓ¹º	»É¼ª¶ ·²¿¹Æ®¿¹³¾¿½±ªÈ¨·Õ Ò Õ ³®¶ Õ µ®¶¨¿¹¸´ÈÂµ Õ ¶¨¶¨¿¹³®È¨¶¨È	¸´Ê¹¿²¦	°®©Ï±ª­¹³ªµª¶f­¹·ÉºÃ¿¹¸´±ªÈ¨Ó¹È	µËÑ½Ð½Ò½Äª·Öº¨Ñ½º	³Ë±ª¿¹×®¿¬Ø®¿½Ê´º	»ÃÇ®Ð½¸fÄª³ªÄª¸½ÀªÙÏÆª³®È®Òª¿¹·²¿´³Â±ª¿²¦¨§ª©Æ®­¹¸´º	³®­Ú¦¨°®©´Û	Äª³Üµ Õ ¶f¶¨¿¹³®È¨¶	·²¿¹Ê¹È	³®È	³Ú»´­¹·É­½¶²¿¹«®¿¹³ª»f¿ÞÝ�ÈÉßÃà¨»¨á¹Û¨³®º	³ÚØªÄªÆªÄªµÚ»´Ûf¶¨­¹¸Åº¨Ñ½º	³Ú×®­¹·²­¹³Ú×®­¹·É­¹³ÜÊ¹¿¹Ø®º	»¼ª¶	·²¿½Ê¹È¨±ªÈ	¸Â«®­ÃØ®Ð½Æ®¶¨­½â½­ ãäåæãäåæ çèè éê ±ª­¹µ®º½Æ Õ «®¿¹¸´¶¨¿¹»¨·²¿Ï×®¿´»´¿½Ê´Èª³®º¨Êfë®­¹»f­¹³¬ØªÄªÆªÄªµ²¼ª¶¨¿½â½¿´µª»fÈ¨¸¹À
3.2. V(t)'nin Sayýsal Hesabý

V(t) varyans fonksiyonu için [7]'de verilen
ìíîïðñò�óïðíñóôïíñóïíñóïíñõ ö÷ø ùú ûüûý

ifadesini gözönüne alalým. t verilmiþ bir deðer ve þÿ���������ÿ�ÿ� ��� ���������	 
�� 
���
  koþulunu
saðlayan bir parçalanma olsun. [17]'den,

� ����� � � ���
�� ��������

� � ����������� � !��������"�# ��"���$

yazýlabilir. Bu durumda,
%&�'�'�'�&(&)*&+,+-./+-./+,.(0+--.-./(+,+-./)+,.-./+-.1 2435

3553552222 67 89898: ; <<

bulunur. Böylece  =>?@BA ,
CD�E�E�E�DFDGHDI,IJKL MIJKL MI,KFNIJJKJKL MFI,IJKL MGI,KJKL MIJKO M P4QR

QRRQRRPPPP ST UVUVUS W XX    [19]
ile yaklaþýk hesaplanabilir.Y[Z]\_^�\ `,acbedfZ,gehi\ jikil_m]jfkcnBoen]kipikfq hcn]geh hcgc^]n]rshcjf^B^]tc^�\ uvwxy kipfkcn]m]zem]\em]\ le{_qekipim]gekiqe^

|}~�������~}~}� ��� � kipftckcn]ki\erskijim_qe{_n]n,kf\_m]n,m�pfjik�`,ac�_dfZ]geki\s�sZ�\_^�\s�_hcjikf�_m�^]tc^�\�^���ac���e�f����\soen]r�kiqs�e�ehipfh�Y�\_^�\
�� \_ocqe�,kcn]kipfm�gem]�im�\_gek ����� ���   kcn���kipfkcn]m�q_n]kipfm�\_g_k q_^¡�_ki�em¡\_ocqe�,kin,kfpigeksgek�gehiz_hfpin]hipf^�\_hs¢_hfpihiq�gc{ele{_n]{epi£
¤�¥cl_n]hc¦ih�`,acbed�§_h�`,ac�edfZ,geki\�jim�pfkcjim�l_n]k�Y¨§_h��sZ]\e^]\��_hcjikf�_m�^]tc^�\ uvwxy kfpikcn]m�z_m�\_m�\[kilc\_m � kipftckcn]ki\erskcjfmqe{_n]n]ki\_m]n,kfrski�_£©�sZ�\_^�\ �_hcjfki�_mª^]tc^�\ ««¬�¬�¬««­ ®¯° ±²³³²³²± qeoe�f{_n�{e\e{ jfkiz_n]kil_ki\ ´µ¶�·�·�·�¶µ¶µ¸ ¹º» ¼¼¼
� kipftckcn]ki\erskijim�qe{_n]n]ki\_m]n]m�pfq_hi\�½iacbc¾iZ,gehf\�Y¿Z�\_^�\��_hcjfki�_m¡^]tc^�\�^]�¡ac�]�e�,����rÀoen]r�kiq��e�ehipfhÂÁÃ�¡ac�]�e�,�[��^[^,ti^]\ÄÅÆÇ ÈÉËÊÌ � ÍÎÏÐ Ñ Ò §_h ÓÔÕÓÖÖ×Ö×Ø ÙÚÚÛ ÜÝÞÝßÝ \_^�\[�_hcjik � n,kf\erskcjim�\_m��,hirs^�\¿hcgehc¦chfq àáâãä kipikin,m�z_m�\_m�\[�_^�p
� kipftckcn]ki\erskijim�\_m]\ qe{_n]n,kf\_m]n]rskcjfms¢_hipfhiq_^�pc£�Y[Z]\_^�\©�_hcjfki�_m�^]tc^�\Àhc�f^���{e�c{e\_n�{eq_n�{Àkcn���kipfkcn]m�q_n]kipf�sl_ki\e^

åæ�ç�ç�ç�æèæéêæå
ëêë,ì íí qe{_n]n]ki\_m]n�rskiq��e�ehfpih¡��Z�\_^�\��_hcjfki�_m_^]tc^�\ îï ðñð òó_ôõ ö÷øù�ú�ú�ú�ùûùüýcþ \_ocqe�fkin,kfpim�\_k�gckil_kcn]m

� kipftckcn]ki\ersk�qe{_n]n]ki\_m,n]gem�z_m�\_gek�`fac�ed�^�ÿfkcgehcjf^]\_gehfq_^ ���� � �� �� � 	
�� 
 �� §eh ���������� � ���� ������ gehiz_hipfn]hipf^
`,aebed¡^�ÿfkcgehiji^�\_gehi\sq_oen]kilen,m�q_n]k�hcn]geh�hcgc^]n,hf�_^,n]^�pi£��! "# �_r���\%$,�soen�rskiq��e�ehipfh &')(*,+,+,+,*(-*(*(. ///0/213 425

6798:;,<,<,<,;8=;8:;8> ???@ACBD EGF,HJI)EGF,K2LMIONJP)Q%RJS!T 5JUWV S U2X,UW425 NJP)Y%RJS!T%I UWZ S U2X,UW[25 EGIJ\2LMI U%] I)EJF U T%IC^%_2L!LMI U F!LMI U
`abcd IGHGI)LMF,e2F U F U \%IGHGfGI)LMI U%] I)LMIGHJFWg%L!E!_ Uih jklmjnopqr!rs t K 5 H XMU25 uvwx y z{|} ~�� K 5 H X,U25 ���� y ������

K 5 H X,U25 ���� 425 ���� ��� K 5 H X,U25 ���� I)LMF U F,HGEJIONJP)Q%R 4%5 N!P)Y%RGSMT%I U EGF,HJI)EGF,K2LMI y
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 ��,�,�,�,������ ¡¢£�
 ��¢¤ ¡¢£ ! �¥¢¤ ¥¢¤ !¢¥�¢£ �¢¦ �¢¤

§¨
§© ª

«
¬ «««««­ª ®
¯ [20]

ve

 ° ±²²³²³²± ´
µ
¶· ¸¹,º,º,º,¹»¹¼½¹¾!¾!¾¼¿À»ÀÁ¾¿»ÀÁ¾!À¼¾¿½À»ÀÁ»¾!¾½»ÀÁ¼¾!À½»ÀÁ¾½ÀÂ [21]

bulunur. M ve V'nin bilgisayarda sayýsal hesabý için sýrasýyla [20] ve [21] ifadelerinin kullanýlmasý
yapýlacak olan bilgisayar programýný hem basitleþtirir hem de kolaylaþtýrýr.

3.3. ÃÄÆÅÇiÈ 'nin Sayýsal Hesabý
 Duraðan bir yenileme sürecin ÉÊËÌÎÍ   varyans fonksiyonu  için [12]'de verilen

ÏÐÑÒÔÓÕÓÖ×ØÐÐÕÐÖÙ ÚÛÜ
Ü

Ý Þßàáàâàã

ifadesini gözönüne alalým. t verilmiþ bir deðer ve äåæ,ç,ç,ç,æåæåè éêë ììí,í,íììî ïðñ òóóóò  koþulunu
saðlayan bir parçalanma olsun. Riemann integralin tanýmýnýn ýþýðý altýnda,

ôõõô÷öøùôõõö÷öúûýüôüöú þÿÿ� þÿ þÿÿ�
�
� �� � �� �	


yazýlabilir. Böylece  �
���� ��
�������������������
�������
�� ������� � !#"$

"$$"$$%
%
!!!& '( )*+*+)+' , --    [22]

ile yaklaþýk hesaplanabilir..
/103254
63798;:<4�8>=?8;@>7A.
B3B3254
61798 CD 4�8>=?8;E>71F5G9H>I?G983JKG1F5L�8>63GNM3O>I?I?G98>L?I?G1P1G9M QRSTU G9V5G1I?L�W>L�8>L�8
H>G9V5X1G1I?G983JKG9I
G5V9LYF5L�V9G9F9L�Z>I?GK[>=�V]\18^P979M>=_M>71F5=�JK637K@>75V9=?I?798 `;ab`;` `cedgfhdif5jkdlf
m m m fon
dqprKs @>7 t u vwv vx�y{z5|
y3z5}5y]z
~ ~ ~ z3|
�3y_����
� I�JKG9M]�>�179V97 ���� �;� Z>79V5=?8>7 ���� @>7 ���� � �� Z>79V5=�8>7 ����i� G1I?L�8>L�V9F5G1�

��� � � ��¡�¢£�¤¢¥¡¦§¨©¤¨¢¦¨¤£¦ª «­¬®«««¯ °± ²³´³²³° µ    [23]
bulunur.

3.4. ¶k·
¸¹bº ve »k¼
½¾^¿  'nin Sayýsal Hesabý
Gecikmeli bir yenileme sürecinin ortalama deðer ve varyans fonksiyonu için sýrasýyla [9] ve

[10]'da verilen
ÀÁÂÃÄÅÆÈÇÃÄÁÅÉÃÁÅÉÃÁÅÇ ÊË ÌÍÌ ÎÏ ÐÑÒ

ve
ÓÔÕÖ×ØÙÈÚÖ×ÔØÚÛÖoÖÔØÚÜÖoØÔØÚÖÔØÝ ÞßNàààà áâ ãäãå
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æ�ç9è1é1ê1ë?ê9ì5æ?í>æ>î>ï1ð3ï1í3ñ3í>êòè1ë?è9ë
ó�ô{õ3ö^÷>ê9ì5æ?ë?ôòæ
ø_ù^æ�ìYé3ê9ú>ê9ì�÷>ê ûüý�þ�þ�þ�ýüýüÿ ��� ���������� ��	 
���
 ø9è9ì
ö
ó?í3ó
� è9ú3ë
è�
>è9íòù>æ�ì��>è5ì��1è9ë
è5í3ôKè��3ë ��� í^õ�� � é � ì � ôKé3è��������^æ�ç5è1é3ê � æ�í>æ?í�� � ë?ë?è9í>ó?ë?ôòè � ó�
>ë?è��

 ! "#$ "#$ !#%& ""#"#' "#' "#$ ()*+ () )*())++(+* ,- , ./ 0.01

bulunur. Böylece 2�234523452 46723343489 :;<
:= :; ;<:;;== >>
? > @A B@C   alýndýðýnda  DEFG HI  ardýþýk olarak

JKLMN O PQ R olmak üzere,
ST�U�U�U�TVTWXTYVZY[[\[\]W Y[\^ _YVZY[[\[\]`Y[\]Y[\^ _ abbb

abcabbbbbabc deff
effed g gg

   [24]
ile yaklaþýk hesaplanabilir.

t verilmiþ bir deðer ve hij�k�k�k�jijil mno ppq�q�qppr stu vwwwv  koþulunu saðlayan bir parçalanma
olsun. [17]'den,

xy{z{z{z{y|y}~y�!���������!�|������������ ������ ����
���������

� ��� �� ����� � � ��
yazýlabilir. Bu durumda,

� ������ � ���
�� �������������� �!� ¡¢� ¡¢� ¡£¤�  ¡ ¡¢£�!� ¡¢¥� ¡ ¡¢� ¡¦

bulunur. Böylece §¨©ª «¬  ,

 ­®�¯{¯�¯{®°®±²®³!³´µ¶ ·³´µ¶ ·³!µ°¸³´´µ´µ¶ ·°³!³´µ¶ ·±³!µ´µ¶ ·³´µ¹ · º�»¼
»¼¼»¼¼º½º½º½º½ ¾¿ ÀÁÀÁÀ¾ Â ÃÃ    [25]

ile yaklaþýk hesaplanabilir.

  

Ä�Å�Æ�Ç�È�É�Ê�ËÍÌÎÈ�ËÐÏÑËÍÒÐÊÓÄÑÔ�ÕÐÇ�È�Ö�Ê�Ë ×Ø È�ËÐÏÑËÍÙÐÊ�Ú�Û�ÜÐÝÑÛ�Ë�ÞßÛ�Ú�à�ËÐÉ�Ûâá�ãÐÝÑÝÑÛ�ËÐàÑÝÑÛ�ä�Û�á åæçèé Û�ê Û�ÝÑà�ëÐà�ËÐàÑËÜÐÛ�ê�ì�Û�ÝÑÛ�Ë�ÞßÛ�Ú�à íî Ê�ï�Ï�ÖðÛ�É�à�Þñã�ò�ã�ËÐÝ�ãÐá�ÝÑã óô�õö�÷�÷Ñ÷�öõøöõöõù úúúûú�üý þ Ý�ÞßÛ�á ÿ�ò�Ê�ê�Ê Ä�Ô � Ç�È�Ö�Ê�Ë �� È�ËÐÏ�Ë
ÙÐÊ�Ú�Û�ÜÐÝÑÛ�Ë�ÞßÛ�Ú�à�ËÐÉ�ÛÓá�ãÐÝ�ÝÑÛ�ËÐàÑÝÑÛ�ä�Û�á åæçèé Û�ê�Û�ÝÑà�ëÐà�ËÐà�Ë ÜÐÛ�ê�ì�Û�ÝÑÛ�Ë�ÞßÛ�Ú�à Ô����ÓÊ�ï�Ï�ÖÍÛ�É�à�Þ ã�ò�ã�ËÐÝ ã�áÐÝ�ã

�	�
�
�������

�

�

� �������� þ Ý�Ú�ã�Ë���� ã�ê�Û�É�Û ������ Ò�Ê Þ! �Ë#"�Ô É�Ï�ê�� $%&'$()*+,-,. / 0 Ê�ê�Ï�ËÐÊ 1234 5 6789 : ;<0 Ê�ê�Ï�ËÐÊ =>?@BA 5 CDEF GH 0 Ê�ê�ÏÑËÐÊ IJKL�M 5 6789 :N;O0 Ê�ê�ÏÑËÐÊ PQRS ÒÐÊ 678T : ;< 0 Ê�ê�ÏÑËÐÊ IJKU�V Û�ÝÑà�ËÐà�ê�Ú�ÛßÄÑÔ�ÕÐÇ ÒÐÊÄÑÔ � Ç�È�Ö�Ê�ËßÚ�à�ê�Û�Ú�à 0 ÝÑÛ 5

 WXZYZYZYZX[X\]X^_`a\
^\]`b^_`a^c^\d`b^d`b^c`d]`a^]`a

^]`b e
f
gh eeg

e ij
jjk jjjl

i
m    [26]

ve
n oppqpqpo r
s
tu vvvv wx�y�y�y�xzx{|x}~}~}{��z��}�z��}~�{}�|�z��z}~}|z��{}~�|z��}|��    [27]

elde edilir.
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4.  ÖRNEKLER
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fonksiyonuna dayalý duraðan yenileme sürecinin varyans fonksiyonu için,
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analitik ifadesi elde edilir. Uygulama için,
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olarak bulunur. Burada,
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olduðu açýktýr. Böylece, [10]'dan bu gecikmeli yenileme sürecin varyans fonksiyonu için,

 ÅÆÇÈÅÉ
ÆÊ~ËÈÅÉÆÌ ÍÎÏÐ

Ñ
Ò4Ó
ÔÕÍÎÐ�Ö�Ö

ÏÏÑ�×�Ö
×

Ò�Ñ4Ó
ÓØÐÕÍÎÏÒ�Ö

ÙÏÒ�Ú�Ö
ÙÛÓÜÙ

Ý�Ú4Ó
Ô�ÒÕÓ

Ï
Ò�Ñ
×ÎÏÕÞ ßßß àáááàááàáâ

ãäåæçéè
èæêèìëîí

ä
çéè
ïð ñòóôñõöò ÷øùø úú    [29]

analitik ifadesi elde edilir. Uygulama için,
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Bu çalýþmada, yenileme süreçlerinin ortalama deðer ve varyans fonksiyonlarýnýn sayýsal hesabý
için ele alýnan RS yöntemi diðer yöntemlere göre daha basit ve kolay programlanabilirdir. Hemen
hemen tüm durumlarda iyi sonuçlar vermektedir. Bundan dolayý uygulanabilirliði daha fazladýr.
Çizelge 1.  ÎÏÐ ÑÒÑÓ parametreli gamma daðýlýmlý yenileme sürecinde ÔTÕHÖ;×Ø deðerleri
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Çizelge 2. øùú ûüûý  parametreli gamma daðýlýmlý yenileme sürecinde  þÿ�� �  deðerleri
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Çizelge 3. $%& '(') parametreli gamma daðýlýmlý duraðan yenileme sürecinde *+,- . /   deðerleri
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 Çizelge 5. ¹º  ve »   sýrasýyla ¼¾½ ¿�À�¼�ÁÂÄÃ ÅÆÃ  ve Ç¾È ÉÊÄË ÌÆË   parametreli gamma daðýlým fonksiyonu
                 iken ÍÎÏÐ Ñ Ò  ve ÓÔÕÖ × Ø    deðerleri
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