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OZET

Bucalismada; f(x,y), [a,b;a,b] karesinde tanimli ve siirekli bir fonksiyon olmak
iizere, f (x,y) fonksiyonuna bagl

oY) = T k j X-a y-a
= +(b-a)X a+(b-a)= X=dyp (L5,
Bn(1ey) =5 5 Tare-artar (0= RGE= R
asxys<bh
Bernstein polinomlar dizisinin f(x,y) fonksiyonuna diizgiin yakinsakligi ispat
edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Bernstein polinomlari, fonksiyon uzaylari, diizgiin
yakinsaklik

ON BERNSTEIN POLYNOMIALS OF TWO VARIABLE FUNCTIONS

ABSTRACT
In this study, f (x,y) is a continuous function which is defined in [a,b;a,b]
square;

: = T S - K — _] X—-a u
Bn(1xy)=3 5 1(ar®-a)far 0= RG=D Rali =)
asxys<b

It is proven that Bernstein polynomials sequence related to f(xy) function, is
uniform y convergent to f(x,y).

Key Words: Bernstein polynomials, function spaces, uniform convergent

1. GIRIS
D [0,1;0,1 ] karesi tizerinde tanimly, siirekli fonksiyonlar uzay1 C(D) ile gosterilir. C(D) lineer
normlu uzaydir ve bu uzayda norm

[l ey = max|Focy)

olarak tamimlanabilir. { fn,m}, C(D) uzayinda fonksiyon dizisi iken, f C(D) i¢in
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i o = ey =0

n,m — oo

oluyorsa, { fnm} dizisi f fonksiyonuna C(D) uzayinda yakinsar denir. { fn,m} dizisinin C(D)
uzayinda bir f fonksiyonuna yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart bu dizinin ayn1 fonksiyona D
karesinde diizgiin yakinsamasidir. Béylece, C(D) uzaymin normuna gore yakinsaklik diizgiin
yakmsakliktir.

2. C(D) UZAYINDA KARLESON PROBLEMIi VE COZUMU

n ve m belirlenmis dogal sayilar olmak iizere, Ox-ekseni nde [0,1] araligim

Oxn; k=01,...,n noktalanyla 0=aon <Q1p <... <0pnn =1veoy-eksni nde [0,1] araligim
Bim ;1 =012,...m noktalartyla 0=Bom <B1m <...<Bmm=1 bigminde parcal aa bd dim.

P(k””jm)(x, y)),D karesinde siirekli pozitif fonksiyonlarin matrisi ve fDkaes  ndediek |i
fonkd yon ol m akizer e,

TamExy =3 5 fa .p; )pom
n,m( 31X, Y) _kéo JZO ( k,n> j,m) k.j (x,y) [1]
toplamlart ile tanimlit n,m f dizisini olusturalim.

Problem( iki degiskenli Karleson problemi) : Tek degiskenli Karleson problemi Karleson
tarafindan 6nerilmis Bohman tarafindan ¢oziilmiistiir (5).

Okn , Bjmsayilar: ve ijm(x, y) fonksiyonlar1 hangi kosullari saglamalidir ki
Tn,mf - f"C(D) =0 [ 2]

lim
n,m — o
olsun?
Bu problemin ¢6ziimii asagidaki teoremle verilir:

TEOREM2.1.(1)ile tamimli n,m f dizisinin f C(D) fonksiyonuna yaklasim probleminin ¢éziimii
olmasi igin, yani (2) esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosullar

. < < p(m) _
nm- ool k=0 j=0 cm)

. 1o (n,m) —

lim | > ¥ o, Pyl (xy)—x =0 [4]
n,m- o (| k=0 j=0 cD)

. < < (nm) _

im | ¥ 5 BimPyj Xy)-y =0 [ 9]
n,m- o || k=0 =0 c(D)

< (r2 2 p 2, .2
33 @i +Bm) PR 0y~ (67 +y)
= J:

lim
n,m- oo

=0 [ 6]

C(D)

dir (4).
3. C(D) UZAYINDA BERNSTEIN POLINOMLARIYLA YAKLASIM
(xy) D = [,;,] olmakiizere, 1" =(1-x+x)" =3, C*x* (1-x)""* ve

1" =(1-y+y)" = Zjﬁocfgyj(l - y)™ 7 5zdesliklerinden
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1= 3 scielx 10" Y-y
k=0 j=0
esitligini yazabiliriz.
— ~k_k -k
Pa(x) =Cix (1-x)" [7]

isaretini kabul edersek

kz J; Pk n(X)PJ m(Y) [8]
oldugu
2, Pa =1, Jgon,m(y) =1 [9]

formiillerinden goriilmektedir.

(8) esitliginden yararlanarak, D karesinde siirekli bir f fonksiyonunun Bernstein polinomlar
su sekilde olusturalim,

1’1m(f X, Y)— z Zf(— _)Pkn(x) m(Y) [10]

_J_

TEOREM 3.1. f, D karesinde siirekli bir fonksiyon oldugunda

lim || Bynf —f ||

n,mo_ oo C(D)
dir.

Ispat: [10] formiiliindeki polinomlarmni (1) formiiliinde tanimlanmis Bn,m(f, x,y) toplam
ile kargilagtirirsak,

B ==, POV (x,) = P (OPm ()

Oyn = J

m
olarak secildigi durumda T, ;X Y) = Bym(f ;X y) dir. Bundan dolayt { B mf} dizgninnm -
o | kendr edif fonkd yonunaCp ) normunda yakinsamasi i¢in [3]—[ 6] kosullarinin
saglandigini gostermek yeterlidir. B] bm Ul Gne gore

=0
C(D)

Z Z 1:'k ,n (X)P_] m (Y) 1

k=0 j=0

k
oldugunu goriiliir ve bu da [3] formiiliiniin saglandigini goéstermektedir. 0y, = o olmak iizere
n k _
> HPk,n(X)_X [11]
n 2 _ X2
> 5 Pna(x)= x*+ 2 [12]
k=0 n

esitlikleri yazilabilir (1,2,3).

[8] ve [11] formiillerine goére
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n m f n k
z z - Pk,n (X) Pj,m (Y) = 2 - Pk,n(x) =X
k=0j=0 1 k=0 n

dir ve bundan dolay1

elde edilir. Boylece (4) formiilii de saglanir. Benzer sekilde

=0
C(D)

S5 L P () Pm(y) -y
k=0 j=0 m

ve formiilii de saglanmaktadir. Son olarak, [6] formiiliiniin saglandigini gosterelim. [9] formiiliine
gore

n m k2 j2
> 2 (5t Pn(X) Pin(y)
k=0 j=0 n m
n m k2 n m jz
=2 Y 5P Pyt Y 3 =5 Pua®) Piun(y)
k=0 j=0 n k=0 j=0 m

12 2
k m
> S5 Pax)+ Y =Py
k=0 n =0m

[12] esitliginden

2 .2

n m L _ _
> Z (_2 +J_2) Pk,n(X) Pj,m (y)—(X2 +y2) - x(1-x) + y(-y)
k=0 j=0 n m n m

yazabiliriz ve buradan da

<l+L

C(D)

mo2 P .,
)3 (_2+F) Pin (%) Pim(y) (X" +y7)

0 j=0 n

M=

k

elde ederiz. Her iki tarafin, (XYy) O D olmak lizere, maksimum alinirsa

K7 2, .2 1
—+5) Pa (X) P m(y) —(x" +y7) S—+—
m

c(D)

(

M=
LM B

k

0 j=0 n
oldugunu goriiriz ve nm — oo iken limteged liree p] formiilii saglanir. Dolayisiyla Teorem
2.1. in tiim kosullart saglanir ve bu teoreme gore Teorem 3.1. ispatlanmis olur. Simdi b > a
olmakiizer eD 4 ileD o= [a,b;a,b]kar esnigos ed im D pkar e ndesir ekl if onks yonl ar
uzayint C(Dg) ilegdterdimve uygun olarak

[, =, oy £

(x,y)ab,

oan. f 00CPa) oldugunu kabul edelim. Agikca goriilityor ki Dg, karesnin her bir § y)
noktasinin bilegenlerini

x=a+(b-a)t , O<t<l;y=a+(b-a)t , 0<sr<1

biciminde gosterebiliriz. /[0 C(Da) olmak lizere (¢, 7) 0D noktalarma bagl bir ¢
fonksiyonunu ele alalim ve
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d(t, ) =f(a+(b-a)t,a+(b—a)T) [13]
oan. fOCDa) oldugundan ¢ O CO) dir ve biz ¢ fonks yonunun Berngein pdinomuru
yazabi liriz (10) fom Ul Gne gbe bu pdinom

nm(q) t,7) = Z Z d)(_ _) Py, a(t) P_]m(T) [14]

% S
bi¢imindedir ve Teorem 3.1 den dolay1

Jim B, @00t ) =0 [15]

dir. Agikga goriiliiyor ki

as<x,y<b
b-a b-a Y

formiillerine gore (x,y) Dab iken (t, ) D olur. Bu durumda, [13] formiiliinden

X
¢b

elde edilir. Dolayistyla, [13] formiiliindeki fonksiyonunun Bernstein polinomlarimi su sekilde yazabiliriz,

By =3 5 farb-narb-0 D p, R, g

ve bunlar, Dab karesinde tanimli f fonksiyonunun Bernstein polinomlaridir.

[15] e gore asagidaki teorem ispatlanmis olur:

TEOREM R.f [0 CDg) f onks yonunun Bernstein polinomlart [16] ol mak Uz e
lim By mf—f] o, =0 dir.

Benzer sekilde D,p.c 4 :[a, b c, d] di kdortgenini € ed aradkve C( Dapcd) uzaymi
tanmimlayarak bir f 0 CO gpcq) Dnkd yonunun

Bn,m(f;X:Y)_kz Zf(a+(b a)_ C+(d C)_)Pkn( )ij( ) [17]

Bernstein polinomlar i¢in asagidaki sonucu ispatlayabiliriz:

SONUC 3. f [ C(Dgpcqg) Dks iyonunun Bernstein polinomlart fl7jol mak Uzer g

nu]erH Bymf - f HC(DW) =0 dr.
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