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ABSTRACT 

     In this paper, the principal functions of the system of finite Sturm-Liouville 
differential operators corresponding to the eigenvalues and spectral singularities 
are investigated. We have proved that the principal functions of L corresponding 
to the eigenvalues are in ),(2

NCRL +  and the principal functions corresponding 
to the spectral singularities are in another Hilbert space which contains 

),(2
NCRL + .  
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SONLU  STURM - LIOUVILLE DİFERENSİYEL OPERATÖRLER   SİSTEMİNİN 

ÖZDEĞERLERİNE VE SPEKTRAL TEKİLLİKLERİNE KARŞILIK GELEN ESAS 

FONKSİYONLAR 
ÖZET 

     Bu çalışmada sonlu Sturm-Liouville diferensiyel operatörler sisteminin 
özdeğerlerine ve spektral tekilliklerine karşılık gelen esas fonksiyonlar 
incelenmiştir. Özdeğerlerine karşılık gelen esas fonksiyonların ),(2

NCRL +  

uzayına, spektral tekilliklere karşılık gelen esas fonksiyonların  ),(2
NCRL +  

uzayını içeren bir başka Hilbert uzaya ait olduğu ispatlanmıştır. 
 
Anahtar Kelimeler: Özdeğer, spektral tekillik, esas fonksiyon 
 

1. GİRİŞ 

   Non-selfadjoint diferensiyel operatörlerin spektral 
analizi, Naimark tarafından incelenmeye başlanmıştır[2]. 
Operatörün kutbu olup, özdeğer olmayan, sürekli 
spektrumda yer alan noktalara Schwartz spektral tekillik 
adını vermiştir[4]. Bu noktalar operatörün spektral 
analizinde önemli bir rol oynar. Lyance spektral 
tekilliklere karşılık gelen esas fonksiyonların özelliklerini 
incelemiş ve spektral tekilliklerin spektral açılımındaki 
etkisini incelemiştir [3]. Spektral tekilliklere sahip non-
selfadjoint operatörlerin spektral analizinin bazı 
problemleri çalışılmıştır [6]- [9].  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1. INTRODUCTION 

    The spectral analysis of the non-selfadjoint differential 
operators has been investigated by Naimark [2]. He has 
proved that some of the poles of the resolvent are not the 
eigenvalues of the operator and also shown that they are 
on the continuous spectrum.These points are called 
spectral singularities by Schwartz [4]. So, in [2], it has 
been shown that pectral singularities have a special role in 
the spectral analysis of an operator.  The properties of the 
principal functions corresponding to the spectral 
singularities and the effect of the spectral singularities to 
the spectral expansion is investigated by Lyance [3]. Some 
problems of the spectral analysis of non-selfadjoint 
operators with spectral singularities are studied in [6]- [9]. 
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NCRL +  uzayı 

 
),(2

NCRL +  is a Hilbert space of the vector functions 
such that  
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normu ile birlikte bir Hilbert uzayıdır. 
 

nnnn yxqyyl )(:)( '' +−= ,    

),0[,,...,2,1 ∞=∈= +RxNn  
biçimindeki sonlu Sturm-Liouville diferensiyel ifadeler 
sistemini göz önüne alalım. Burada nq , Nn ,...,2,1=  

kompleks değerli fonksiyonlardır. ),(2
NCRL +  uzayında  

 We consider following the system of Sturm-Liouville 
differential expression 
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Here nq , Nn ,...,2,1= are  complex-valued functions. 
Let L is generated  operator by the expression 
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ifadesi ve y(0)=0 başlangıç koşulu yardımıyla üretilen 
operatör L olsun.  nq , Nn ,...,2,1=  kompleks değerli 
fonksiyonlar olduklarından, L operatörü non- selfadjointtir 
[2].  

1. yyl 2)( ρ= Denkleminin  Özel  Çözümleri 

yyxQy 2'' )( ρ=+−  ,   x +∈R           (1.1)
denklemini göz önüne alalım. Burada  

 in ),(2
NCRL +  and y(0)=0 .  Since nq , Nn ,...,2,1=  

are complex-valued functions,  L is non-selfadjoint [2].  
 
 

1. Special Solutions of yyl 2)( ρ= : 

Let us consider the following equation 

yyxQy 2'' )( ρ=+−  ,   x +∈R           (1.1)
where 
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olarak tanımlanır. ρ  spektral parametredir. Kabul edelim 

ki, nq , Nn ,...,2,1=   fonksiyonları  

 ρ  is spectral parameter. We assume that nq , 

Nn ,...,2,1=   satisfies  
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koşulunu sağlasın[1].    
(1.1.) denkleminin IexE xi

x
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ρλ),(lim koşulunu  bütün 

{ }0Im,::
__

≥∈=∈ + ρρρρ CC için sağlayan ),( ρxE  

matris çözümünü göz önüne alalım[1]. Burada I, NC  
deki birim matristir. 
(1.2) şartı varsa ,  ),( ρxE  çözümü 
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gösterimine sahiptir [1]. Burada 
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şartını sağlar. Böylece ),,( ρxen   Nn ,...,2,1=  
fonksiyonları { }0Im,:: 〉∈=+ ρρρ CC bölgesinde ρ  

ya göre analitiktir ve 
+C  da süreklidir. 

Aşağıdaki cümleleri tanımlayalım: 
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)(Ldσ  ve )(Lssσ  L operatörünün sırasıyla 
özdeğerlerinin ve spektral tekilliklerinin cümlesi olsun.  

Teorem 1.1[5]: 
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     Ayrıca (1.1) denkleminin 0),0( =ρS , IS =),0(' ρ  
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),( ρxS  olsun. 
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Thus ),,( ρxen   Nn ,...,2,1=   vector functions are 
analytic with respect to ρ  in 

{ }0Im,:: 〉∈=+ ρρρ CC and continuos in 
+C  . 

Let us define following sets 
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)(Ldσ  ve )(Lssσ  will denote eigenvalues and spectral 
singularities of the operator L, respectively.  
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     Let ),( ρxS  be the solution of the equation (1.1) 
subject to the initial conditions  

0),0( =ρS , IS =),0(' ρ .  
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nnn yyxqy 2'' )( ρ=+− ,   x∈ +R  denkleminin 

0),0( =ρns 1),0(' =ρns  sınır şartlarını sağlayan 
çözümleri  ),( ρxsn  olmak üzere 

),( ρxsn  are solutions of the equations 
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2. Esas Fonksiyonlar 

2.1. L Operatörünün Özdeğerlerine  Karşılık Gelen 
Esas Fonksiyonlar 
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2. Principal Functions  

2.1. Principal Functions  Corresponding to The 
Eigenvalues of The Operator L: 
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Teorem 2.1.1. 

jkmp k ,...,2,1,1,...,1,0 =−= +    için 

Theorem 2.1.1. 
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formülü vardır. Burada naaa ,...,, 10  sabitleri +
kρ  ya 

bağlıdır. 

İspat: 

     İspatta tümevarım metodunu kullanacağız. n=0 için 
(2.1.2) den (2.1.3) elde edilir. n=1 için ispatlayalım. 
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olur. O halde n=1 için (2.1.3) formülü elde edilir. 
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(2.1.3) formülünü 10 +p  için ispatlayalım. Eğer 
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şeklindedir. (2.1.1) eşitliğinden  From  (2.1.1) we have  
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Teorem 2.1.2: 

     Özdeğerlere karşılık gelen esas fonksiyonlar 
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NCRL +  uzayının elemanıdır. 

 jkmp k ,...,2,1,1,...,1,0 =−= +   için 

 This shows that (2.1.3) holds for 0nn = +1. 

Theorem 2.1.2: 
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İspat: 

(1.3) ten 
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p=0,1,…, 1−+
km   , k=1,2,…,j  için  for p=0,1,…, 1−+

km   , k=1,2,…,j   
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eşitsizliklerinden 01〉c   sabit olmak üzere 

      Since Im 0〉+kρ , we have from (1.2), (1.4)   
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elde edilir.  

p=0,1,…, 1−+
km   , k=1,2,…,j  için 
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olur. 

Tanım 2.1.3: 

 for  p=0,1,…, 1−+
km   , k=1,2,…,j  . 
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fonksiyonlarına L operatörünün += kρρ  ,  k=1,2,…,j 
özdeğerlerine bağlı esas fonksiyonları denir[2]. 

2.2. L operatörünün Spektral Tekilliklerine Karşılık 
Gelen Esas Fonksiyonlar 

αρρρ ,...,, 21  L operatörünün spektral tekillikleri ise 

α,...,2,1,1,...,1,0 =−= kmp k  için  

 are called the principal functions corresponding to the 

eigenvalues  += kρρ  ,  k=1,2,…,j of L [2]. 

2.2. Principal Functions  Corresponding to The 
Spectral Singularities of The Operator L  

If αρρρ ,...,, 21  are spectral singularities of L, then we 

have for α,...,2,1,1,...,1,0 =−= kmp k  
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eşitliği vardır. 

 

 Smilarly to the proof of Theorem 2.1.1, we have the 
following remark.  
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Sonuç 2.2.1: 
α,...,2,1,1,...,1,0 =−= kmp k  için 

Remark 2.2.1: 
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eşitliği vardır. Teorem 2.1.1 in ispatına benzer olarak 
yapılır. 

Lemma 2.2.2: 
 α,...,2,1,1,...,1,0 =−= kmp k  

 α,...,2,1,1,...,1,0 =−= kmp k  (2.2.1) 
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dir. 
     Lemmanın ispatı (2.2.1) ve (2.1.10) dan kolayca 
gösterilir. 

     Şimdi aşağıdaki Hilbert uzaylarını tanımlayalım: 

 α,...,2,1,1,...,1,0 =−= kmp k  
     The proof of the lemma may be easily obtained from  
(2.2.1) and  (2.1.10)  

     Now let us introduce the  Hilbert spaces: 
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biçiminde tanımlıdır [9]. Bu tanımların sonucunda 
,...2,1=m  için 
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Teorem 2.2.3 

     Spektral tekilliklere karşılık gelen esas fonksiyonlar 
Hilbert uzayına aittir.  

 respectively [9]. It is evident that   
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Theorem 2.2.3 

     The principal functions corresponding to the spectral 
singularities belong Hilbert space . 
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İspat: 

     (2.1.10)  dan  α,...,2,1,1,...,1,0 =−= kmp k  
için 

 Proof: 

     From (2.1.10)  we have        
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elde edilir.  

     ))1(,,( +−+ nCRH N  uzayının tanımından ve (2.2.4) 
ten (2.2.3) elde edilir. 

Tanım 2.2.4. 

 α,...,2,1,1,...,1,0 =−= kmp k  
     (2.2.3) is obtained from the definition of the 
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fonksiyonlarına sırasıyla L operatörünün kρρ =  , 
α,...,2,1=k  spektral tekilliklerine bağlı esas 

fonksiyonları denir [9]. 
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Sonuç 2.2.5 

Spektral tekilliklere bağlı esas fonksiyonlar 
0mH −  

uzayına aittir. 

 are called the principal functions corresponding to the 
spectral singularities kρρ =  , α,...,2,1=k  of L [9]. 
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Remark 2.2.5: 

The principal functions corresponding to the spectral 
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