GOSTERGE DEGISKENLERLE REGRESYON
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1. GOSTERGE DEGISKENLERININ KULLANIMI

1.1. Genel Ac¢tklamalar

Regresyon denklemlerinde kullanilan degigkenler, baz siirekli ara-
liklarin diginda degerler olabilirler. Ayrica gizlem olmasi gerekli olma-
yan, fakat iki veya daha c¢ok farkli deger olabilen bagimsiz deferler
kullanmak isteyebiliriz. Ornefin bazi lise mezunlar1 Universiteye gi-
der, bazilan gitmez. Bu konuda bir hesap tutulmak amaciyla, gister-
ge bir degigken kullanilabilir. Efer lise mezunu tUniversiteye girmisg-
se onu 1 ile, girmemisse 0 ile belirterek gosterge defisken olarak kul-
lanabiliriz.

Gisterge de§i§kenler tzellikle nitel veriler s6z konusu oldugunda
yvararli olmaktadir,

Burada gosterge defigkenlerin, regresyon kavrammda nasil kulla-
nildifim- gostermeye cahsacafiz.

Gosterge degigkenlerin, regresyon analizlerinde belirli bir kategori-
deki goizlemlerin, bir  gurup paremetreyle ilgili iken, difer kategoride-
ki gozlemlerin bagks bir paremetre gurubuyla ilgili oldugunun gos-
terllmesmde nasil kullanildifini da aglklamaya gahgacaglz

Sozge11m1 bir firmanm 1malatta 2 tip tiretim surec1 kullandlglm
varsayalim. Her bir siirecten elde edilen ¢iktimin farkl beklenen de-
gerleri olmasina kargin, normal daglldlgml fakat Varyanslarmmda egit
oldugunu kabul edelim.

Uretim siirecini bir regresyon denklem1 §ek11nde gosterebiliriz,

v, o= By + o Bp¥; fre

Burada Y, iinci girdi sirecine iliskin ciktigi géstermektedir. X, ise
agagidaki gibi tanimlanms gosterge bir degiskendir. - -
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= 1 eger cikt1 A makinasmdan elde edilmigse
). ¢
= 0 eger ¢ikt1 B makinasmdan elde edilmigse

Bu basit érnekte, fegresyon-do{grusu B makinasina iligkin beklenen

clktiyl Glcer, ayn1 zamanda egim de A makinasmdan B makinasma de-
gigiklikle ilgili ciktilar arasmdaki farki gosterir.

Bu

X'=-1 ve Xi=0

icin beklenen deferi alinarak gériilebilir.

1) X3 =0 o E(Yy) = 8,

Zy =1 E(Y;)

By + By

B: = 0 hipotezinin testi, bu durumda A ve B makinalarinm ciktilarn
arasinda fark olup olmadifinin testi demek olacaktir. (Burada regres-
yon katsayilar1 gercek, En Kiigiik-Kareler yontemiyle yapilan: tahmin-
lerin de, B makinasmm ortalama c¢iktis1 ile, A ve B makinalarinm ‘or-
“talama ¢iktilar arasindaki fark oldugunu belirtelim).

fkiden fazla farkh n1te1 degerle ilgilendiginde de gosterge degis-
ken kulla.mlabﬂlr

Ornegm, yukandal«n ornekte 3 farkl iiretim siireci kullanilsa idi;
bu ii¢ ayr1 ciktinin ayni olup olmadigi ara§t1r11mak istendiginde, bu
amagla 2 gosterge degigkene ihtiya¢ duyulacaktir. (Genelde N farkh
durum igin N—1 gosterge defisken yeterli olacaktir). .

1

Y. = 51 + E'zXZi + ﬁaxai + g3

modeli soyle tamimlanmig olsun :
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= 1 eger cikt1 A makinasmda iiretilmigse
X
= 0 efer cikt1 difer makinalarda iiretilmigse

= 1 efer ¢ikti B makinasmda iiretilmigse
Xy _ ,
= 0 eger cikti diger makianlarda iiretilmigse

Boylece gisterge deé;i§kén1erin aldi1 degerlere gore agagidaki kombi-
nasyonlarla, 3 iiretim siireci de gosterilebilecektir.

X2 X3
A makinas 1 0
B makinas 0 1
C makinasi 0 0

Bu ii¢ durum igin de beklenen degerler alimrsa, regresyon sonuélan
yorumlanabilir.

0 'E(Yi)

= X,y =1 X34 2 7 %3
2~ X,y = 0 Xq; = 1 E(Y{) = o, + o,
3= Xpy = Xy T B(¥g) = o

Regresyon denklemindeki g1 katsayisi C makinasiyla ilgili cikti-
mn beklenen degerini gosterir. 1. efim katsayisi {8:) C makinasindan
A makinasma degigiklikle ilgili ¢iktilar arasmdaki farki, 2. egim (3s)
C makinasmdanB makinasma bir degisiklik yapilirsa c¢iktidaki ortala-
ma degismeyi dlger.

]

B2 = 0 hipotezinin testi: A ve C makinalariyla {iretim siirecleri ara-

sinda bir fark olup olmadigimn testi olacaktir. Aym zamanda t testi

ile B3 katsayis1 lizerine bir test yapilabilir,

Burada :

I — 3 degigik lretim siireci 2 gosterge degigken tarafindan gos-
terilmektedir. Boyle bir olayda tek bir gosterge degigken
kullamp buna ii¢ farklh deger vermek gosterge degigken
teknigine uygun degildir. (Sozgelimi A makinas1 = 2, B
makinasi = 1, C makinasi = 0 gibi).
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II — Gosterge degigken siiregleri; 3 tane iki durumlu degigkenle
gosterilmemelidir, Yani Xi, X ve X3 gibi X4; C makinasi
kullanildiginda 1 deferini, difer zamanlar ise 0 degeri ola-
cak. Bu durumda X4 degigkeninin kullanimi ek bir bilgi
getirmedigi gibi en kiigiik kareler tahmincilerini elde eder-
ken denklemlere ek ve bagimsiz olmayan bir denklem ek-
lemek demektir. Bu nedenle de regresyon Katsayilarinin
en kiiciik kareler tahmincilerinin elde edilmesi olanaksizla-
gir. Bu modelde tam bir lineerlifin mevcut ocldugu hatirla-
nirsa daha iyi anlagilir, Lineerlik mevecuttur, ¢iinkii;

Her i g&ézlemi igin X, ; = l—xzi-—xai _dir.

III — A ve B makinalarmin g¢iktilar arasmda herhangi bir fark
olup olmadig test edilmek istenirse: Boyle bir testi F testi
saglar, red hipotezi (A ve B makinalarmin c¢ikfilari arasm-
da fark yoktur) regresyon katsayilari g ve By esittir sek-
linde kurulur. Bununla birlikte aragtirma regresyon denk-
lemini yeniden yazarak, standart regresyon ciktisina uygu-
lanan baz1 t istatistiklerini kullanarak yapilabilir.

Regresyon modeli agagidaki gibi yeniden yazilir,

- - . + .
Yi = a, + azxzi + aa(x31 + x21) €3

3 durum goz oniine alinir,

1y X5 =1 Xgq =0 E'(Yi) = By * By
2) X3 =0 X3 =1 E(¥;) =8, + g,
3) X':O x‘zo. E(Y)‘z'ﬁl

i 2i 3i i

Istenen hipotezin testi de boylece es = 0 red hipotezinin testiyle sag-
lanir, o
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IV — QGosterge degigsken sonuglarmin, .

th

Y3 = By o+ ByXy te ve

modelleri i¢in tarif edildigi gibi yorumlanmasi, farkin (8 aym za-
manda C makinasmm etkisiyle ¢akismaktadir.

Gergekte boyle bir karsilagtirmaya goérek yoktur. Belli baz du-
rumlarda ilk sabit terimi (5:) ihmal ederek 3 ayri makina islemini
gostermek i¢in 3 ayr1 gosterge degisken kullanilabilir,

Gosterge degiskenler kavrami, daha genel durumlara, yani bagim-
s1z degigkenlerin bazilarimin siirekli, d1ger1er1n1n gosterge oldugu du-
rumlara, gemgletﬂebﬂlr

Klasik bir érnek toplam tiiketim fonksiyonudur. Savas zamani ti-
ketim tarzi barg zamanmdakinden farkh olacaktir. Basit bir toplam
tiiketim fonksiyonunda 5 farkli durum aywrilabilir, Burada tiiketim
fonksiyonunun harcanabilir gelir tarafindan tayin ed11d1g1 ve gemkme
(lag) lerin dahil edilmedigi varsayimi yapilmistir. :

1. Durum

C = fi + QzYt + £y

Savas ve barig zamam tiiketim ‘tarzlari bu modelde her agidan ayni
varsayilmigtir. Eger bastan bdyle bir bilgi mevcutsa, gosterge degisken
kullanimina gerek yoktur.
2. Durum
Cp = Byt ByYe + oDy + ey

Burada, eger savag zamani ise D, = 1 degilse D, = 0 dir.

n

E(Cy) By * BLE(Y¥y) ‘Barlig zamani

E(Ct) ‘(81+a)" + BéE(Yt), Savag zamanidir,
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Gorildiigi gibi ikinei durumda tiiketim - fonksiyonu savag sirasinda
yalnizca regresyon denklemindeki « katsayisi defismekte, egimi aym
kalmaktadir, Degisikligin istatistiksel olarak anlamlihinin testi « = 0
hipotezinin testiyle yapilir,

3. Durum

Cp ™ By * Bp¥p + y(De¥y) + ey

1

7 E{Ct) B, ¥ 8, E(Yt) - Baris zamani

E(C.) By +-(By +"¥) (E(Y,.)) Savas zamanidir.

3. durumda savag zamanl o katsaylsl sabit kaldifl, efimin degistifi
varsayumna dayanmaktadir. Bagka bir deyigle, 3. durumdaki model sa-
vasin toplam marjinal titketim. egiliminde bir degisiklife neden oldu-
gunu varyasar. Bu degigiklifin anlamhlik testi, D, Y. i1in katsay151 v=0
hipotezinin testi ile saglanir. e \

4. Durum

Cp = 8y + B,¥p + aDg + v (De¥e) ¥ ep

Bu durum hem efimin hemde o katsayisinin defigmesinin miim-
kiin kilindig1 modeldir, (Model tek bir denklemle ifade edilirken savag
ve barig yillarinda hata teriminin varyansi aym kabul edilmigtir) Ge-
lirin en kiigiik kareler tahminleri, tahmini regresyon katsayilarmin
dagiliminin ve regresyon standart hatasimn bireysel tahminleridir,

5. Durum

C = * + g *
t B B 7Y + e X Savag yillarinda

Ce =.8y" + B,'Y¢ +-ep' - barngyllarinda
Bu modelde, hata varyansmin savag ve barig yillarinda degigikli-

fe ugrayacafl kabul edilmigtir. 5. durum iki farkh regresyon ile bun-
lara iligkin standart hatalarin iki farkli tahminini igerir,
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4, ve 5. durumlar icin tahminj regresyon katsayilarinin esas olarak
esdeger olup olmadifl test edilebilir.

’EI*L‘B'I-}'C‘.‘., E2'=Bzr 82*2-62+Y

=0}

Lt

Blw =

Model 4 yada model 5in secimi veriyi test etmeden once tiim yil-
larda hata varyansmm sabit olup olmadigina baghdir.

1.2, Faktorler ve Diizeyler :

Nitel degiskenler olarak meslek ve Ggrenim durumunun yatirim
davranisi lizerindeki etkisini incelemek istersek, her degiskenin her du-
rumunun yatirimla birlikteliginin ne oldugunu arastirmamz gereke-
cektir. Ornegin bir aragtirma sonucunda agagidaki tablonun elde edil-
digini kabul edelim.

TABLO: 1i.1.

Yatirim Verilerinde Belirtilmis Xisi Sayilan (Ogrenim ve Mesleklerine
Gére Simflandirimig)

Meslek Liseden terk Lise mezunu Yiiksek okul mezunu
isci : 14 8 7

Sanatkar 10 — —_

Serbest meslek — 17 22

Kigitk tretici 3 9 10

Bir kisinin sanatkér olmasinin yatirim fizerindeki etkisinin, kiiglik -
iretici olmasinin yatirim {izerindeki etkisinin ne oldugunu gérmek is-
tiyoruz. Bagka bir deyisle bu iki ozelligin etkileri arasindaki farklari,
verilerimizi rastlantisal bir ¢rnek olarak diigiinlip Ana Kiitle icin in-
celemek istiyoruz.

Degigkenlerin 6lciilmemesi ve buna bagh olarak geligigiizel olusu
kategorileri hakkinda karar verirken bizi «fakitr» ve «diizey» terim-
leriyle karsi karsiya getiriyor. Boylece meslek bir faktor, 6grenim bir
diger faktor oluyor. Her faktoriin (degiskenin) icinde boliindiigi ka-
tegoriler o faktoriin dilzeyleri olarak adlandirihyor.

- «Degisken» yerine faktér kullanilmasi faktor denilenlerin: sayisal’
degerlerle tam olarak Olecillememesini vurguluyor; «degigken» kelimesi
ise oleiilebilenler i¢cin kullanihiyor. Bu durumda yukarida ele aldifimiz
ornekte degisken olarak yalniz yatirim kaliyor. Aragtirmanin diger ele-
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maniari, her biri ¢egitli diizeylerdeki faktorler oluyor. «Diizeyler» teri-
mi faktorii guruplamanm, degerlerine bir yiikleme olmaksizin, sadece
geligigiizel boliinmeler oldugunu vurguluyor,

Degigkenleri guruplama yerine faktor diizeyleri terimleriyle diigiin-
mek belirlenmiy kodlar kullanmadan gelen pek ¢ok zorlugun iistesin-
den gelir. Nitel bir defiskeni guruplarken sayilar: énemli degildir, fak-
toriin diizeyleri olarak ddigliniilebilir. Faktoriin diizeylerinin etkileri
arasindaki farklarin tahmini gosterge (0,1) degigkenleriyle yapilan reg-
resyonla elde edilebilir.

1.3. Regresyon :

Amacimz her faktériin diizeylerinin yatirim iizerindeki etkilerini
ele almaktir. Sadece 6frenim durumunun yatirim iizerindeki etkisini
tahmin ederek baglayalim. Bunu yapabilmek i¢in de X, Xz ve X3 ba-
pims1z degigkenleriyle bir regresyon denklemi kuruyoruz.

yi = bgtb % +DyX;,¥P X, 5%e (1.1)
Bu denklem de, |

Y, : yatimm )
bo : sabit ve
e : regresyon analizinde bulunan hata terimidir.

Bafimsiz defigken X'lere karg gelenler de tammlanacak olan by,
bz ve bs regresyon kKatsayilaridir. X’lerin tammlanacagl durumda, b’ler
de, 6grenim faktdriiniin diizeylerinin yatirim ftizerindeki etkileri ara-
sindaki farklarin tahminine ydnelen terimlere doneceklerdir.

Xleri tamimlarken, her birinin bir ve yalnizea bir 6grenim diize-
yinde olabilecegini belirtelim. Hangi diizeyde ise, karsihk gelen X, 1
degerini ve diger tiim X’ler o kisi icin 0 deZerini alsin.

 Lise mezunu, §grenim faktériiniin ikinei diizeyindedir. Onun igin
Xeg=1, Xg=0 ve X;3 =0 degerlerini alacaktir. Bu yolla, niimerik
degerler (0’iar ve 1'ler) verideki her kigi icin, biitiin X’lere verilebilir.
Ciinkii her X degeri, kigiyve kargilik gelen 6grenim diizeyinde ise 1, di-
ger durumlarda 0’dir. X’ (0,1} degigkenleri olarak tanimlanmgtir. On-
ceden tanimlandifl anlamda gergek degigkenler olmayip; «gdsterge»
degigkenler olarak adlandirilirlar. Bu durumda da bilinen regresyon 1§-
lemleri ilgili sonug¢lanyla tamamlanabilir. .
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Ornek : Asagidaki yatinmla ilgili verilere sahip oldugumuzu var-
sayalim, ' : :
3 kisi Liseden terk

2 kigi Lise mezunu
1 kigi Viiksek okul mezunu

Bu 6 gozlemin (yatirim indisleri) asafidaki gibidir.

TABLO: 1.2
Oprenim durumu Yatirnn indisi
Liseden terk Y11' ler Yla
Lise mezunu ; g
Yoy Yzz
Yitksek okul mezunu Y3 1

Y,;, j inci kisinin i inci 6grenim diizeyinde oldugunu gosteriyor.
Bir yerine iki indis kullamilmasi harig,
eij = yij - E(Yij)

esitligiyle, regresyonda oldugu gibi, gozlemleri asafidaki gibi yazabi-
liriz. ‘

-+

Yi1 © bo + b1'(1) b2(0)‘ + b3(0) t e,

el
~
1
o
=
+

b, (1) + "+ p .
1 (1) +b,(0) + b (0) te

b, (1) + b, (0) + by (0) + 913-

g
"
w

H
(o8
o
+

Y,y = b, + b](O) + b2(1)3+ b_(0) + e,

<
It

b 'l' b . . - .7. e
0 l(0) + bztl),+ b3(0).+ e,

I
w
n

b + b {0) + . '

0 y 4 ) b2(0) + bg(‘l) + €4,
Parantez icindeki 1 ve 0’lar {0,1) gosterge degiskeninin degerleridir.
Modelimiz denklemler asagidaki-gibi yazilirsa daha acik-goriilebilir.
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- =1 = - - T
Yi1 1 1 0 0 _ _ ell
Yy, 1 1 0 0 b, e,
v 1 1 0 0 b. e
13 i 1 " 13 (1.2)
V.1 1 0 1 o0 b, e,
YZZ 1 0 1 0 133_'J €.,
ey 1 9 0 1 ey
¥ e ) 1100]
Yiz ®12 rbo [ 1100
1Y 3 b, 1100
¥ s e = P bh = ve ¥ = 1
v & {1.3)
21 21 Py 101lo0
You 25y b, 1010
¥a1 | €3 Co T 1001

seklinde yazilarak denklemler hilinen,
Yy = Xb + e

formuna getirilir, Bu denklemdeki e terimlerinin ¢zellikleri, tam olarak
regresyondaki gibidir. Yani,

e ~ {0,021),

Formiil 2.4%e. uygulanan en Kiicilk Kareler Yontemi, normal denklem-
leri saglar,

y = Xb+ e denkleminde e, bilegenleri, gézlem degerleri ile tahmin
degerleri arasindaki farklardan (kalinti) olusan tek siitunlu bir matris
veya vektordiir.

Kalintilarin karelerin toplamini veren,
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e -
= [
e'e = (el 92 P en) 2 E"i
en

ifadesini 1.4 no.'lu formiilden yararlanarak asagidaki bigimde gostere-
biliriz,

e'e (y~xb) "' (y-Xb)

1

vy - 2B'X'y + B X'X)B. B'X'v = y'X'b
skaler oldugundan |
= y'y - b'(X'X)b

En Kiictik Kareler yontemi ile tahmin yapmak i¢in yukardaki denkle-
min b ye gore tiirevi alinir ve sifira egitlenirse,

e'@) - -2x'y + 2X'Xb = 0
3b
X'Xb = X'y elde edilir.

Bununla berabeyr, X (1.3.) nolu denklemde goriildiigii gibi siitun
ranka sahip degildir. Son ¢ stitunun toplami,- birinci stituna egittir.
Boylece model «ranki tam olmayan model» olarak tanimlanir. Ozelligi,
X in rankinm siitiin sayising egit olmamasi ve bunun $nemli sonucu
(X’X)—tin varolmadifi ve dolayisiyla,

X'Xb = X'y egitliginin
b= (x'x)"! X'y olarak ¢dziilemiyecegidir.

Buna ragmen X°X'’in genellegtirilmis tersi kullanilarak ¢oziimler bulu-
lunabilir. Bu ¢dzlimlere deginmeden, bir bagka ¢rnek verelim ve 11neer
modellerin bagka goriiniislerini ele alalim,
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Ornek :

Her yi1l farim alaninda sayisiz deneyler yapilmakta ve bilim adam-
lar1 ¢esitli tiirlere uygulanan farkh giibrelerin iiriin iizerindeki etkile-
rini aragtirmaktadirlar. 6 degisik tarlada iki gesit giibre kombinasyonu
ile test edilmis 3 cesitten olusan bir Srnefimiz oldufunu varsayalim.
Deneyin, cesitlerinin gosterildigi satirlardaki tarlalarin bilyiimesiyle
baglanmasi zorunlu degilse de datay1r Tablo 1.3 deki gibi canlandirmak
uygundur,

6 URUNE AIT TABLO

TABLO 1.3
Uygulama
Cesit 1 2
1 Yi11:Y Y
111 112 121
2 Y211 Y321
3 Y311

Tablodaki i, gibi girigler k’me1 alandaki, i inci ¢esidin j inci uygula-
maya ait olan iiriinii gostermektedir.

Biz bunlarl 5 tane (0,1) gosteren degiskeni ve 3 cesit, 2 uygulamaya
karsilik olan 5 regresyon katsayisi kullanarak yazabiliriz. 3 cesit i¢in,
regresyon katsayilarl i, «2 ve as ile uygulamalar icinde 81 ve 8. ile
gosterilirse, Regresyon denklemindeki daha once be ile gosterilen sabit
ferim p. olarak yaz111rsa boylece katsayllarl vektoru b’

. /l\)l .;_-‘; {ﬁ '&1,&2 "&3 %132 } Qt]_u-r,__‘ X
{Bu notasyon cegitler icin, regresyon katsayllariyla (z lar) uygulama-
lar icin olanlar (g’lar) arasinda aclkca ayrim yapar ve b’nin eleman-
lar1 olarak b’ler kullanilmasma karsit olarak, agikhk saflayan cift in-
dis kullanmaktan sakinilmis olur).
Bu notasyonla yi; i¢in regresyon denklemi;

Fal ~ Pl ~ n ¥ Fad :
A e e g + o +RYT M + s . +
YijeTRte X gu, o Xiju, 2 0% gk, oM EIR 4 PPe¥ig, 20

olur.
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X ve X*lar (0,1) gosterge degigkenleridir.

1 inci cesit ve 2 inci uygulama ic¢in yapilan gbzlemde;

X ‘ =3 X ={) ' o
121,1 121, 2 ve x121,3“°
ve
x* =D x¥ =
121,1 121, 2 1l olacaktair.
Tahlodaki iirtinler icin regresyon denklemleri,
¢
Yigy = 0¥ @ (1) + 8,000 + 5,000 + B (1) + 8,00 + e,
" n
Yyp, = W+ & (1) + §,00) + @, (0) + B8 (1) + 5,100 +e
» ~ A~ ~ ~ A
Yia1 =W+ 51(1) + 32(0) + 33(0) + 81(0) + Bz(l) + e]Zl
” N a » ~ {1.53)
Yoy B F A, (0) + @ (1) +a,(0) +8 (1) +8(0)+e
P . P ~ A A ~
¥pp, = W * @ (0) + 02(1) + e, (0) + 8 (0) + 8, (1) + €,
Yo, = Bt & (0) + 3 (0) +a, (1) +8 (1) +8,(0 +e,

seklini ahr. Gozlem vektoérleri ve hata terimleri icin y ve e kullamilarak
denklemler;

1 1 0 0 1 o [+
A

1 1 o0 o0 1 o oy

1 1 0 0..0 1. @

N

y = o ' T+ e, (1.6)

]

e

-
[=]
—
[=]
[=]
+-.‘
wmH Wy 2%

1 0 0 1 1 0

st . b =

N

Feklini alar.
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1 1 o0 0 1 0O 2

1 1 o o0 1 o0 El
1 1 0 o 0 1 e,

X = ve b = ~

1 o 1 ©0 1 0 : 3

Fal

1 o 1 o0 0 1 B,

Fal

yvazilir, 1 0 0. 1 1 0 B,
- p— - —

X tam ranka sahip degildir: 2,3 ve 4. siitunlarnn toplanu, 1. stitu-
na egittir. 1.6 nolu denklem ile daha onceki gibi y = xb+e, modelin
denklemleri tam ranka sahip degildir., Genel olarak, tim elemanlar
0 ve 1 olan X matrisli bir «isabet matris»i «Tasarim matrisi», yada da-
ha uygun bir deyimle bir «gdsterge matris» tir. Clink{i elemanlar1 ara-
sindaki 1'lerin varlhigl, datadaki modelin terimlerinin (p, «’lar ve glar)
isabetini tanimlar.

2. LINEER MODELLERIN TANIMLANMASI

2.1. Bir Yoénli Smiflama:

Yukardaki trnegin (1.2) ve (1.6) mecl1 denklemleri gosterge degis-
kenlerle regresyon agisindan gelistirilmigtir. (1.4) denklemlerini tekrar
ele alalim. Tablo 1.2’de gosterilen, 3 farklh 6grenim diizeyindeki 6 kisi-
nin yatirim indisleriyle ilgilidir. 1.2 nolu denklemin tekrar a§ag1dak1
gibi yazildigimi varsayalim,

~

Yy = vt by boe

11
Yip ~ o b1 ten,
Yi3 © vt byotey (1.8)
y21sﬁ+bé+e21
Y22=§+b2+322
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x ler agik¢a gosterilmemigtir. p, e yerine yazilmistir, (1.8) nolu
denklemlerin her birinde b’deki indisin y'nin ilk irdisine tam olarak
kars: geldigini goriiyoruz. Yani by ; yu, yiz ve yis de

bz ise yu ve yu de bulunuyor.

(1.8) nolu denklemlerdeki her denklem i ve j nin datadaki cesitli deger-
leri igin asagidaki gibi yazlabilir, ‘

Fil
Yij = vt by F ey, - (1.9) (1.9)

Bu durumda, i=1, 2, 3diir, ve iinci sumiftaki Pnin fist limiti, i inci s1-
niftaki gézlem sayisidir. Bunu n, ile gostererek j=1, 2,... n, ny=3, n:=2
nz=1 elde ederiz.

Boylece 3 smif icin (1.2) denklemlerini genel lineer modelin denk-
lemleri olarak geligtirmis oluyoruz. a smif igin i=1, 2, ... a uygulanir,

Ozel degerleri (1.2) denkleminde gosterilmis olan (1.9) denklemle-
ri, lineer model denklemlerinin genel bigimi ise de, tam anlamuyla reg-
resyon cercevesinde geligtirilmigtir. Bununla beraber ne b’nin eleman-
larmna regresyon katsayilar olarak, rnie de X'in 0 ve 1lerine gésterge
degiskenler olarak bakmaya gerek yoktur. b'nin elemanlarina kendi de-
gerlerinin anlami verilebilir ve X’in 0 ve 1 leri de faktoér diizeylerinin
«varhigi» ve «yoklugu» ile ilgilidir,

p (1.8) denklemlerinin her birine girdigi icin, yatirim indisinin ge-
nel kiitle ortalamas: olarak tanimlanir. Ofrenim durumuyla ilgili ol-
maksizin, tiim degerlerle ilgili ortalamay! temsil eder.

b’lere anlam vermek {izere byi ele alalim, (1.8) denklemlerinde
(veya egdeger olan (1.2) denklemlerinde) b; yalnizca oZrenim durumu
1 olanlarn (liseyi tamamlyamayanlar} vyatirim indisiyle ilgili olan
denklemlerde gorulmekted1r Yani y, yiz.ve. yis. de -

Benzer sekilde be yalniz 6grenim durumlar: 2 olanlarla 11g111 denk-
lemlerde vardir. Yani ya1 ve ¥z bs de yu igin olan denklemde vardir,

Boylece by, 6grenim durumu 1 olanlarin yatirim {izerindeki etkisi
olarak tammlanir. Benzer tanimlama be ve bs iginde uygulanir,

Genel olarak (1.2} denklemiyle ilgili olarak .b, yatirim iizerinde
ogrenim durumu i’ye bagh olan etki olarak tamimlanir. (1.2), (1.8) ve
(1.9) nolu denklemler trnek igin kurulmuglardir. Denklemlerde bulu-
nan e, hata terimleri g; lerin tahminidir,
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gy lerin dagilim ozellikleri belirlenmeksizin lineer modelin tamm-

lanmasl tamamlanmamistir. Bu ig genellikle regresyon analizindeki
benzer ozelliklerin ey lere atfedilmesiyle yapilir. g, :

eij =~ Yij_E'(Yij) olarak tanimlanir.

ve boylece,

E{ej;) =0 :
E(Yij)=u+8i_ o
egitligini verir.
Her ¢y'nin varyansi o2 olarak tanimlamr ve

tim i ve j ler icin,

V(Eij) = E{Eij ~ E(es:.)}2

ij E(e%j) = g2

Farkli a?ferin tiim ciftleri arasindaki kovaryanslar sifir alinir ;

i=1" ve j=j' olduke¢a covarvans, varyansa egit olur.
Cov(eij,Ei!j)=0
Boylece;
var(e) = o?l olur.

Tek yonlii smiflama modelinin genel tammlanmas: agagidaki gibi
dzetlenebilir. i inei smlftakl jinci gozlem Vis. 1¢;m modelin denklemi (2.9)
nolu. denklem, :

Yij 2wt ep t Byt oey;

1 genel ortalama

by ¢ yy Uzerindeki i inci smifa bagli ola.n etk1

C eyl e~ (0, 02I) olarak
vi;'ye mahsus rastlantisal hata ter1m1dlr
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a smif igcin i=1,2,... a ve
i, smf igin j=1,2,... n; olur.

Hipotez testi ve giiven araliklan ele alindifl zaman = larm normal
dagildig1 kabul edildiginde,

- Yani:

e ~ N(0,c21) dir

2.2. Iki Yonli Sumaflama

(1.5} nolu denklemler dnceki drnekteki (1.2) denklemleri gibi, da-
ha agik olmayarak agagidaki gibi yeniden yazildifini, varsayalim; boy-
lece (1.5) nolu denklemler,

Yy = W oyt Byt £y
Yy = v P oy Bt e,
.3’121 =ty B2 o1z
(1.10)
Yypqp T W b, H BT Eagy
Yopp - P ha, HB Y Fan
Y311;= ot oo, b Bt gy

hal ine gellir'. 7

Buradakl her denklem @ ve ﬁlarln lnd.lsler1 ynm 11k 1k1 mdlsme 8-
_rayla ka,r§111k gehr

. . ¥
a, ve B, Yi11 Ve ¥,,, de bulunur.

a, ve B8, y211

(1 10) nodaki her denklem a§ag1da,k1 gibi yaz1lab111r
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= + o: + B+ y,. + €
" *i %3 Yij

[
.
~

755k (1.11)

i, j k’'nm datada aldig1 degerler, bu drnekte

i=1, 2, 3 ve j=1, 2 kK'nm Ust linitiyle jinci uygulamaﬁln tatbik
edildigi iinci cesidin gozlem sayist olur. Bunu n; ile gosterirsek,

ve ny,;=2, n’1.2=1 ' n21=1

= = n 50 o ktir..
n,, 17 n,, 1 ve 32 laca.

Boylece (1.11) denklemleri, ge§1t11 ve uygulamalarl 1geren genel lineer
modelin denklemleridir.

Onceki bélimde ki tek yonlli smiflandirmada oldugu gibi, b'nin
elemanlarmin (bu drnekte p, «’lar ve glar) regresyon katsayilar: gibi
goriilmelerine gerek yoktur, kendi degerleriyle anlam verilebilir,

Once p yli ele alalim, Biitlin Uriin kiitlesinin ortalamas: olarak ele
alinabilir. Uygulama veya ceside bagli olmaksizin buUtlini kapsayan
ortalamay: temsil eder. Ikinci olarak «’lar (1.10) denklemlerinde {veya
esdeger olan (1.5) denklemlerinde} ou yalmizea 1inei ¢egidin Uriinle-
riyle ilgili olan denklemlerde vardir; yani ¥, ¥ilz ve Via. Benzer ge-
kilde w2, 2 inci cegidin Urlinleriyle ilgili denklemlerde goriliir; yen ve
vaor. s de ayni sekilde ysu igin'olan denklemdedir, bunun diginda da
yer almaz. Boylece ai, 1inei cegit olan alanlarin lirliin lizerindeki etki-
si olarak tanimlanir. Benzer tanimlama a» ve @3 iginde uygulanwr, Ge-
nel olarak o, Urlindeki 1inci ¢eside bagh olan etk1 dlye tanimlanir.
Benzer gekilde glar alalim: :

_ flarmn genel tanumlanmast « lara benzer; her 1k151 de Uriin Uzerin-
alir” vy, Vil Ve Ve Vaii ' _

B ise; yalnizea 2 inci uygulams, ile ilgili denklemlerdedir : yizy ve
yezi. Boylece g; Urlinlindeki jineci uygulamaya bagli olan etki olarak
tanimlanir, : _

#iarin genel tanimlanmas: « lara benzer; her ikiside {irtin lizerin-
deki etkilerdir, fakat « lar ceside, glar uygulamaya bagl olan etkiler-
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Modeldeki hata terimleri s,,’larn 6nceki gibi aynmi ézelliklere sahip
oldugu varsayilmigtir,

Yani ¢, ey larm vektori ise;
e~ (0,02 1) dir.
Hipotez testleri ve giliven araliklari icin normallik ek varsayim ile be-

raber ele almir.

1 ve gy den ayri olarak (1.11) denklemlerinin terimleri genel ola-
rak o ve g faktorlerine isnat edilebilecek, sadece iki faktor igindir.
Denklemi (1.11) olan model iki yinli smiflama adi daha kesinlikle
saptanmis ise de «iki Faktéir Modeli» olarak adlandirilir. Genel tanim-
lanmasi asagidaki gibidir. « inci diizeyindeki k’me1 gozlemi olan yy, ve
B faktoriiniin j inci dilzeyi igin modelin denklemi ;

Yijk L T Bj + Eijk

u; genel ortalama, a;; « faktoriiniin,
iinci diizeyine bagl olan y,, lizerindeki etkisi,
B ; faktoriiniin j inci diizeyine bagl etki ve

| &y ; Y DM rastlantisal hata teriini, ki:
e~ (0,021)

"o faktoril a sayida diizeyde i=1,2, ... a,

£ faktorii de b sayida diizeye j=1,2, ... b sahip oldugu zaman,
k=1,2, ... n, icin, (i,]) giftlelfinde veya alt smiflarindaki n;; gizlem
icin «kesisim» o faktoriiniin 1inci diizeyi ve g faktériiniin jinci dii-
zeyidir.

Giiven araliklan ve hipotez festi icin,

& - N(0,c?I)- dir.

Model icin. burada tamimlanan érnek tarimdan alimmistir, fakat
aynl tiir bir model iki faktér iceren difer durumlara da uygulanabilir,
Tablo 1.1 deki yatirim iizerindeki Ggrenim ve mesleklerin etkisi ile il-
gili érnek-igin (1.11) denklemleri tarim drnegine egdefer olarak uygu-
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lanabilirdi. Boylece «;, iinci meslek kategorisinin yatirim tizerindeki
etkisi (meslek faktoriiniin i inei diizeyi) ve g; 6grenim faktoriiniin j
inei diizeyinin etkisi olurdu.

2.3. Uc Yonlii Smiflama :

Tablo T'deki data i¢in yerlesim bélgelerinin de her gizlem i¢in kay-
dedildigini kabul edelim. B&ylece, yatirim {izerindeki meslek, 8grenim
ve bolgelerin etkisi iizerindeki ¢aligma, denklemi;

= b : » * + + s a (1’12)
yi;jkh wot ooyt BJ Yx tl]ﬁkh
olan bir model kullanilarak yapilabilir, Burada ¥ : j inci 6grenim du-
rumundaki, iinei meslekten, k’inci bélgede yagsayan h’'inci gahsin yati-
rim indisidir.

i genel ortalama, o;; yatirim {izerindeki iinci meslege bagh etki
ve v, da k'inci bdlgeye bagl etkidir. Her zaman oldugu gibi &y, Viw'd
ait hata terimidir ve e~ (0, o% I) dir. Efer datada a sayida meslek diize-
vi, b sayida 6grenim diizeyi ve ¢ sayida bdlge varsa;

i=1,2.... & 3 j=1,2,... b5 k=1,2,.:. ¢

olur. Datanin alt smiflarmdaki n;, gdzlem igin,

h=1, 2, ... ny 'inci meslek, j'inci 6grenim diizeyi, k'mnci bolge temsil
edilmektedir. e

Bu yapidaki modellerin 4 yénlii ve daha yliksek derecede sinifla-
malar i¢in genigletilmesi acikea anlagilabilir.

2.4. Temel Etkiler ve Karsilikl: Etkiler

2.41. Temel Etkiler .

«, 8 ve ylarn her biri bir faktériin bir diizeyinin y {izerindeki
etkilerini gdstermektedir, Tablo 1.3 in iki yonlii siniflanmasinda (1.11)
nolu denklemdeki «: cegit faktoriiniin I’inci diizeyinin {irtin tizerindeki
etkisini gésterir, yani 'inci cegidin etkisini gésterir.

Ayni denklemdeki g8, jinci uygulamanin iiriin {izerindeki etkisini
gosterir. Bu yapidaki faktoriin tek bir diizeyi ile ilgili etkiler TEMEL
ETKILER olarak adlandirilir. Bu mantiklidir, Uriin tizerindeki ¢egit ve
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uygulamanin etkileri, temel ilgili oldugumuz etkendir. Dolayisiyla,
modelin bunlara karsilik olan elemanlari, modelin temel etkileri ola-
rak adlandirilir.

Modelin denklemi yapis1 geregi, y,,’mn beklenen degerini tahmin
ederken, a, etkisinin g; etkisine eklenecegini gosterir.

E ) =+ oa; + By (1.13)

¥ijk
Bunun anlami beklenen iriin iizerindeki i’inci ¢esit ve j’'inci uygulama-
min toplam etkisinin, «, ve g, bireysel etkilerinin toplami olarak ele
alindigidir. Bu nedenle etkiler toplamsal olarak tanimlanir. Modelin
bir anlami da beklenen Uriin uzerindeki i’inci gesidin etkisinin hangi
uygulamanin kullanildifin dikkate almadan hep aym olarak ele al-
masidir. Bitln uygulamalar icin i'inci ¢egidin etkisi «, olarak varsayil-
migtir, V'inci cesitle j’inci uygulamanin birlestirilmis etkisi (p ortala-
masinin izerindeki etki) «; + g, olarak alinmigtir. '

i, « ve @ degerlerini asagidaki gibi kabul edelim,

=4 0,12]_ 8‘.__4 *
a,=3 (1.14)
B _=7
) a3=2 2

Formil 1.13"in p, « ve g elemanlar icin bu degerler tasvir amaciyla
verilmistir, Gozlenmis degerler degildirler. Aslmda bu elemanlar hicbir
zaman gozlenemezler ve pratikte hi¢ bilinmezler. Yalnizca uygun da-
talardan tahmin edilebilen ana kiitle degerleridirler. Buna ragmen li-
neer modellerin belirli yanlarim tasvir etmek amaciyla, sonucglar gra-
fik oclarak cizilebilsin diye, bu elemanlara aritmetik degerler verilmis-
tir.

Ornegin :

Varsayllan bu degerlerle;

E(y.

Jle‘;) =y + oy + B =44+1+4=9 (1.15)

1 ]

Bu E (y;,) nin veya yunm kendi gozlenmiy degeri degildir. Paremet-
relerin (1.14) de verilen varsayillmig degerlerine dayanan E (yy) nin
varsayilan degeridir. '

Once (1.13) denkleminin i ve jnin verilen degerlerine gére tiim
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k'lar igin aynmi oldufunu not edelim. k indisi sadece, (i, j) alt smmfla-
rindaki bireysel giozlemlerin ayirict (teshis edicisi) oldugundan (1.13)
denklemi, 0 alt smmiflardaki her gozlemin beklenen degerlerinin aymi
oldugu anlammm verir. Boylece (1.15) nolu denkleme gore (1,1) goziin-
deki her gézlemin beklenen degeri 9°dur. Yani k'nin her k=1,2, ... nu
deperi i¢in E (yi1,) = 9 olur. Bu yorumla (1.14) den tiiretilmis diger
alt smiflar icin beklenen deferler Tablo 14’de gosterilmis ve Sekil 1.1
de c¢izilmigtir.

TABLO : 14
. thYgulama
Eé'sit' ' 1 2
1 E{y] 1 )=4+1+4~1=8 E(,ylzk)=4+1+7+1=13
2 E(YZIk)=4+3+4+0=11 E‘Yzzk)=4+3+7-’5.‘=9
3 E(yy;,) 34+2+4~2-8 E(ygpy)=4+2+7-3=10
Eyiju)
A
14 ¢ " 1,
“‘J?’\ﬂ' \m
12 b . \.
'\.
10 - %0 \\
8 -
6 ey
Etkilegim yok
4 L
2 ¢
_E‘ . N

ge§it 1 Cegit 2 Gegit 3

Sekil: 1.1
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Sekil 1.1 de absis degigkeninin cegit humarasinin siirekli bir degis-
ken olmadigmi bélirtelim E (y;,) dogrularimin ortak degerleri, bir ce-
gitten digerine (E (y;;)’da siirekli bir degismeyi géstermezler, Dogrular
sadece de§i§medeki_ trendi vurgulamak icin gosterilmistir. Benzer ge-
kilde Sekil 1.2, 1.3 ve 1.4 de de kullamilmgtir. Sekillerde gosterilen nok-
falar (ordinatlar) E (yiy) hm degerleridir. y;;, mn gozlem degerleri de-
gildir.

(1.13) nolu denklem ile verilen modelin bu tipik orheginde cegit-
lerin etkisinin (uygulama ile ilgili olmaksiziny ayni oldugu Sekil 4.1
den de agikega bhellidir. Her iki uygulama iginde, 2’inci cegif, 1'inci ce-
gitten 2 birim fazla beklenen {iriine sahiptir ve gene her iki uygulama
igin 3"incti cesit 2’'inci cesitten bir birim daha azdir.

24.2. Kargthkly Etkiler:

Bir diger tipik drnekte, beklenen tiriinlerin Sekil 2.2 de gosterildi-
gi gibi gergeklegtigini kabul edelim.

E(Yijk)
A
12 |
1
10 L. 9."\' ®
‘\_& ' - 0
8| m%",/ N8y
; 2 »
6 i
41 . ‘
Etkilegim var
2L
3 . i i

Cegit 1 Cegit 2 Gegit 3
Sekil: 1.2
Sekil 1.1 ile olan farklilik aciktir. Uygulama igin ¢izilen dogrular

paralel degildir. Bu cegitlerin etkisinin, farkhh uygulamalar ‘i¢in farkh
sonuglar verdigini gosterir.
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" I'inci dygulamada 2’inei ¢egit 1'inci cesitten 3 birim fazladir. (Bek-
lenen Uriinde) Fakat, 2’inei uygulamada 2'inci cesit 1’inci c¢egitten 4
birim daha azdir. Bu ikineci t#pik drnekte, cegitler, hangi uygulamanin
kullanildigina bagh olarak farkl gekilde etki etmektedirler. Cegitlerin
uygulamalarla «karsilikli etkilendifini» soyleriz. Her uygulama igin
aynl sekilde davranmamalar:r «karsilikli etkilenme» ~deyimi ile ifade
edilebilir. ‘

Bu tartisma bagka gekilde de ortaya konabilirdi. Sekil 1.4 de uy-
gulamalar arasindaki fark her cesit icin aynidir. Cesitten cegide de-
gismez ve bitin cegitler igin sabittir. Bu sekil 1.1 deki dogrularin pa-
ralelligi ile kamtlanir. Diger yandan, Sekil 1.2 de paralellifin yoklugu,
uygulamalar arasindaki farklarin cesitten ceside fark ettifini gosterir.
«Uygulama 1, Uygulama 2» olarak tammlanan fark, {i¢ cesit igin siray-
la —5, +2, ve —2, sekil 4.1 i¢in ise her cegit icin —3dur, Iki tipik ér-
nek arasindaki bu fark, Sekil 1.3 ve Sekil 1.4 deki gibi ¢izildiginde da-
ha iyi gosterilir.

Sekil 2.3 deki paralel dogrular (Sekil 1.1 dekine karsilik olanlar)
Tablo 1.4 deki ilk tipik érnek i¢in bitin ¢esitlerin uygulamalar arasin-
da tekdiize bir fark goistermektedir. Fakat sekil 1.4 deki paralel olma-
van dogrular, ikinci drnek i¢in blittin c¢egitlerde uygulamalar arasin-
daki farklar da bir benzerlik olmadifini gostermekiedir.

Bu tartismadan, Sekil 1.1 ve 1.3de (Tablo 1.4) cesitin beklenen
triin Gzerindeki etkisinin biitiin uygulamalar i¢in ayni oldugu ve uy-
gulamanin etkisinin de tim cesgitler icin aynm oldugu agik¢a goérul-
mektedir. Bu durum, Tablo 1.4 ve Sekil 1.1 ile 1.3’ temel olarak kul-
lanilan (1.13) nolu denklemin formunda da agiktir. Fakat Sekil 2.2
ve 14'de uygulamanin etkisi tGm cesitler i¢in ve cegitin etkisi, tim
uygulamalar i¢in ayni degildir. Uygulamalar ve c¢esgitlerin kargilikl et-
kilesmelerini izah edecek baz1 ek etkiler vardir. Bu etkiler karsilikhi
etkilesmeler olarak adlandirilir ve bir temel etkinin (gesgit) her da-
zeyinin, bir difer temel etkinin her dizeyiyle kargiikh etkilestiZi du-
rumu tmsgil eder. Bu etkiler modelin denklemine bir bagka terim ila-
vesiyle dikkate alimir. o etkisinin ’inci duzeyi ile, g etkisinin j’inei du-
zeyi arasindaki kargiikli etki Y;; ise; model denklemi;

E(yi_jk) = u o+ aj + 8:] + “fij (1.16)

veya egdeger olarak,
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y . ~ + ~ ~ ~
.. =y ¢. + B.. + .. + . s
ijkh i ij. Y‘1Jk eljkh (1.17)

olur, _
Diger tiim elemanlar dnceki ayni anlamlara, sahiptirler, |

Ikinci tipik 6rnek (Sekil 1.2 ve 1.4’deki) karsiikl etkilesme v,'nm
agsagidaki tipik degerleriyle beraber, p, & ve glar icin (1.14) nolu esit-
liklerde verilen aym #ipik deBerlere dayanir,

Yin = -1 Yoy = 1

Y1, = 0 D= |

Y12 Yap T 75 (1.18)
YIS = _-2 'Ysl = _.3

Bu yolla (1.16) nolu denklemlerden tiiretilen beklenen deferler Tab-
lo 1.5 de gosterilmis ve Sekil 1.2 ve 1.4’de cizilmistir.

E(Yijk)

4 o Cesit 1
12 |-
10 | o Cegit 3
s L ®Cegit 2
6 I Etkilegim var
4 L
2 i

L J
Uygulama 1 Uygulama 2

Sekil: 1.3
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0’

0/”

~® Gegit 2
- _~® Cegit 3

Etkilegim yok

Uygulama 1 Uygulama 2

Sﬁkﬂ i 1.4

Karsilikli etkilesme Modelinin Beklenen Degerleri :

(1.16) nolu denklemlerde yerine konmug (1.14) ve 1.18) nolu egit-

likler,

Gesgit

TABLO: 15

E(yl lk)=4+l+4=9 E(lek) =12

E(y,, ) =11 E(y,

22k)==].4

E(y3q)) =10 E(yg,) =13
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Kargihikli etkilesimin bu aciklamasinin biitiiniiyle beklenen riin-
lere dayanilarak yapildigina dikkat edelim, Bu tarz modeller, ilgileni-
len datanm tasvir edilen bigimde davrandifini dilsindiigiimiiz zaman
kullanilir, Fakat ornekte kullamlan basit saylar datadan degildir, sa-
- dece modele o6rnek teskil eder,

Karsilikli etkilesim modeli (1.17) nolu denklemde tliim gizlerdeki
n; = 1 oldugu zaman Kkarsihkl etkilegimin olmadifn modellerden
{ (1.11) nolu denklem} ayirdedilemez hale gelir. (1.17) nolu denklemin
vy ve gy, terimleri, birlikte,

olur ve (1.19) nolu denklem (1.13) nclu denkleme esdeger olan,

T L

haline gelir.

(Burada biitiin gizler i¢in 1 degerini aldifindan k indisine gerek
yoktur). .

Bunun anlami, n; = 1 oldugu zaman, kar§111k11 etkilesim olmayan
modellere gelinecefidir.

Karsihikh etkilesimin bu dzet tartismasinin genellestirilmesi agik-
tir. v, iki faktér arasindaki etkilegimdir ve birinei derece karsilikli et-
kilesim olarak bilinir. 3 faktor arasindaki etkilesime de ikinei derece
etkilesim denir. 3, 4 ve daha yiiksek dereceden etkilesimler benzer se-
kilde takip eder. Daha yiiksek dereceler daha zor yorumlar gerektirir.
Ornegin, 3iincii derece etkilesim (4 temel etki arasindaki etkilesimi
iceren), bir temel etki ile 2inci derece etkilesim arasindaki etkilegim
olarak, veya iki tane 2inei d.erece etkilesim arasindaki- etk11e§1m ola-
rak yorumlanablllr : :

2421, Notasyon : | B
Etkilesimi yorumlamaya yardlmm olan, 31k kullanilan b1r notasyon
vy (@ 8)y semboliinil kullanmaya dayanir.

Bu sembol (« 8)y; « faktoriiniin i inci diizeyi 11e B faktorunun jinci
diizeyi arasindaki etkilesimidir. Bu sembol herhangi bir « ve.g Garpl-
mim gistermez, (a By seklinde parantezs1z yazildig zaman haric). «
ve g faktorlerinin diizeyleri arasindaki etkilesimi giosteren v,,’den, daha



214 GOSTERGE DEGISKENLERLE REGRESYON

acikea gosteren hirlesik hir semboldilr. Bu anlami ile, yiiksek derece bir
etkilegimin, érnegin (« 8 v &)y NIn yorumu soyledir ;

ap ile (Bv$) i.;jk arasmdaki etkilesim, veya

(8) h"i ile (v 6?“3 L arasindaki etkilegim,

veya diger yorumlardan biri. Bu notasyon modelin yazilisini da agiklar;

Yijkm - R TR T By vt iy b oot Pt ¥ije o Cijkm
modeli,
Yigue W P of b By ot oy * (aB) iy + lav)iy +"{'5Y}jk & (uiﬂv}ijk

+ €ijkm
modeli kadar agiklayicr degildir.

Son olarak modelde kargilikl etkilegimler olsa da, modelin derece-
sinin sahip oldugu temel etki faktorlerinin sayisiyla tanimlandigini be-
lirtelim (1.11} no.lu denklem gibi. (1.16} no.lu denklem de iki yonlii
siniflama igin bir denklemdir. Fakat (1.16) no.lu denklem kargilikli
etkilesimler icerdigi halde {1.11) no.lu denklem icermez.

2.5. Kiime ve Capraz Srmiflamalar

~ Tablo 1.3'deki ornekte her uygulama, her ceside uygulanmigtir.
Aslinda, 8 gesitle 2 uygulamanin kullanildig: goézlemler yoktur. Fakat
bu kombinasyonun uygunlugu data yokluguyla engellenmemisgtir. Bu
yapidaki durumlar «Capraz Stnifiama» olarak tanimlanir. Bunun anla-
mi, her faktériin her diizeyinin, diger her faktoriin her diizeyi ile kom-
binasyonda kullanilabilecegidir. Bu yolla faktorler birbirlerine «capraz»
dirlar. (Capraz kesigirler), «kesigmelerin bu durumun alt simiflaridir
veya gizleridir. Gozlerdeki data yoklugu, o goziin var ‘olmadigini’ gos-
termez. Sadece data olmadifini belirtir. Capraz smniflamada gozlerin
toplam sayisi, gegitli faktorlerin diizeylerinin saylarmnin carpimidir,
yani iki yonlii smniflamada, gozlerin hepsinde gozlem olmayabilir, s
tanesinde oldugunu varsayalim. Boylece goézlemlerin toplam sayisi, bu
s gozdeki gozlem sayilarinin toplamidir.
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ORNEK :

Bir Universitede 6grenci arastirmasimin yapildiging farzedelim. Si-
miflarda daktilo baglantilaryla elde edilen yeni bir bilgisayar kullanma
kolayhfimin kullamlmasina gosterilen reaksiyon arastiriliyor olsun. Tiim
birinei sif dgrencileri ilk sémestrede Ingilizee veya jeoloji veya kimya
dersleri almak zorunda olsunlar. (ikinei sdmestrede de bunlardan bir
digerini),

Birinci sémestredeki tiim dersler béliimlere ayrilmstir. Her bolii-
miin farkh Ogretmeni vardir ve biitiin béliimlerde aym sayida Sgrenci
olmasi zorunlulugu yoktur. Aragtirmada her &grenciden elde edilen
cevap; (l'den 10°a kadar bir dlgekle &lglilen), dfretmenin bilgisayar
kullanmast hakkmdaki fikridir. Bu dataya dayanarak ilgilenilen soru-
lar, 6gretmenlerin bilgisayar kullanmasinda fark olup olmadifl ve bil-
gisayar kullamlmasinmin Ogretilen seyler iizerinde etkisi olup olmad:-
gdir.

Bu durum i¢in miimkiin bir model, genel bir ortalama p ve 1ig tip
ders igin de &, 42 ve &3 temel etkilerini icermelidir. Her dersin bdliim-
leri i¢inde terimler igermelidir. Her ders icin 10 béliim- oldugunu ve
agagidaki modeli kullanmaya calighigimiz1 farzedelim.

~ Al "

£

Yije = 0 e F OBy T eqik
i=1,2,3
3=1,2,... 10

k=1l,2,... njj

‘ jinci boliimiin etkisini temsil eder, j=1 i¢in, Ingilizce, Jeoloji ve
Kimya derslerinin l’inei bdliim igin etkisi olur, Bu anlamsizdir, ciinkii
bu {i¢ béliim, farkll gruplardaki ogrencilerin birlesimidir. 1 numaral
dersleri disinda ortak dersleri yoktur. Fakat tiim derslerdeki égrenci-
lerin boliimlerine raslantisal olarak dafitildiklarini varsayarsak, bu
numaralama tamamiyle 1 no.lu bgliimii tamimlama amaeciyla olur., Uc
bélim hakkinda ortak olam gostermez; 5, 6 veya diger herhangi bir
no.lu ti¢ béliim hakkinda ortak higbir sey olmasa da. Cesit 1 {izerindeki
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I'inci uygulamamn, cegit 2 ve 3 lizerindeki 1’inci uygulamayla ayni

oldugu tarmm ornefindeki uygulamalara benzemez, Boliimler de bu
~ yolla iligkili degildirler. Kendi dersleri icerisindeki niteleyicileridir. Do-
layisiyla bunlara dersler icindeki boliimler olarak bakariz ve dersler
icinde «Kiimelenme» olarak tanimlariz. Bolimler kiime faktoridiirler
veya kiime smiflamasidirlar, Bazen de hiyerarsik siniflama olarak da
soylenir,

Capraz ve kiime smiflandirmalar arasindaki fark, daha dnce acik-
lanan cesit ve uygulama oOrnefi acismdan ve simdi tartigilan dersler -
arast boliimler agisindan Tablo 1.6’da gosterilmigtir.

TABLO 1.6
Capraz ve Kiime Simflamalarin Sistematik
Sunulusu
Capraz Smiflama Kiime Siniflama
Uygulama ~ Ingilizce Ders ’ Kimya,
Jecloji
Cesit 1 2  Bolim 1 Boliim 1 Bélim 1
1 Bolim 2 Bolim 2 Bolim 2
2 Bollim 3 Bolim 3
3 Bolim 4

Capraz smiflamada cegit 1, uygulama 1 ve 2min komhbinasyonu
olarak kullamilmiglir. Her iki durumda da ayni cegittir. Kiime sinif-
lamada Ingilizcenin I'inci boliimii, Jeolojinin I’inci boliimiiyle hichir
sekilde iligkili defildir. Her ikisi arasmdaki ortak olan tek sey, bir
niteleyici olan li sayisidir. Capraz siniflamada bir faktoriin her diizeyi,
bir difer faktdriin her diizeyi ile kombinasyon olarak kullamlmuigtir.
Fakat kiime siniflamada kiime faktdriin diizeyleri (bdlimler) bir diferi
ile iligkisizdir ve difer faktdriin bir diizeyi icinde kiimelenmistir.; Ayrica
burada gorildigi gibi, kiime faki{driin, bir difer faktdriin her dizeyl
arasinda, farkl sayida - duzeyler1 de olablllr (Farkh derslerde farkh
sayida boliimler) :

. ‘\ ) °
Modelin denklemi, j bdlim igin g; etkisini vererek, dersler igindeki
: A
boliimlerin kiimelenmesi i¢in aciklama yapar; dyle ki, g, P'inci ders

. . A
icinde kiimelenmisg j'inei boliim icin etki olur. Bj j'inei boliimiin yalniz
bagina tammlanamayacafl anlamina gelir. Yalnizea, bagimh oldufu
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ders anlaminda tammlanabilir. Biylece model, v, i'inci dersin j'inci
holiimiindeki k'inc1 &grencinin segimi olmak {izere;

: "~ oA A
Yijk=u'+ ai-l-ﬂij + ey

[T

k (1.19)
olarak itanmmilanir.

kK'nm limiti k=1, 2, ... n,/dir; i'inci dersin jinci bdliimiinde n;
Ofrencisi vardir, j=1, 2, ... b; T’inci derste b; boliim vardir ve i=1, 2, 3.

Tablo 1.7°de Ingilizeede 3, Jeolojide 2 ve Kimyada 4 holiim olan toplam
263 ogrenci i¢in durum:

TABLO 1.7

Kiime Simiflamasi

Ingilizce (i=1) Jeoloji (i=2) Kimya (i=3)
3incii bdliim: b1=3 2'nci boliim: be=2 41incii boliim: bs=4
ni =28 hg1 =31 ns =27
Ny =27 Noe =20 Nz =32
1’113=30 Ngy— 29
) ng:=30

e e e AT T

Tablo 1.7°de gosterilen durum, 2 ydnlii kiime simflamasi olarak
adlandinhr; Dersler icinde biliimler, Bir &grenciye iki farkh durum
igin fikrinin soruldugunu diigiinelim: Eger Vi, i'inci dersin j’'inci bolii-
miindeki K’inci §grencinin ’inci cevaln (h=1 veya 2) ise; uygun model
(1.20) nolu denklem olur.

—

Vikh = p + @i + B A vyiik o eiikh o (1.20)

Simdi yalmizea dersler icinde kiimelenmiy boliimler yok, fakat bo-
liimler i¢inde kiimelenmis 6grenciler de var. Dersler icinde kiimelenmis
bblilmlerde oldugu gibi, boliimler iginde kiimelenmis dgrenciler iginde
tamamen aym nedenler var. Bunlar capraz smiflama olamazlar., Bu 3
yonlit kitme simmiflamasing drnektir, Genel olarak, ele ahnabilecek du-
rumlarda, kiimeleme derecesi icin limit yoktur, kullamlsinin kapsam
tilmiiyle verilere ve verilerin geldigi ¢evreye dayanir,
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2.6. Bagimlt Dedigkenin Gdsterge Degigken Olarck
Kullantmast . _ '

Bagimli degigken sayisal olarak ifade edilemiyorsa bu faktoriin
diizeylerini de gosterge degisken olarak belirtebiliriz.

Y=X8+4-¢=

egitligi ile belirtilen Ilineer modelde, bagimli degisken ikiden fazla dii-
Zeye ayriliyorsa, her diizey igin bir gisterge degigken tarnimlanir, Her
diizey i¢in ayr bir model uygulamag ile, iki diizeyli bagimh degisken
durumu gibi ele alinabilir.

Lineer model ile ilgili varsayima gore hata terimlerinin beklenen
degeri sifirdir. '

Buradan

E (Y) =X  yazlabilir. (1.21)

Bagimh degisken gosterge degigken olarak sifir ve bir degerleri ile
gosterildiginde bu degisken Bernoulli raslantisal degiskeni olarak ele
alimabilir. ¥’nin sifir ve bir olmas1 olasiliklari

Y=0 icin P(Y=0) =Q
ve
Y=1 igin P(y=1)=P
seklinde yazilahbilir,

Y'nin beklenen degeri

E(Y) TYP (Y)

(1.22)
E(Y) = 0.P(Y=0) + 1.P(Y=1) den
E(Y) = P olarak elde edilir. (1.23)
(2.21) no.lu formiilde E (Y)'yi yerine koyarsak
P = Xg _ (1.24)

elde edilir. Bu bize bagiml degigkenin seviyesi X ile belirlendiginde
Y’nin bir degerini almas1 olasilifim gésterir.

2.6.1. Hata Terimleri

Bagimli degisken sifir ve bir degerlerini aldifinda hata terimleri
de sadece sifir ve bir degerlerini alabilir,
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Y = XB + ¢ denkleminden
e =Y - X B (1.25)
yazilabilir.
v=1 igin e = 1-XA
Y=0 igin e = ~XB elde edilir.

Bu durumda hatalarin normal dagilim gostermedigi goriliir.

2.6.2. Hata Varyanslar:

V (Y), Y'nin varyansmi gosterirse
V(Y) = E{ [Y-E (Y}]%}

esitligi, raslantisal degisken igin tanmimlanan varyans esitlifinden fay-
dalanilarak yazilahbilir,

(1.22) nolu E (¥Y) = 2¥Y P (Y)

esitligi dikkate alinirsa, ¥'nin hir ve sifir degerleri igin

V(Y) (1~P) 2P+ (0-P) 20

egitlifi elde edilir.

A

(1~Py2, P + P2Q

1}

v(Y)

= B{(1~P)2 + PQ}

- PL(1-P)2 + P(1-P)}
='P{(14P12 + pP-P?2}

= P(1l+P2 - 2P + P-P2)

= P(1-P) - _ (1.26)
elde edilir,
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P =Xp geklindeki (1.24) esitligi
g = Y —Xg geklindeki (1.25) esgitliklerini
birlikte ele alrsak

e=Y—P
esitligi elde edilir. Burada P bir sabittir. ¢'nin varyansi Y ile aynidir.
V(e) =V(Y) = (X8)(1-X8)

yazllabilir. e'nin varyansi agiklayicl degigkenin alacagl deferlere bag-
hdir. Bu durumda degisen varyans durumundaki genellestirilmis En
Kiiciik Kareler formiile uygulanir.

b = (x'n 1x)" ! gty

esitligi ile tahmin yapilmas) yoluna gidilir.

2.6.3. Tahminlerin Dedgeri

Bagimll degisken bir faktdriin diizeyleri olarak gbsterge degisken
olarak kullanildiginda modelden elde edilen tahminler clasihik deger-
lerini gdéstermektedir. (Formiil 1.23).

Tahminlerin tanimh olabilmesi icin bunlar clasilik degerlerlm g0s
terdiginden sifir ve bir degerleri arasinda olmasi gerekir, Bu durumda
bagimli degiskenin tahminleri iizerinde asagidaki klsltlamalarm kon
masgl gerekir, :

0 = E(Y)

in
—

Lineer modelden elde edilen tahminlerin sifirdan kiiciik ya da bir-
den bilylik ¢cikmasi durumunda ' :

il
Q

Xg < 0 ise X8

H
ad

xg > 1 ise X8

déniisimii .yapilarak, tahminlerin olasihik kavramina uygunlugu sag-
lanmalidir. oy
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E(Yi) = o + BX]-_

denkleminde X sayisal bir defer oldugunda f; (1) in olasiiklarmm
farkl degerler olmasi heklenir. Béylece

B (Y) ;

agiklayiel degiskenin belli hir degerine kargillk Y=1 oldugu zaman,
oranin 6lgiilmesi olarak yorumlanabilir. Bu bir olasihk oldugundan;

0 < o +BX; <1

olmasimi gerektirir.

€4 % Yi "‘-l(]. - BXi

esitligi yazihirsa, Y yalmzca 0 ve 1 deferlerini alabileceginden X'in
verilen bir degeri icin hata terimi (&) de yalnizca iki farkli deger ola-
bilir.

(-a'—BXi) ' ve (1"0t:“BXi)

Bu demektir ki g normal dagilmamaktadir,

*a*BXi f
l1-a-8X- 1-f
* I

g, yukaridaki gibi tanimlanan kesikli bir dagilimdir. f ve 1 olas;-
liklar: E (g) = 0 varsayimindan yararlanarak helirlenebilir. Yani:

(—a—BXi)f+(1-a-BXi)(l—f) = 0
Buradan 7

f#l—a-BXi

elde edilir.
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g/nin varyansl da

E(c?) = (-a-BX;)2(l-0-BX;) + (l-a-BX;)? (a+BX;)

(a+BX;) (1~a=BX3)

If

E(Y;){1-E(Y;)}

Buradan da, varyanst E (Y,)’ye bagh oldugu icin s'nin degigen
varyansli oldugu gorilir.

Yi = o +BXi +. €4

modelinde bagimh degigken Y/ nin 6zel yapist (0 ve 1 degerlerinj al-
mas1) geregi tahmin ve 6ngériiniin bazi problemleri ortaya ¢ikar.

i) Hata teriminin degigen varyanslh yapisi nedeniyle « ve g'nin
En Kiciik Kareler tahmin edicileri

g = Zaj¥;

Bu durumda. = W alinairsa
2
°%
TWs .X2) - .X.)2
(Zwl)(Ewlxl) (2wlx1)
ve
- Eini - ZwiXi
o = - B
ij_ Z'w]'_
elde edilir.

Degisen varyans durumunda en iyi lineer sapmasiz tahmin ediei
(BLUE) kullanilmas: en azindan biiylik drnekler i¢in uygundur. '
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Bagimli defiskenin gosterge defigsken oldugu durumds varyansui
tutarlis bir tahmin edicisini

olarak elde ederiz.

i) ikinci problem o« ve g tahmin edicilerinin dagilimu ile ilgilidir.
o ve gnm tahmin edicileri normal dagilmadigl igin klasik

anlamlilik testleri uygulanamaz. Ancak asimtotik durumda
(n=o0) problemi yoktur.

{lim E(g) =g}

Il +

- iii) Uguncu problem kestirimle ilgilidir. E (Y,) bir olasilik olarak
yorumlandifmmdan E (Y,) degerleri 1 ile 0 arasmnda diismelidir,

A S :
'Y degerleri bir dogru iizerinde bulunacagindan (Sekil; 1.5)

—ooile +oo deferleri arasmda bir deger olabilir. Bu durumda sayfa
55’de agiklanan doniigiim uygulanir.

-
-~
Y //l\
. Y
-
7~
1 -
e e _
g
rd
710 X
”
”
”

Sekil 1.5
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2.64. Tetrakorik Korelasyon

«Tetrachoric» korelasyon agiklayier (X) ve bagumh (Y) degisken-
lerin her ikisinin de nitel degigken olarak kullamildif1 verilerde kulla-
nilir, Veriler derecelenmis niteliklerden elde edilemiyecegi i¢in, iki de-
gigken arasindaki korelasyonu tahmin etmenin tek yolu budur.

Gerekli varsayimlar1 yaparak pek c¢ok olay gosterge defisken ile
ifade edilebilir. ' o

Tetracorik korelasyonun hesabi r'nin pek ¢ok kuvvetlerinden olu-
gan bir seriyi icerdifi i¢in uzun ve karmagik bir denklemdir.

TABLO 1.8
1 0 TOPLAM ORANLAR
a+b
a a b a+b 7 ; =p
Y
c+4d
1 c d c+d =
N q
ate b+d a+b+o+d=N
TOPLAM a+c¢ _ . b+d :
ORANLAR N P = _
1,2 g2 +'-1- r3(z2-1)(z?-1) + iy og(z2-3)2t(z7-3)
r, ¥ 3 ¥y s Tt : 22 Tt
1 ¢5(z4-p22 Vo ezt L 6 7(z4-1022+15)
+ 155 rt(Z «522+3) (2= 6Z2'+3) + 555 Fr
2t (zV-1027+15) + E%‘I“o’ r7 (26-152%+4522-15)
y ’ : (1.27)
(z9-152°+4527-15) = ad-be
YY'NZ

a, b, ¢, d Tablo 1.8'de gtisterilen gﬁzlerdeki frekanslardir.

_a;lerde korelasyon katsayisinin tetrakorik oldugunu géstermek-
tedir.
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P, 9" X degiskenine ait, p ve q da Y degigkenine ait oranlardir.
X ve Y degiskenlerinin dagihimi bu oranlarla ifade edilebilir.

Z standart normal dagiimi p ve q oraninda bblen standart de-
gerdir.

Benzer gekilde 2’ de standart normal dagilim p’ ve ¢ oraninda
bolen standart degerdir.

y ve y'ler standart normal dagihmda Z ve Z’' deferlerine kargihk
olan ordinat degerleridir (Sekil 1.6).

o

Yukaridaki formiiliin ¢oziimiiniin yaklagik olarak yapilmasi en uy-
gundur, Bunun i¢in farkli metodlar kullamilmaktadir. Bagheca ikisini
kisaca acgiklayahm,

i} Cos pi formiiliy

!

= vhe \
r.-\ o8=bi = C0s T -—
o /2d + /B3 |

/

geklindedir,

pay ve paydayi vVbc vye bBlersdk

) T X -
= 08 B B |
T a0 i

ad |
1+ \J;_c /

r .
cos-pil
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Buradan sayisal degerler yerine konursa radyan cinsinden bir ag
bulunur. Bu aciun cos’ti aranan korelasyondur. Eger b veya ¢, veya
her ikisi birden 0 ise korelasyon -1 olacaktir. a veya d, veya her ikisi
birden 0 ise bu defa da korelasyon —1 olacaktir. be=ad ise ag1 90°'dir.

snin bul ici a - . .
Fo—pBIN bulunmast i¢in _ad degerlerine gire hesaplanmig tablo-

lar vardir.

i) Grafik tahminleri
Cok sayida tetrakorik rmin hesaplanmasi gerektiginde
THURSTONE hesaplama diyagramlarn kullamilmasi dnemli 6l-
clide kolayhk saglar.

2.6.5. Tetrakorik r’nin st hatas:

Bu test.

iy N bilylikken

ii) r biiylikken

iliy Iki kategoriye bdlme ortalayanlamn yakindan gilivenilirdir,

Standart hatanin tahmininin tam formiili ¢ok uzun oldufundan
verilmeyecektir.

T, = 0 iken bu formiil basit duruma gelir ve

yy' /N
seklinde ifade edilir.

T

Or,.

oranimmn yaklagik 2 degerinden biiylik olmasi beklenir. Bu test igin
N'nin en az 200, tercihen 300 olmasi uygundur.
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