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Karnaugh haritas1 (K-Map) mantiksal ifadeleri sadelestirmek igin kullanilan en yaygin
yontemlerden birisidir. K-Map’ in sagladig1 en 6nemli avantaj, bir elektronik devreyi minimum
fiziksel kap1 sayisiyla gerceklestirmektir. K-Map konusu elektronik ve mantik derslerinin en
o6nemli konularindan birisidir ancak 6grenciler K-Map kullanarak sadelestirme yaparken bazen
gruplar tespit edememektedir. Bu ¢aligmada K-Map’ te bulunan biiyiik gruplar1 kolayca tespit
edebilmek i¢in eleman eklenmistir. Eleman ekleme sayesinde biiyiikk gruplar rahatlikla tespit
edilebilmektedir. Biiyiik gruplar tespit edildikten sonra gergek ifadeyi elde etmek i¢in eklenen
elemanlar ¢ikarilmistir. K-Map iizerinde sadelestirme yaparken sadece mantiksal toplama
(VEYA) ve mantiksal carpma (VE) islemleri kullanilmaktadir. Bu makale K-Maplerde ¢ikarma
isleminin yapilabilecegi gosterilmis ve onerilen yontem De-Morgan teoremi kullanilarak ispat
edilmistir. Bu ¢aligmada, literatiirde ilk kez K-Map iizerinde ¢ikarma iglemi ger¢eklestirilmigtir
ve K-Mapler i¢in ¢ikarma tabanli efektif bir sadelestirme yontemi Onerilmistir. De- Morgan
teoremi ve deneysel sonuglar dnerilen yontemin dogrulugunu géstermektedir.

A New Subtraction Based Simplifying Method on Karnaugh Map

Abstract

Karnaugh map is one of the methods that are widely used to simplify boolean expressions by
using neighborhoods. The most important advantage provided by K-Map is to realize an
electronic circuit with a minimum number of physical gates. K-Map is one of the most important
subjects of electronic and logic courses, but students sometimes can not identify groups when
simplifying using K-Map. In this study, inputs were added to easily identify large groups with K-
Map. With the addition of elements, large groups can be detected easily. Once large groups have
been identified, the added elements have been removed to obtain the true expression. Only logical
addition (OR) and logical multiplication (AND) operations are used for simplification on the K-
Map. This paper demonstrates that the subtraction process of K-Maps can be done and proved by
using De-Morgan theorem. In this study, subtraction is performed on K-Map for the first time in
the literature up to now and an effective subtraction-based simplification method is proposed for
K-Maps. De Morgan theorem and experimental results show the correctness of the proposed
method.

1. GiRiS INTRODUCTION)

Mantiksal ifadelerin sadelestirmesi i¢in en yaygin kullanilan yontemlerin basinda Karnaugh map (K-map)
ve Quine Mccluskey yontemleri gelmektedir. K-map kullanilarak 2,3,4,5 veya 6 degiskenli mantiksal
ifadeler sadelestirebilmektedir Daha karmasik ifadeleri sadelestirmek i¢cin Quine Mccluskey yontemi
kullanilmaktadir. K-Map mantiksal ifadelerin sadelestirmesi gerektigi her alanda kullanilmaktadir. K-
map’te dnemli olan, matriste bulunan alt kiimeleri tespit edebilmektir. K-Map tlim giris olasiliklarinin ifade
edildigi iki boyutlu bir dizidir ve asagidaki Ozellikleri tagimaktadir [1-6]. Her bir hiicrenin girig
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kombinasyonu komsu hiicreyle bir bit farklilik gosterecek sekilde dizilir. Bu 6zelligi saglamak igin
hiicreler, Gray kod kullanilarak adreslendirilir. Asagidaki 6rnekte 2,3 ve 4 girisli K-mapler gosterilmektedir
[7-10].

2 Girisli Harita . .
4 Girisli Harita
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AB
B 00 01 11 10
0 CD
00
1
01
11
3 Girisli Harita
AB
00 01 11 10 10
C
0

Sekil 1. 2,3 ve 4 girisli K-Mapler [8].

Sadelestirme islemini gergeklestirmek igin ¢ikislar bu haritaya yerlestirilir. 0 degerlerini referans alan
sadelestirme iglemine Max-term, 1 degerlerini referans alan sadelestirme islemini de Min-term adi
verilmektedir. K-Map’in kurallar1 asagidaki gibidir. Her hiicre en az bir gruba dahil edilmelidir.

En genis olas1 grup secilmelidir.
En az grup sayisiyla igslem sonlandirilmalidir.
Gruplarin boyutu 2’nin kuvvetleri kadar olmalidir. C)megin, 20=1, 21=2, 22=4, 23=8, 24=16 gibi.
Gruplar kare veya dikdortgen olmalidir. Konveks veya konkav sekilde gruplar olusturulmamalidir.
En biiyiik grupta, en fazla gereksiz giris bulunmaktadir. Gruplarda yer alan gereksiz girisler
asagidaki gibi verilmistir.
o Grup 1 giristen olusuyorsa, o grupta hi¢ gereksiz giris bulunmamaktadir.
Grup 2 giristen olusuyorsa, o grupta 1 gereksiz giris bulunmaktadir.
Grup 4 giristen olusuyorsa, o grupta 2 gereksiz giris bulunmaktadir.
Grup 8 giristen olusuyorsa, o grupta 3 gereksiz giris bulunmaktadir.
Grup 16 giristen olusuyorsa, o grupta 4 gereksiz giris bulunmaktadir.

grwbdpE

o
o
o
o

Gereksiz giris sayis1 Esitlik 1 kullanilarak tespit edilmektedir [11-15].
ri =log,i
1 giris sayis, ri gereksiz girig sayisi.

Mishchenko ve ark. [16] mantiksal ifadeleri ayristirma i¢in bir algoritma dnermistir. Bu algoritma ¢ok
cikisli mantiksal ifadeleri sadelestirirken kullanmilmaktadir. ifadeleri fiziksel olarak gerceklestirmek igin iki
girisli mantiksal kapilar kullanilmistir. Bu kapilar VE, VEY A ve XOR (Ozel veya) kapilaridir. Bu algoritma
degiskenleri kontrol etme, degiskenleri gruplama ve mantiksal ifadeyi iiretme gibi asamalardan
olugmaktadir. Holder [17] min-term’ de mantiksal ifadeleri sadelestirmek i¢in 16 tabaninda sayilar
kullanarak 4 x 4 boyutunda 4 girisli K-Map’ te sadelestirme islemi yapilmistir. Sadelestirme islemini
kolayca yapabilmek i¢in K-Map degistirilmistir. Yang ve ark. [18] kablosuz sanallastirma problemini
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¢cozebilmek icin K-Map’ten esinlenerek yeni bir algoritma onermistir. Bu algoritmayla kablosuz
sanallastirmadaki zorluklar1 ¢6zebilmek i¢in Onerilmis ve basarili sonuglar elde edilmistir. Bu ¢alisma K-
Maplerin sadece sadelestirmede degil, diger problemlerin ¢éziimiinde de kullanilabilecegini gostermistir.
Rushdi [19] K-Maplere eleman ekleyerek yeni bir sadelestirme ydntemi dnermistir. Onerdigi yontemde
kaydirma fonksiyonu ve kiime teoremi kullanarak yontemin dogrulugunu ispatlamistir.

Bireyler, K-map ile sadelestirme yaparken bazen optimum ¢6ziimii yapamamaktadir. Bunun sebebi, en
biiyiik grubu tespit edememeleridir. Bu makalede, ekleme ve ¢ikarma tabanl yeni bir yontem 6nerilerek
optimum ¢6ziimiin bulunmas1 hedeflenmektedir. Onerilen yontemin 6zellikleri asagidaki gibidir.

e Bucalisma ile kullanicilarin K-Map kullanarak kolayca sadelestirme yapabilecekleri gosterilmistir.

e Bu calismada, literatiirde ilk kez K-Maplerde sadelestirme yapabilmek igin ¢ikarma islemi
uygulanmstir.

e Onerilen yontem kullanilarak optimum sekilde sadelestirme yapilabilmektedir.

e  Onerilen yontem matematiksel olarak dogrulanabilmektedir.

e Karnaugh haritasinin 3. kuralin1 saglayabilmek i¢in 6nerilmis basit ama efektif bir yontemdir.

Bu makalenin 2. boliimiinde 6nerilen yontem, 3. boliimiinde deneysel sonuglar ve 4. boliimiinde sonug ve
oOneriler anlatilmaktadir.

2. ONERILEN YONTEM
Onerilen ydntemin temel amaci, iki farkli kiigiik gruba giris ekleyerek yeni bir biiyiik grup elde etmek ve
elde edilen grubu sadelestirdikten sonra eklenen girisi ¢ikarak sadelestirilmis ifadeyi elde etmektir.

Onerilen yontemin adimlar1 asagidaki gibidir.

Adim 1: Biiyiik grubu elde etmek i¢in eleman eklenir. Asagidaki sekillerde kirmizi yazi fontuyla gosterilen
ifadeler eklenmis elemanlardir
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Sekil 2. Kesisen iki alt grubu biiyiik gruba tamamlama.
Sekil 2’deki ornekte X ve Y alt kiimeleri bulunmaktadir. Bu alt kiimeler 2 giristen olugmaktadir. Bu alt
kiimelerden 4 elemanl bir alt kiime olusturmak i¢in ABCD hiicresine bir giris eklenmistir. Bdylece, 4

elemandan olusan biiyiik bir alt kiime elde edilmistir. Bu kiime yapay grup olarak adlandiriimaktadir.

Adim 2: Elde edilen biiyiik grup (alt kiime) sadelestirilir ve yapay grubun ifadesi elde edilir.
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Sekil 3. Yapay grup.
Yapay grup sadelestirildiginde AC ifadesi elde edilir.

Adim 3: Adim 2’ de elde edilen ifadeyle eklenmis eleman ¢ikarilir. Gergek ifadeyi bulmak icin agagidaki
Esitlik kullanilir.

RE =VE — AE
RE gergek ifade, VE sanal ifade ve AE eklenmis ifadedir.
Ornegin Sekil 3’ teki 6rnek ele alinacak olursa.

VE = AC
AE = ABCD

Bu iki ifadeyi ¢ikarmak i¢in asagidaki teorem gelistirilmistir.

Yontem: VE — AE ifadesini basit sekilde ¢ikarabilmek igin ortak ifadeler parantez igerisine almnir. Ornek 3

ele alinacak olursa.
AC — ABCD = AC(1 — BD)

ifadesi elde edilir. Bu ifade agilirsa, ABC + ACD ifadesi elde edilir. Bu ifadeyi elde etmenin kurallari
asagidaki gibidir.

e Negatif ifadelerin tek tek tersleri alinarak parantez disindaki ifadeyle carpilir.
e Tiim ifadeler toplanir.
o Sadelestirilmesi gereken ifade varsa tekrardan sadelestirilir.

Ispat: Yontemde belirtilen ifadenin ispati De-Morgan teoremi kullanilarak yapilmaktadir.

AC — ABCD = AC(1 — BD) ifadesinde,
(1 —BD) = BD = B + D degeri elde edilir.
AC(B + D) = ABC + ACD sadelestirilmis ifadesi elde edilir.

3. DENEYSEL SONUCLAR
Bu boliimde, oOnerilen yontemin dogrulugunu ispatlamak igin ¢esitli kombinasyonlarda K-mapler

kullanilmistir 6nerilen yontem ve gergek sonuglar karsilastirilmigtir. Bu yontemi test edebilmek i¢in 2,3 ve
4 girigli K-Mapler kullanilmistir. Asagidaki 6rneklerde onerilen yontemin dogrulugu test edilmektedir.
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Sekil 4. 2 girisli karnaugh haritasi 6rnekleri.

Sekil 4.(a)’ dA gosterilen 6rnegin sonucu B dir. Onerilen yontem kullanilarak B girisi karnaugh haritasina
eklenmistir. Sekil 4.(a)’nin sonucu agagidaki gibidir.

1-B=B
Sekil 4.(b)’ de gosterilen &rnegin sonucu AB dir. Onerilen yontem kullanilarak AB girisi karnaugh
haritasina eklenmistir ve yapay grup A olmustur. Eklenen giris yapay gruptan cikarildiginda sonug
asagidaki gibi olmaktadir.
A—AB=A(1—-B) =AB

Sekil 4.(c)’ de gosterilen drnegin sonucu A + B dir. Onerilen ydntem kullanilarak AB girisi karnaugh
haritasina eklenmistir ve yapay grup 1 olmustur. Eklenen giris yapay gruptan ¢ikarildiginda sonug asagidaki
gibi olmaktadir.

(1—-AB)=AB=A+B
Sekil 5° te 3 girisli karnaugh haritalar1 kullanilmaktadir. Onerilen yontem kullanilarak 3 girisli karnaugh
haritalarimin sadelestirilmeleri asagida verilmistir. Haritalarda kirmizi yazi fontuyla yazilmis elemanlar
eklenmis elemanlardir.

AB
2w o om0 N o u
¢ 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(a) (b)
AB
0 o0 11 10
c
1] 1 [ 1 | 1
0
1 1 1 1 1
(©)

Sekil 5. 3 girigli karnaugh haritas: érnekleri.
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Sekil 5.(a)” da gosterilen 6rnegin sonucu A + B dir. Onerilen yéntem kullanilarak AB girisi karnaugh
haritasina eklenmistir ve yapay grup 1 olmustur. Eklenen giris yapay gruptan ¢ikarildiginda sonug asagidaki
gibi olmaktadir.

(1-AB)=AB=A+B

Sekil 5.(b)’ de gosterilen 6rnegin sonucu B + C dir. Onerilen yéntem kullanilarak BC girisi karnaugh
haritasina eklenmistir ve yapay grup 1 olmustur. Eklenen giris yapay gruptan ¢ikarildiginda sonug asagidaki
gibi olmaktadir.

(1-BC)=BC=B+C

Sekil 5.(c)’ de gosterilen 6rnegin sonucu C + AB dir. Onerilen ydntem kullanilarak AC + BC girisi
karnaugh haritasina eklenmistir ve yapay grup 1 olmustur. Eklenen giris yapay gruptan ¢ikarildiginda sonug
asagidaki gibi olmaktadir.

1-(AC+BC)=1-C—-(A+B)=C+AB

Sekil 6° da 4 girisli karnaugh haritalar1 kullanmilmaktadir. Onerilen yéntem kullanilarak 4 girisli karnaugh
haritalarinin sadelestirilmeleri agagida verilmistir.

AB
00 01 11 10 4B 00 01 11 10
CcD
" 1 cD 1
00 00
o1 | 1 1 on| 1
11 1 1
10 10 !
(@ (b)
AB AB
00 01 11 10 00 01 11 10
cD
1 1 1 1 cD 1 1 1 1
00 00
o1 1 1 1 1 01
11 11
1 1 1 1
10 10
() (d)
AB AB
00 01 11 10 00 01 11 10
CcD CcD
1 1 1 1 1 1 1 1
00 00
o1 1 1 1 1 01 1 1 1 1
11 11
10 10

(e) )
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Sekil 6. 4 girisli karnaugh haritasi 6rnekleri.

Sekil 6.(a)" da gosterilen 6rnegin sonucu ABC + BCD dir. Onerilen yontem kullanilarak ABCD girisi
karnaugh haritasina eklenmistir ve yapay grup BC olmustur. Eklenen giris yapay gruptan ¢ikarildiginda
sonu¢ asagidaki gibi olmaktadir.

C — ABCD = BC(1 — AD) = ABC + BCD

Sekil 6.(b)” de gosterilen 6rnegin sonucu ABC + ABD dir. Onerilen yontem kullanilarak ABCD girisi
karnaugh haritasina eklenmistir ve yapay grup AB olmustur. Eklenen giris yapay gruptan cikarildiginda
sonu¢ asagidaki gibi olmaktadir.

AB — ABCD = AB(1 — CD) = ABC + ABD

Sekil 6.(c)” de gosterilen 6rnegin sonucu AC + BC + CD dir. Onerilen yontem kullanilarak ABCD girisi
karnaugh haritasina eklenmistir ve yapay grup C olmustur. Eklenen giris yapay gruptan ¢ikarildiginda
sonug agagidaki gibi olmaktadir.

C —ABCD = C(1—ABD) = AC + BC + CD

Sekil 6.(d)’ de gdsterilen drnegin sonucu AD + BD + CD dir. Onerilen yontem kullanilarak ABC D girisi
karnaugh haritasina eklenmistir ve yapay grubun sadelestirilmis hali D olmustur. Eklenen giris yapay
gruptan ¢ikarildiginda sonug asagidaki gibi olmaktadir.

D—ABCD =D(1—ABC) = AD +BD + CD

Sekil 6.(e)’ de gosterilen 6rnegin sonucu BC + CD dir. (")nerilerl yontem kullanilarak BCD girisi karnaugh
haritasina eklenmistir ve yapay grubun sadelestirilmis hali € olmustur. Eklenen giris yapay gruptan
cikarildiginda sonug agagidaki gibi olmaktadir.

C—BCD=C(1-BD)=BC+C(CD

Sekil 6.(f)" de gosterilen rnegin sonucu BC + €D dir. Onerilen yontem kullamlarak BCD girisi karnaugh
haritasina eklenmistir ve yapay grubun sadelestirilmis hali C olmustur. Eklenen giris yapay gruptan
cikarildiginda sonug asagidaki gibi olmaktadir.

C—BCD=C(1-BD)=BC+CD
Sekil 6.(g)’ de gosterilen 6rnegin sonucu A + BD dir. Onerilen yontem kullanilarak ABD girisi karnaugh
haritasina eklenmistir ve yapay grubun sadelestirilmis hali A + B olmustur. Eklenen giris yapay gruptan

cikarilldiginda sonug asagidaki gibi olmaktadir.

A+B—ABD=A+B(1—-AD)=A+AB+BD =A+BD
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Sekil 6.(h)’ da gdsterilen 6rnegin sonucu A + B + D dir. Onerilen yontem kullanilarak ABD girisi karnaugh
haritasina eklenmistir ve yapay grubun sadelestirilmis hali 1 olmustur. Eklenen giris yapay gruptan
cikarildiginda sonug asagidaki gibi olmaktadir.

1—ABD =ABD =A+B+D

Onerilen yéntemin dogrulugunu ispat edebilmek icin 2, 3 ve 4 girisli K-Mapler kullamlnustir. Bu K-
Maplerin kullanilmasinin sebebi, tiimevarim kuralini1 kullanarak yontemin dogrulugunu ispatlayabilmektir.
>4 girisli K-Mapler, 4 girigli K-Maplerden olusmaktadir. Bu sebepten dolayi, onerilen yontem tiim K-
Mapler icin uygulanabilir. Sekil 7° deki ornekte 6 girisli K-Map orneginde yontemin dogrulugu
gosterilmektedir.

AB AB
00 01 11 10 00 01 11 10
CcD CD
00 oo
01 1 1 01 1 1
11 1 1 11 1 1
10 10
A=0Y=0 X=0Y=1
AB AB
00 01 11 10 oo 01 11 10
CcD CD
00 00
01 1 1 01 1 1
11 1 1 11 1 1
10 10
X=1Y=1 X=1Y=0

Sekil 7. 6 girisli K-Map 6rnegi.

Sekil 7> de gosterilen drnegin sonucu XBD + YBD + ABD + BCD’dir. Onerilen yontem kullamilarak
XY ABCD girisi karnaugh haritasina eklenmistir ve yapay grubun sadelestirilmis hali BD olmustur. Eklenen
giris yapay gruptan ¢ikarildiginda sonug asagidaki gibi olmaktadir.

BD — XYABCD = BD(1 — XYAC) = XBD + YBD + ABD + BCD

4. SONUC

Bu makalede K-Mapler iizerinde ¢ikarma tabanli yeni bir yontem onerilmistir. Onerilen ydntemin temel
amac1 K-Map kurallarindan, olas1 en biiyiik grubu bulup, boolean ifadesinin en sade halini elde edebilmek
ve K-Map iizerinde ¢ikarma igleminin nasil yapilacagini gosterebilmektir. Bu ¢alismada ilk kez K-Mapler
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iizerinde c¢ikarma islemi uygulanmistir. Bu makalede yontemin dogrulugunu ispat edebilmek igin
tiimevarim yontemi kullanilmistir. Bu sebepten dolayi, 2, 3 ve 4 girisli K-Mapler kullanilmistir. Daha fazla
girisli K-Mapler 4 girisli K-Maplerin birlesiminden olustugu i¢in 6nerilen yontem genel olarak dogrulugu
ispatlanmigtir. Bu ispat deneysel sonuglarda gosterilen 6 girisli K-Mapte de gosterilmis ve Onerilen
yontemin matematiksel ve deneysel olarak dogrulugu ispatlanmistir. Literatiirde yapilan diger ¢alismalarda
sadelestirme yapabilmek i¢in XOR, onaltilik tabanda kodlama gibi islemler yapilmistir ancak simdiye kadar
K-Mapler tizerinde ¢ikarma islemi yapilmamistir. Bu yontemin temel amaglarindan biri de karmasiklig
arttirmadan sadelestirme iglemini gerceklestirebilmektir. Diger yontemler sadelestirme yapabilmek igin ya
kap1 sayisini arttirmis yada kodlamadaki bit sayisini arttirarak karmasikligin artmasina sebep olmustur.
Onerilen yéntemde ¢ikarma islemi kullamlarak karmasikligi arttirmadan kolayca sadelestirme islemi
gerceklestirilmistir. Ancak bazi durumlarda (gruplarin bariz oldugu durumlarda) ekleme ve ¢ikarma islemi
yapildig i¢in islem adimlar1 uzamaktadir. Bu da yontemin kisitliligi olarak goriilse de, yontemin temel
amacinin gruplart rahatca tespit etmek oldugu igin, giris gruplarinin bariz olarak tespit edilebildigi
durumlarda uygulanmasima gerek yoktur. Onerilen galisma bu yoniiyle de sahip oldugu 6zgiin degeri
pekistirmektedir. Onerilen yéntem kullanilarak kullanicilarin ve 6grencilerin biiyiik gruplar1 daha rahat
tespit edecegi gosterilmistir.
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