
HASSAS ORTALAMALARIN 
GENİŞLETİLMESİ ÜZERİNE 

Prof. Dr; Kenan Ural 

Yapı lan n gözlem için bir dizi halinde sıralanmış 

ar, < a?2 < • * • • xt < * • • • £ scn 

pozitif değer ler iy le i lgil i hassas ortalamalar, bi l inen 

M(r) - - \ — — / , — » o < r < + ÛO 
\ n / 

genel formülüyle hesap edilir. Ortalama M(r), gözlem değerler inin en 
küçük ve en büyüğü arasında bulunur: 

iCş k M ir) < o?„' 

r » - 1 , 0, 1 , 2 için sırasıyle aşağıdaki bi l inen dört çeşit hassas 

ortalama elde edil ir : . 

r ~ - 1 için harmonik ortalğma : : M ( — 1 ) ~ — ~ -

« I 

T-"S± 0 İçin geometrik ortalpma : M(Û) = ( I E a î i ) 2 

r = 1 için aritmetik ortalama : M (1) • - . - « = — - : ' :T 

» 

r » 2 için kareli ortalama : M(2) = ( ^ ~ J 2 , 

Bunlar ın da büyüklük bakımından şu sırayı izlediklerine işaret ede­
lim ; 

M f 1 ) < Ml(0) < M ( D < M(2), 



Buraya kadar özetlenen kısımlara daha önceki bir incelememiz­
de ( «Hassas ortalamalar üzer ine» adlı yaz ı , İktisat Fakültesi Mecmu­
ası , Cilt 27, Haziran 1968 - Eylül 1S68) değinmiş ve formül (1) in çok 
daha genel şu formülün özei bir halini o luşturduğuna özell ikle işa­
ret etmiştik : 

Hatır lanacak oiursa İp = r i l e : 

ît1~xi+x2 + + S C R 

2t1=x1
2+x2

i+ . . . -fa?» 2 

xt2 = xxx2 + xtx3 + . . - + ae„—! xn  

2t2-(xlx2)2 + (xlx3)2 + . . . + (xn~x xn)2 

Ptı={9hPv -... Xı)p - i - {xxx2... aeı+1)p + . . . + xx [ ¥ 1 . . xn)p v 

yazı l ı r . M(Z. p) nin hesabında sadece tekrarsız basit kombinezonların 
yapı ldığı görülür . Tekrar l ı kombinezon ve variasyon işlemlerini de 
g ö z önünde tutmak suretiyle hassas ortalamaların hesabı daha da 
genlşletl lebil ir . Gerçekten bu işlemler şöyle gösteri iebi l i ı : 

ı 

(2) 

Tekrarlı 

Tekrars ı z variasyon : Vj~ 
in— 

Tekrar l ı , variasyon : tkYn
l—nL 

l — 2 için hesaplanacak değer ler şöyledir : 

Tekrar l ı kombinezon 
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Tekrarsiz variasyon : V „ 2 = n ( n — 1 ) 

Tekrarl ı variasyon : ' * V B
a = « « . 

/Buna karşılık tekrarsiz kombinezon için ( 2 ) = " İ ~ n ( n ~ ~ ^ ^ ı r -

ö r n e k için n = 3 (a, b, c) ve 1—2 al ınırsa bu işlemlerin yapısı ko­
laylıkla görülür . 

Tekrarsiz kombinezon : ab, ac, bc. 

Tekrar l ı kombinezon : a 3 , ab, ac, b s , bc, c 2 

Tekrar l ı variasyon : ab, ac, ba, bc, ca, cb. 

Tekrar l ı variasyon : a 2, ab, ac, b 2 , ba, bc, c3, ca, cb. 

Burada önemli bir noktaya işaret etmek i lginç olacaktır: Tekrar­
siz variasyon elemanlarıyla hesaplanacak ortalama tekrarsiz kombi­
nezonla elemanlarla bulunacak ortalamaya eşittir; bunu n = 3 veZ '=2 
için formül (2) esasına g ö r e gösterebi l i r iz : 

ab+ac+bG + ba+ca + cb \1/2 

6 
2(ab + ac + bc) 

6 
1 / 3 ( ab+ac + bc V'2 

3 I 
(3) 

Tekrar/ı variasyon için de şu söylenebi l i r : hesaplanacak ortalama ba­
sit aritmetik ortalamaya eşit olur. Ayn ı elemanlarla bu söylenenin 
doğru olacağını göstere l im: 

a*+ab + ac + b2 + ba + bc + c2 + ca + cb\yî fa2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc\l* 
9 , , 

(a •+ b 4- c)1 _ a 4- b 4- c 
9 3 

(4) 

Buna karşılık tekrarlı kombinezona göre hesaplanacak ortalama 
şöy le bulunabil ir : • 

a?+db + ac+b2 4- bc + c2\V2 (a + b 4- c ) 2 — (ab 4- ac 4- bc) 
. <5) 6 

Ş u hale göre burada incelenecek ortalama, şimdiye kadar ince­
lenenlerden farklılık gösteren tekrarlı kombinezonlu ortalama o la -
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uaktır. Diğerlerinin neden ele al ınmayacağına az ö n c e değini ld i ve 
sonuç lan formül (3) ve (4) ile bel i r t i ld i . 

Tekrar l ı kombinezonla bulunacak ortalamanın genel ifadesine 
n göz lem için değinel im. önce.Z = 2 ve p = 1 değer ler iy le i legil i olarak 
formül (2) den şu sonuca varı l ı r : 

E ğ e r l = 3 ve p = l alınırsa ortalama şöy le olur: 

( 2 . moSjXk \ 1 / 3
 1/3 

Daha genel bir ifadeyle aşağıdaki formül yazı labil ir : 

î \ (n—l)! 

; - .p genel değer i g ö z önünde tutulursa, r=Zp alınarak: 

î ! ( n — 1 ) ! 

bulunur. I 

Ş imdi de tekrarsız ve tekrarlı kombinezonlar esasına göre b u ­
l u n a c a k ortalamalardan hangilerinin daha büyük o lduğunu görel im. 

Tekrar l ı kombinezon şöyle yazı labi l i r : 

Sağ tarafın ilk ter imi tekrarsız kombinezoniu ter imler in top la ­
mından b a ş k a bir şey deği ld i r Tekrar l ı ve tekrarsız kombinezonlar 
için ortalamalar sırasiyle 



— " ' v e - M i — ' (11) 

olacaktır. Paydalar eşit kılınır ve aşağıdaki eşitsizlik yaz ı l ı rsa : ^ 

[ ^ / İ L Ş a Ş t ] i , , u A > 0 (12) 
U Î ; ( w 1 } ' ( n - l M f * - + l ) . : ( " ^ } ' - ( n - l ) » ( n + l ) U | 

2 2 

bazı sadeleşt irmelerden sonra , t - , 

( n — l ) . Z a r , 7 — 2 S i » 1 a î / > 0 (13) 

sonucuna varı l ı r ; bu da tekrarlı kombinezonla bulunacak ortafâma-
nın tekrarsız kombinezonlu ortalamalardan daha büyük o lduğunu b e ­
lirtir. . • = _ , _ 

Ay r ı ca son eşitsizlik, şöy le de, yazılabil ir : , 

, ,, n n (n-^1), 

Her iki tarafın kare kökü a l ın ı rsa . : 

~Zxı2 ^ S / « (w—1) 
(İ5) 

kareli ortalamanın bu defa tekrarsız kombinezonlu ortalamadan daha 
büyük blduğu görülür . "\. 

D iğer taraftan formül (14) şu şeki lde yazı labi l i r : 

Her İki tarafa: i lâve edil irse: : 



]Zxt7>n%XiXj (17) 

buradan d a : 

(18) n nin + 1) 
2 

yazı l ır ve dolayıs iy le ortalamanın tekrarlı kombinezonlu ortalamadan 

daha büyük o lduğu anlaşılır. 

Son olarak yine formül (13) den hareketle 

(n—l)'Lxi
î>2XxiXj 

eşitsizl iğin her ik i tarafına 

( n + l ) S a f , J + 2 « Ş i n ­

ik leyerek 

2n[Xxi2+ XxixJ']>(n + l) [•Lxi
2 + 2Xx,xj] (19) 

ve n ile çarparak 

2n\Xxı2+ 'LXiXj1>n(n +1) [ 2 ^ + 2 Zx,x'j] (20) 

bulunur. Ay r ı ca bir seri i ç in : 

(2*')2==E^+2 E (21) 
eşitliği g o z ö n ü n d e tutulursa, eşitsizlik (20) şu şeki lde düzen lenebi ­
lir ; 

Zxi
2-\-'ZXiXj ^ / Zx* 

«(w +1) \ n 
' 2 ' 

v© buradan da iki tarafın kare kökü alınırsa ortalamalar hesaplanır : 
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Bu son formül de tekrarlı kombinezonlu ortalamanın aritmetik orta-
İamadan daha büyük o lduğunu gösterir . 

Bulunan ortalamalar büyüklükler ine göre sıralanırsa : 

v / ? > > ^ >]/M 
' n(n + l) y —-

~ 2 f 2 

yazı labil ir . 

Formül (9) a g ö r e l = t , 2, 3, 4 ve p = - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , O» 1 , 2, 3, 4 
değerleri için bulunacak ortalamaların tekrarsız kombinezonlu orta­
lamalarla karşılaştırılmalarını görmek üzere x ı - 1 ; x a - 3 ; xa=6 değer ­
lerinden hareket edel im. Hesaplanacak ortalamalar aşağıdaki tablo ­
da görülebil i r . Hatırlatalım ki l k M ( i , p ) sembolü tekrarlı kombine­
zonlu ortalamayı ve M(Z,p) sembolü de tekrarsız kombinezonlu or ta ­
lamayı bel irtmektedir . 

£ i 2 3 4 

p t k H ( f , p ) M ( f , p ) M ( t , p) t V t f . p î M ( Î , p ) 

- 4 1 , -108 1 , 4 0 8 I , 3 J l 2 , 0 8 0 i , 282 2 , 5 2 0 1 , 247 2 , 9 1 2 

- 1 1, 5 56 1 , 558 1 , 4 34 2 , 1 6 5 1 , 388 2 , 567 1 , 3 3 8 2 , 9 1 2 

-2 \ , 8 2 1 1 , 8 2 4 1 , 6 8 9 2, 303 1 , S91 2 , 6 3 4 1 , 5 1 9 . 2 , 9 1 2 

- 1 2,28b 2 , 2 8 5 2 , 166 2 , 5 3 9 2 , 057 2 , 7 4 0 1 , 962 2 , 9 1 2 

0 2,912 2 , 9 1 2 2 , 9 1 2 2 , 9 U 2 , 9 1 2 2 , 9 1 2 2 , 9 1 2 2 , 9 1 2 

1 3 , 500 3 , 500 3 , 5 9 2 3 , 3 4 1 3 , 6 7 9 3 , 1 5 8 3 , 7 5 6 2 , 9 1 2 

2 3 , 9 3 7 3 , 9 3 7 4 , 0 3 1 3 , 6 8 3 4 , 186 3 , 4 0 4 4 , 291 2 , 9 1 2 

3 4 , 254 4 , 2 5 4 4 , 4 0 6 3 , 9 1 7 4 , 5 3 6 3 , 588 4 , 6 6 7 2 , 9 1 2 

4 4 , 4 9 5 4 , 4 9 5 4 , 657 4 , 0 7 3 4 , 786 3 , 7 1 1 4 , 8 9 1 2 , 9 1 2 



Tablo değer ler inden iz leneceği gibi l>î ve p > 0 için tekrarlı kom­
binezonla bulunan tüm ortalama değerler i tekrarsız kombinezonlar­

da bulunanlardan daha büyüktür: t k M{Z,p) > Mi(Z,p). Suna karşılık 
"İ>1 ve p < 0 için durum ters yönde gel iş ir : >jM.(¿,p) < M(¿,p). 

: - - S O N U Ç H 

Hassas .ortalamalarla i lgil i olarak daha önce yapt ığ ımız bir ç a ­
l ışmada genel formülün tekrarsız kombinezon esasına dayandığı g ö ­
rülmüştü. Bu. defa. tekrarlı kombinezon, tekrarsız ve tekrarlı varias-
yon işlemleri esasına göre hesaplanacak ortalamaların yapıs ı üzer in ­
de durarak ortalamaların daha da genişleti lmesi olanağı açıklandı. 
Bunlardan tekrarlı kombinezonla hesaplanacak olanların ne g ib i so­
nuç lar sağlayacağı formüllerle gösteri ldi ve küçük bir örnek veri le­
rek tekrarsız kombinezonlu ortalamalarla karşılaştırılması yapı ld ı . 
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