"t HASSAS ORTALAMALARIN
 GENISLETILMES| UZERINE

Prof. Dr. Kenan Ural
Yaptlan n gdzlem igin bir dizi halinde siralanmig
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pozitif degerleriyle ilgili hassas ortalamalar, bilinen

n

_1;
Z P r
M=\t | | cw<r<iw (1)
genel formiliyle hesap edilir. Ortalama M(r), gdzlem degerlerinin ‘en
kiglk ve en blyigli arasinda bulunur;

& < M) < m,

r=-1,0, 1, 2 igin SIrééiyle- asadidaki bilinen dort gesit hassés
ortalama elde edilir :
r = =1:igin harmonik ortaié_ima :

B

M (1) = —

T'= 0 igin geometrik ortalama

r = 1 igin aritmetik ortalama
r = 2 igin kareli ortalama

Bunlarin da blyiiklik bakimindan su swray: izlediklerine igéfet ede-
lim : ,
M(-1) < M(0) < M1} < M(2}.
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Buraya kadar Gzetlenen kisimlara daha onceki bir incelememiz-
de («Hassas ortalamalar (izerine». adll yaz, lktisat Fakiltesi Mecmu-
asl, Gilt 27, Haziran 1868 - Eylil 1868) dedinmis ve formil (1) in ¢ok
daha genel su formilin &zei bir halini olusturduguna ¢ézellikle isa-
ret etmistik :
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M@, py=[ 2t (2
el
1)
Hatirlanacak oiursa ip = rile:
=y tant ... o,

A= w4 L. eyt
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=@+ s+ ... FEn X
o= () {2+ o oo+ (g 2012

Pt;:(mlmg': ) L (56'156'2 e a?1+1)p+ ene H{B, . r¥i NS/ i L

yazilir, M{I. p) nin hesabinda sadece tekrarsiz basit kombinezonlarin

yapildigi géraldr. Tekrarli kombinezon ve variasyon islemlerini de
goz onlnde tutmak suretiyle hassas. ortalamalarin hesabl daha .da

genlsletllebilir. Gergekten bu islemler soyle gdsteriiebilii:
th{m\_(mt+I-—1}
( 1 )“ Tm—1)"
n !
[rE= T
Tekrarll: variasyon  : AT

Tekrarli kombinezon .

Tekrarsiz variasyon : V=

1 = 2 i¢in hesaplanacak. degerler sbyledir :
tk( 7

1 ' ]
" Tekrarh kombinezon : 9 )=E~(?_1+1;'r!-
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Tekrarsiz variasyon : C VeE=nn—1)
Tekrarlt variasyon : * V. = nn.

. ‘ ' ' 1 o
_Buna karsilik_tekrarsiz kombinezon igin ( ; ) =g n (n~—~1) ~dir. "

&rnek icin n=3 (a, b, ¢) ve =2 alinirsa bu islemlerin yapisi ko-
- tayhkla gérolor, ' oo

Tekrarsiz kombinezon: ab, ac, bc.

Tekrarli kombinezon : a¥% ab, ac, b% bg, ¢?
Tekrarli variasyon : ab, ac, ba, bc, ca, cb.
Tekrarly variasyon 1 a% ab, ac, b? ba, bc, ¢* ca, cb,

Burada onemli bir noktaya isaret etmek ilging olacaktir: Tekrar-
siz variasyon elemaniariyla hesaplanacak ortalama tekrarsiz kombi-
nezonlu elemanlarla bulunacak ortalamaya esittir; bunu n=3 ve I'=2
icin forml! (2) esasina gore gbsterebiliriz:

ab+ac+bo+batcatchb \V? _ [2(abtactbe) 2 ( abtac+be \7?
6 o 6 - 3
- (3)

Tekrarli variasyon igin de su sdylenebilir: hesaplanacak ortalama ba-

" sit aritmetik ortalamaya esit olur. Aynt elemanlarla bu sdylenenin

(

dogru olacagini gdsterelim:
a?+ab+ac+b2+ba+be+cl+ca+eb\V?_ {a?+ b2+ 2+ 2ab+ 2ac+2be |12
9 - 5
_ ‘/(a+ b+c)y atb+c (4)
- 9 -3

Buna karsilik tekrarii kombinezona gore hesaplanacak ortalama

. ..§0vle bulunabilir:

6 6

" Su hale godre burada inceienecek ortalama, simdiye kadar ince-
lenenlerden farklitk gosteren tekrarli kombinezonlu ortalama ola-

(a,z+ab+u:w+?;v2—|--bc:+02)”2 _ [ ta+b+cP—{ab+ac+be) ]‘” 5)
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vaktir. Digerlerinin neden ele alinmayacagina az énce deginildi ve
sonuglari formGl (3) ve (4) ile belirtildi,

Tekrarli kombinezonla bulunacak ortalamanin genel ifadesine
n gozlem igin deginelim, &nce I =2 ve p=1 degerleriyle ilegili olarak
formul (2) den su sonuca varilir;

7t N Sway \ { 2Zaumy \'/ P e
te = 2 = i = [ 228y < i
M(Z 1) e s ‘\n{ﬂﬂj) AShi=12.m (8
Eger 1=3 ve p=1 alinirsa ortalama sdyle olur:
f L dmyme \1° » s
b\ it e
K . 1 3 : — R . S . ety e . .
tpf (8,1) = 'S =1 nint1; |n+3}_ =('ﬁfﬂ+13(;l’i’:2}), i<j=k (N
1.3 G . :
\ !
Daha genel bir ifadeyle asagidaki formil yazilabilir :
_ At \¥ [ Zaw o \V' -, . : S
N t'EMZ,l)--—tk . i 1u+3——1)’ Y £ 5o 51,0514 ) (8?
R T (n—1)! |

,..:_p"genel dederi gbz 6niinde tutulursa, r=iIp alinarak;:

ANV @ity ... X)P )”’

"‘(n ) - (n+1—1) )

EM(p) =

i I(n—1)!
bulunur

Simdi de tekrarsiz.ve tekrarh kombinezonlar esasma gore bu-
lunacak ortalamalardan hangilerinin daha biyik oldugunu goérelim.

Tekrarll kombinezon séyle yazilabilir : |
E X = Z ngﬂj'!'z x? ' B 611}
x=mj=1. - imglj i=1 k S

éag tarafin ilk terimi tekrarsiz kombinezoniu terimlerin topla-
mindan bagka bir ey degildir, Tekrarll ve tekrarsiz kombmezonlar _
igin ortalamalar sirasiyle . :
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£ l,-!jaf.j 2 m,w]-}— E a’:,— o ‘.: 2 fﬂt.’lfu

iwfaj O ey
- am+1) . 0 Tme=1) (§5)
Gk g ‘\ R T 2
olacaktir, Paydalar esit kilinir ve asagidaki esitsizlik yazilirsa:®
_ [zw,w,+2x,] " Ty
I =Y Dt )7 —(n +1) _(mn Tin(n 1) >0 (12)
baz sadelestirmelerden sonra . . .. . sl o

sonucuna vanlir; bu da tekrarli ‘kombinezonla bulunacak ortaiima-
nin tekrarsiz kombinezonlu ortalamalardan daha blylk oldugunu be-
lirtir, T St

Ayrica son egitsizlik‘_‘ gt‘?yle.d.e‘.y:dznlabili.‘r::-‘

pA Zo; 85 At
i 4 4
= ST
R

Her iki tarafm kare koku allnlrsa

Em,m, TR A ST ¢ ¢
\/2972 Vn m——l) L

kareli ortalamanin bu defa tekrars:z komblnezonlu ortalamadan daha
bilyiik ‘bldugu gérilir. ' £ o

Diger taraftan formdil (14) §u §ek|lde yaztlab|l|r:
( )Eﬂ?12> ﬂf.x;m}
Her ki tarafa. Xz ilave edilirse: -




l( ) ]Z””' >l + 1n) an

ishf o i

( )Zx{”>n ng @ 17

i=j "
buradan. da: S S
xS z'zjﬂ'}t o

(18)

n 7 antl)
5

yazilir ve dolayisiyle ortalamanin tekrarli kombinezonlu-crtalamadan

» daha biiylik oldugu anlasilr,

. _Son olarak yine fofmi]l (13) den hareketle
_ (m—1)Zx/>2 Zawe;
esitsizligin her iki tarafina

(n+1)Za?+ 20 Say 2,
¢kleyerek . )
| I[Ex2+ Ea,1> n+1) [T+ 2 B, (19)
ve n ile ¢arparak
2 Zx2+ Emiﬁc j] >n{n+ 15[22‘? +2Zxx]] | (20)

~bulunur. Ayrica bir seri icin .

(Zae) = in’+2 Z @i | (21)

esltl@ gozonunde tutulursa, e§|tS|zI|k (20) §u §;ek|lde duzenlenebl-
lir ;

Ew, + =, aa, oy o -
n(ﬂ+1) = (Ln ) 22)

ve buradan da iki tarafin kare koki alinirsa ortalamalar hesaplamir:
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> 2 A s Em; 3 . | L ’
XX +Zm,x,_> 7 _ ‘ (23)
nn+1) n S
2
Bu son formil de tekrarh kombinezonlu ortalamanin aritmetik orta-
iamadan daha biiylik oldugunu gdasterir.

Bulunan ortalamalar biy(kilklerine gbre siralanirsa :

Sug 2% : “Swr |
\/._ﬂ S|/ g7 s Eug y/ Eee 8
n —— % nin—1}
n(n+1) —g
2

yazilabiiir.

Formd! (9) a gbre i= 1,2,3, 4 ve p=-4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, 4
degerleri igin bulunacak ortalamalarin tekrarsiz kombinezoniu orta-
lamalarla karsilastiriimalarini gérmek {izere x1 =1;xa=3; xs=6 deger-
lerinden hareket edelim, Hesaplanacak ortalamatar asagidaki tablo-
da gérilebilir. Hatirlatalim ki~ ™ M(l,p) semboli tekrarli kombine~
zoniu ortalamayt ve M{l,p) sembolil de tekrarsiz kombinezoniu orta-
famay! belirtmektedir.

I i 2 3 3

p Ul pr s, py (MMl ot py |50 e? prinelop) {Shutd o] €,
-4 1,408 1,408 i,331 2,080 1,282 2,520) 1,247 2,912
-3 1,558 1,558 1,454 2,165% 1,388 2,567 1,338 2,912
-2 1,821 1,824 1,689 2,303 1,591 2,634 1,519, 2,912
~1 2,285 2,285 2,166 2,539 2,057 2,740 1,962 2,912
a 2,912 2,912 2,912 2,912 2,912 2,912 2,912 2,912
1 3,500 3,500 3,592 3,341 3,679 3,158 3,756 2,912
2 3,937 - 3,937 4,031 3,683 4,186 3,404 4,291 2,912
3 4,254 4,254 4,406 3,917 4,536 3,588 4,667 2,912
4 4,495 4,495 4,657 4,078 4,786 3,711} 4,891} 2,912
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Tablo degerlerinden izlenecedi gibi 1> 7 ve p>0 igin tekrarli kom-
binezonla bulunan tim ortalama degderleri tekrarsiz kombinezonlar-

-la bulunanlardan daha buyuktur *M{Lp) > M(,p). Buna karsilik

I>1 ve p<0 igin durum ters yonde gellslr vk M(t,p) < M(%p).

Hassas ortalamalarla |Ig|I| olarak - daha once yaptigimiz -bir ¢a-
ligmada genel formuiliin tekrarsiz kombinezon esasina dayandig! go-
ralmistd. Bu. defa tekrarli kombinezon, tekrarsiz ve tekrarli varias-

- yon iglemleri esasina gdre hesaplanacak ‘ortalamalarin yapisl (zerin-

de durarak ortalamalann daha dagenigletiimesi olana@ agtkland.
Bunlardan tekrarli kombinezonla hesaplanacak olanlarin ne gibi so-
nuglar sadlayacad: formillerle gosterildi ve kigik bir drnek verile-
rek tekrarsiz kombinezonlu ortalamalarla karsilagtirtimas: yapild:. -
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