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MATEMATIGIN ESTETIGI UZERINE

ON AESTHETICS OF MATHEMATICS

Cahit PESEN*

OZET: Matematik, dizilig ve i¢ uyum ile karakterize edi-
len bir sanattir{ 1]. Matematik bir ¢ok insan tarafindan anla-
silmas1 zor, sevimsiz bir ders olarak kabul edilmektedir.
Matematik bir diiglinme yolu olduguna gore, matematik 6§-
retmenlerimizin amaci, 6grenciye bilgi yiikklemek degil, zi-
hin geligimine katkida bulunmak olmalidir. Ayrica, 6gren-
cilerin matematige kargi olumlu yaklagim geligtirebilmele-
ri i¢in matematigin estetik yoniiniin ortaya konmas: yo-
niinde ¢aba harcanmalidir.

Bu makalenin amaci, matematik dersinin genel hedef-
lerinden olan "Matematige karg1 olumlu tutum gelistirebil-
me" ve "Estetik duyguyu geligtirebilme” hedeflerinin ka-
zandinilmasi ¢abasina katkida bulunmaktir. Bu makalede,
Matematigin estetik yoniiniin kegfedilmesi amactyla nasil
bir 6gretim yaklagimi igerisinde olunmas: gerektigi iizerin-
de durulmugtur.

ANAHTAR SOZCUKLER: Matematigin estetifi, ma-
tematik OFretimi.

ABSTRACT: Mathematics is a study of patterns and re-
lationships [1]. Mathematics is regarded as an unlovable
and a very hard subject to be understood by a lot of peop-
le. As Mathematics is being a way of thinking the aim of
mathematics teachers shouldn't be to load knowledge to the
students but to contribute to intellect developing. Besides
they should strive to direct the students to develop positive
manners for mathematics.

The purpose of this paper is to contribute the struggle
of zaining "the ability of positive manner for mathematics"
anc of "the developing aesthetic feeling." which is conside-
red as a one of the general target of mathematics. In this ar-
ticle we tried to find out how a teaching method should be
followed so as to explore aesthetic way of mathematics.

KEY WORDS: Aesthetics of mathematics, mathema-
tics teaching.

1. GiRIS

Matematik birgok insan tarafindan kaginil-
mast gereken bir kabus olarak goriilmektedir.
insanlarin matematikten hoglanmamalarinin ne-

deni, matematige dogru bakig agisinin onlardan
gizlenmig olmasidir{2]. Bir ¢ok insan matemati-
gin karmagik mantifin1 anlayacak kadar mate-
matik kafasina sahip olmadigini digiiniir.

Matematik kafasim belirleyici geyin mantik-
1a, titizlikle veya cebirsel formiillerle iglem ya-
pabilmekle ve hatta kat kat soyutlamalarn usta-
likla iistesinden gelme yetisiyle belki de fazla
iligkisi yoktur. Bunu en agik berrakhikla goren
Fransiz matematikci ve filozof Julos-Henri Po-
incare olmugtur. Amtsal yazilann yalmz matema-
tikciler ve filozoflar i¢in degil, degigik alanlarda
egitim gormiig insanlarda da hedefleyen Poinca-
re, matematige kargi "estetik duyarlilik"in mate-
matik¢inin ruhunu belirledigine inanirdi. Bu du-
yarlilik, matematik alaninda "ger¢ek yaratici”
olmak icin gerekli olan bir "ince elek" iglevini
yerine getiriyordu(2].

Matematiin genel hedeflerinden bazilan,
"Estetik duyguyu geligtirebilme", "Matematige
karg1 olumlu tutum geligtirebilme" ve "Matema-
tifin 6nemini kavrayabilme" dir. Bu hedeflere
ulagilabilmesi icin matematigin, estetik ile iligki-
sinin ortaya konmasi gerckir. Matematigin gii-
zelliini ve estetiini tam algilamadan bunlan
gergeklestirmek miimkiin degildir.

Estetik kuram, insan tarafindan yapilan veya
meydana getirilen nesneler arasinda 6zel bir
grupla ilgilidir veya daha iyi deyisle insan tara-
findan yapilmug olan geylerin 6zel bir iglevi ile
ilgilidir. Bu 0zel gruba giren geyler, kendilerine
estetik bir tavirla bakilmasi veya cstetik olarak
degerlendirilmesi mimkiin olan geylerdir([3].
Bunlardan biri de matematiktir.
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Estetik digiincesini matematik olarak ele
alan ve temellendirenler pisagorcular olmugtur.
Onlara gore evrene hakim olan ve evren uyumu-
nu saglayan gey sayidir, sayilar arasi orantidir.
Bunun zorunlu sonucu da, evreni bilmek de-
mek onun dayandifi sayi ve sayi ilgilerini bil-
mek demektir[4]. Estetigin belirleyicileri, oran
ve simetridir. Bu belirleme, pisagorculugun et-
kisi altinda kalan Platon'un ulagmig oldugu son
poktadir. Matematigin temelinde de oran ve si-
metri yatmaktadir.

Sanat diinyasinda hicbir benzeri olmayan bir
nesnellife sahip olmasina kargin, yaratict mate-
matigin giidiisii ve standard1 bilimden ¢ok sana-
tinkilere benzer. Matematiksel teoremlerin sinif-
landinlmasinda estetik kaygi hem mantiktan
hem de uygulanabilirlikten iistiin tutulur. Mate-
matiksel idelerin degerlendirilmesinde kesin
dogru olmasindan ya da yararli olma olasihigin-
dan ¢ok giizellik ve zarafet etken olur[5].

Resim, miizik ve edebiyatta bulunan estetik-
ten etkilenildigi gibi matematigin estetiinden
de etkilenilebilecegi unutulmamalidir. Matema-
tigin, siirde oldugu kadar belirlenmig bir estetik
degeri vardir{2]. Resim tuval, boya vb. den mey-
dana gelir. Bir resimde estetik olarak kendine
yoneldigimiz gey renk birlesimidir[3]. Edebiyat
diigiincelerin, fikirlerin belirli kurallar ¢erceve-
sinde yazili veya sozlii olarak ifade edilmesidir.
Miizik zamansal bir siraya gore takdim edilen
sesler ve duraklamalardan meydana gelen sanat-
tir[3]. Bunlarin anlamlan, ifade ettikleri seyler,
estetiktir. Miizigin ifade araci dil ve notalar, ede-
biyatin ifade araci dil ve kelimeler iken matema-
tigin ifade araci da dil ve sembollerdir. Siirler
ahenkle yazilan s6zciiklerden olugur. Matematik
ise sadece ahenkle yazilan sozciiklerle degil, za-
rif sembollerden de olugur.

Bir estetik nesne ile estetik bir iligki kurma-
muiz sonucunda bizde bir haz meydana geldigi
soylenebilir. Giizel bir filmi seyretmekten haz
duyarnz. Giizel bir romani okumak hogumuza gi-
der. O halde estetik bir iligki kurmamizin amaci
bizde bir haz duygusu uyandirmak, hogumuza
gitmek ve bizi heyecanlandirmak oldugunu soy-
leyebiliriz[3].
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Biitiin estetik nesnclerde farkli derecelerde
mevcut olan bir 6zellik vardir ki bu 6zellik, yine
varlik derecesine gore, bu sanat eserine estetik
degeri kazandinr. Estetik degerle ilgili yararh ve
dogru bir 6lgiit bulmak zordur. Estetik nesnenin
ozellikleri olarak sOyledikleri bir sanattan dife-
rine de farklilik gosterir{3]. Matematikteki nes-
nelere estetik bakigla bakilabilmesi amaciyla
matematikteki estetik nesnelerin nasil bulunabi-
lecegi iizerinde gesitli caligmalar yapilmgtir.

2. Matematiksel Diisiincenin Estetik Nite-
liginin Olgiilebilmesi i¢in Standartlar

Matematigin bir dizi sikic1 dnemsiz uygula-
malardan ibaret olmadif1 gosterilmelidir. Matc-
matigin kullanimi ve uygulanabilirliiyle birlik-
te estetik degerini vurgulayarak 6grenciler mate-
matife yakinlagtinlabilir. E§er matematigin su-
nulugu ve yaziligt estetik boyutu ortaya ¢ikara-
cak ve giire, miizife, resme kargt duyarlik gos-
termeye cahigtifimiz gibi, 6grencilerde matema-
tige karg1 duyarlilify geligtirecek gekilde calig-
malar yapildifinda, matematik hakkindaki dii-
siinceler degigtirilebilir.

Matematidi 6grenirken ve bu konuda ¢aligir-
ken, elementer diizeyde bile, daha 6nce aragtiril-
mamig bir estetik yol gosterme kavrami var-
dir[6]. Buna, estetik degeri olan v2'nin bir irras-
yonel say1 oldugu 6rnegi verilebilir.

Teorem: V2 irrasyonel sayidir.

Ispat: Teoremin yanlis oldugunu, yani v2'nin

rasyonel say1 oldugunu varsayalim. O zaman
V2=p/ q
yazabiliriz. Burada p ve q aralarinda asaldir.
Buradan,
V2 q=p veya 2q?=p?

sonucu ¢ikar. O halde p? bir ift sayidir. Oyley-
se p de bir ¢ift sayirdir. Demek ki bir ¢ tam say1-
s1 icin p=2c 'dir. Bu nedenle,

2q2 = (2¢)2

Oyleyse, q2 cifttir; daha once oldugu gibi, q
da cifttir. Bunun sonucu olarak p ve ¢q 'nun her
ikisi de ¢ift sayilardir ve bu nedenle 2 ile bolii-
nebilirler. Bu, bizim p ve ¢'nun aralarinda asal
olmalan yolundaki varsayimimiz. ile gelisir. Oy-

veya q2=2c2.
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leyse, v2'nin rasyonel say1 oldugu varsayumimiz
yanhgtir. O halde, V2 irrasyonel sayidir.

Simdi matematiksel estetigi biraz agalim.
Matematiksel diigiincenin estetik niteliginin 61-
ciilebilmesi igin standartlar olarak iki ilke belir-
lenmigtir[2].

a) Minimal Tamhk (Minimal Complete-
ners) : Matematiksel bir N nosyonu (teorem, te-
oremin ispati, denklem, esitsizlik veya tanim gi-
bi matematiksel nesne), matematiksel iglevini
yerine getirmek igin gerekli olan biitiin 6zellik-
leri igerir, konu dig1 higbir 6zellik igermezse, mi-
nimal tamlik ilkesi saglanir.

b) Maksimal Uygulanabilirlik (Maximal
Applicability): Matematiksel bir N nosyonu,
eger N digindaki matematiksel nosyonlara genig
olgiide uygulanabilir 6zellik igeriyorsa maksi-
mal uygulanabilirlik ilkesi saglanir.

Matematiksel bir nosyon eger bir anlamda,
tamam veya kendisine yeterli ise ve de fazladan
hicbir sey igermiyorsa, birinci ilke agisindan
onun estetik degeri vardir.

v2'nin irrasyonel say1 oldugunun ispat, ken-
di icinde yeterli oldugundan minimallik ilkesi
gegerlidir. Maksimallik ilkesinin sagladif1 ise,
ispat yonteminin, «/2, \/3, 1/4, ... 'nin de irras-
yonel say1 oldugunu ortaya koymak igin uygula-
nabilecegini gormekle anlagilir.

Minimallik ilkesini saglayip maksimallik il-
kesini saglamayan durum i¢in 6rnek vermek ge-
rekirse; "Herhangi bir pozitif reel say1 ile o say1-
nin tersinin toplam 2'den kiigiik olamaz "

Teorem: Eger x>0 ise x+1/x =2 olur.
Ispat :
x-1)2=20
oldugunu biliyoruz. Oyleyse,
x2-2x+1=20
x2+1= 2x
olur ve buradan,
x+1/x 22
elde edilir.
ispat kendi icinde yeterlidir. Ciinkii herhangi
bir reel sayinin karesinin negatif olamayacagi ve

bir egitsizliin "yOnii"niin iki tarafa egit sayilar
ilave etmekle ve pozitif sayilarla bolmekle de-
gismeyecegi diginda bir gey gerekmemektedir.
Oyleyse minimal tamlik ilkesi gegerlidir.

Ancak maksimal uygulanabilirlik ilkesinin
gecerli olmadig kesindir. Sonucun kendisi ¢ok
ozeldir. fIk esitsizlik aniden ortaya konmaktadir.
Ispat dogru olmasina ragmen zarif denemez.

Ardigik sayilann toplaminin n(n+1)/2 for-
miilii ile bulunabilecegini kesfettirmek igin Ga-
uss'un sekiz yagindayken 1'den 100'e kadar olan
sayilarin toplamim1 bulmadaki cstetikten yararla-
nilabilir.

Ogretmenleri 1 'den 100 ‘e kadar olan say1la-
rin toplamim bulmalarim istediginde biitiin ar-
kadaglan

1+2=3, 3+3=6, 6+4=10, ...
toplamlan ile ige baglamg, fakat Gauss
1 +2+ 3+.4+498+99+100
+ 100+99+98 +..+3 +2 +1
101+101+101+..+101+101+101

oldugundan aranilan toplamin yiiz kere yiizbir'in
yarsi, yani oldugunu fark etmigtir.

Ardigik tek sayilann toplaminin n2 formiilii
ile bulunabilecegini kegfettirmek icin benzer bir
yol takip edilebilir. Ogrencilerin "ilk yiiz tek sa-
yimn toplamu nedir?" sorusunu ¢ézmeye ¢alig-
tiklarim diigiinelim. Bu soru bir hesap makine-
siyle veya cebirsel formiil ile ¢oziilebilir. Fakat,
matematikteki estetigin yakalanabilmesi i¢in bu
sorunun cevabinin bulunmasinda agagidaki yon-
tem takip edilebilir.

Simdi, ilk iki tek sayiyr toplayalim;
143 =4

Iik iig, ilk dort ve ilk bes tek sayiy1 toplaya-
lim ve biraz diigiinelim:

1+3+5=9
1+34+5+7=16
143+5+749=25

Toplamlardaki cevaplara bakildifinda 4, 9,
16, 25 sayilannin 2x2, 3x3, 4x4, 5x5 ile baglan-
t1s1 kurulabilir.

Iik iki tek sayimin toplamm 2x2 olur.
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ilk ii¢ tek sayimin toplami  3x3 olur.

ilk dort tek saymin toplami 4x4 olur.

Ik beg tek sayinin toplamm 5x5 olur.

ilk yiiz tek sayinin toplarmi ne olur? 100x100
olur.

Bu sekilde birkag 6rnekten sonra dgrencile-
rin n2 genellemesine ulagabilecekleri agiktir.
Ogrencilerin matematikteki estetigi yakalayabil-
meleri icin bu tiir caligmalara yer verilmelidir.

Yukandaki ispat yontemleri 6zel oldugundan
bu ispatlarda minimallik ilkesinin gegerli oldu-
gunu sdyleyebiliriz.

S, n(n+1)

2k=""> M
Zk2 n(n+1)6(2n+1) @)
$i - n(n+1) 3

k=1

toplamlarinin tek bir yontem ile ispat edilebile-
cefini gosterelim:
(1-02)+(22-12)+(32-22)+...+(n2-(n-1)?)=n2  (4)
(13-03)+(23-13)+(33-23)+..+(m3-(n-13)=n3  (5)
(14-09+(2%-19H+(G4-29+.. . +(*-(n-1))=n*  (6)

Toplam notasyonunda, (4), (5), (6) formiille-
ri agafidaki gibi ifade edilir.

Z(kz—(k_l)z)=n2 @4")

k=1

Y& - k-1 =0’ 5)

k=l

> k! - k-1 =n

k=l

(")

@), (5" ve (6) formiilleri (1) , (2) ve (3) for-
miillerinin ispatlarina gotiiriir.

(1) Formiiliiniin ispati;

k2-(k-1)2=Kk2-(k2-2k+1)=2k-1

Bu yiizden (4') formiilii,
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2":(21(—1):112

k=l

ZZk ZL.

k=1

2.ik—~n:n2

k=l

Z.ik=n2 +n

Z“;k _ n*+n _n(n+1)
o 2 2

olur.
(2) Formiiliiniin ispati;
k3-(k-1)3=k3-(k3-3k2+3k-1)=3k2-3k+1
Bu yiizden (5") formiili,

> (3k* -3k +1)=n’
k=1

33k =33 k+ 31 =n’

k=1 k=] k=1

3218

k=1

n(n+1) tn=1n

Bu esitligin her iki yamum 2 ile ¢carparsak

6.3 k* —3n(n+1)+2n = 2n°

6.> k*=2n+3n’ +n=n(2n* +3n+1)
pas

=n(n+1)2n+1)

Esitligin her iki yamn 6 ile bolersek

“ K2 = n(n+1)(2n+1)
& ;

bulunur.
(3) Formiiliiniin ispat;
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Y &' - -1 =n

k4-(k-1)4=4k3-6k2+4k-1

4.21(3 —s.ikl +4ik-§nj1 =n*
k=1

k=1 k=t k=1

437k’ —(2r° +3n’ +1)+(20° +2n)-n=n"

k=1

43X =n 211 +1 =0 420D =r (a1}
k<

Egitligin her iki yanim 4 ile bolersek

ikg’ _ n2(n+1)2
k=1 4

elde edilir. Toplam notasyonunun kullanilmasi
ile gergeklestirilen ispat yaklagimlarn

n n
4 [
Zk ’ kZ k*. , ... formiillerinin ayni gekilde ta-
k=l =1

mmlanmasinda uygulama avantajina sahiptir.

Bir bagka 6rnek vermek gerekirse, limitlerde-
ki baz: belirsizlikleri yok etmek i¢in kullanilan
carpanlara ayirma ozelligi, minimallik ilkesini
saglarken, biitiin belirsizlikleri yok etmek icin
kullanilan L'Hospital kurali ise maksimal uygu-
lanabilirlik i¢in bir 6rnek olugturabilir.

SONUC VE ONERILER

1. Resim, miizik ve edebiyata duyulan ilginin
matematige de duyulabilmesi i¢in mate-
matik 6gretiminde matematikteki estetigin
ortaya konulmasi ile miimkiin olacaktir.
Bu durum matematige kargi olumlu tutum
geligtirecektir.

2. Matematikteki estetik dfrencileri harekete
gecirmelidir. Ofretmenler, derslerde ma-
tematigin estetik boyutunu vurgulamah-
dirlar.

3. Ders kitaplant matematigin estetik boyutu-
nu ortaya koyacak gekilde diizenlenmeli-
dir.

4. Opretmenler matematiksel diigiincelerin
minimal tamlik ve maksimal uygulanabi-
lirlik 6zelliklerine dikkat ¢ekmelidirler.

5. Ogretmenler matematiksel diigiincelerin
yatay ve dikey iligkilerine dikkat gekerek
bir 6gretim gergeklestirmelidirler.

6. Matematikteki nosyonlarin iglevi bizde es-
tetik tepkiler uyandirmalidir.

7. Matematikteki estetigin dgrencilere
hissettirilebilmesi igin ilkogretimini ilk
yillarindan itibaren 6gretmenlerimiz sem-
bolleri tahtaya gegirirken semboller ara-
sindaki iligkiye dikkat ederek yazmaldir-
lar.

8. lIkogretimin ilk yillarindan iniversite yil-
larina kadar matematigin estetiginin orta-
ya konulmasi yolunda ciddi ve sistematik
bir caba harcanmalidir.
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