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BELIRTISiZ TOPOLOJIK UZAYLARDA «-HAFIF
TIKIZLIK

Dog. Dr. Dogan COKER*
Yard. Dog. Dr. Haydar E§**

Ozet: Bu caliymada belirtisiz topolojik uzaylarda o-hafif tkizhik
ele alinmaktadir. Belirtisiz o-hafif tikiz uzayin belirtisiz siirekli goriin-
_ tlisiiniin  o-hafif tikiz oldugu ve belirtisiz a-hafif tikiz uzayin kuvvetli
siirekli goriintiisiiniin o-sayiabilir tikiz oldugu gosterilmektedir.

Abstract: This paper discusses fuzzy o-light compactness in fuzzy
topological spaces. We show that the continuous image of an o-light
compact fuzzy topological space is o-light compact and that the fuzzy
strongly continuous image of an a-light compact fuzzy topological space
is a-countably compact. '

GiRi§

Belirtisiz kiime kavramu ilk kez Zadeh tarafindan tanitilmigtir.!
Belirtisiz topolojik uzay ve tikizlik kavramlari Chang tarafindan veril-
mig,®> Lowen tarafindan farkli tikizhk tiirleri aragtirilmigtir.® Belirtisiz
topolojik uzaylarda o-tikizhk kavrami Ganter, Steinlage ve Warren
tarafindan®; a-sayilabilir tikizhk ise, Malghan ve Benchalli tarafindan
verilmigtir.? '

Chang anlamindaki belirtisiz topolojik uzaylarda bazi zayif tikiz-
liklar® & " ®de aragtnlmigtir. Bu caliyjmada o-titkizhfin zayif formla-
rindan biri olan o-hafif tikizlhik ile ilgili baz1 sonuglar verilecektir.

ONBILGILER ‘
X bog olmayan bir kiime ve F(X)={f] f:X >[0,1]} olsun. F(X) in
ogelerine X in belirtisiz altkiimeleri denir.! T=F(X) altailesi igin (i)
Oet ve ler, (ii) vf, ger igin fAger ve (iii) v fieT, yiel igin i\£I fier  kogul-

lar1, saglaniyorsa, T ailesine X iizerinde bir belirtisiz topoloji denir.
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Bir f belirtisiz kiimesi icin f nin kapanigt olan T ve f-nin ici olan f°
f=inf{geF(X):g>f, g kapah},
fe=sup{ger:g<f}

ile tammlamr.?

Bir (X,7) belirtisiz topolojik uzay1 ve «g[0,1) sayis1 verilmis olsun.
Belirtisiz kiimelerin bir U ailesi X in o-ortiisiidiir <——> her xeX igin
g(x) >« olacak sekilde bir gelU belirtisiz kiimesi vardir.* Bir (X,) belir-
tisiz topolojik uzayr a-tikizdir <——> X in belirtisiz agik kiimelerden
olusan her o-ortiisii sonlu bir c-altortii bulundurur.

Bir (X,1) belirtisiz topolojik uzayr ve Fe X altkiimesi verilsin. F alt-
kiimesi X in o-kapal altkiimesidir <> her xeX-F igin u(x) >a ve
uAyr=0 olacak sekilde bir uer vardir. Burada F klasik anlamda alt-
kiime olup xr, F nin karakteristik fonksiyonudur.® (X,T) belirtisiz uzay1
icin, A kiimesi o-agiktir <> X-A «-kapalidir. Bagka bir deyigle A o-
agiktir <——> her xeA igin u(x) >ave uAy(x.a)=0 olacak sekilde bir
wer kiimesi vardir.* Bir (X,7) belirtisiz topolojik uzayr ve AcX alt-
kiimesi verilsin. Bir xeX noktast A nin a-zayif yifilma noktasidir <—>
u(x) >a olacak bigimde her uer icin WNads} #0 dir. A kiimesinin
a-zayif kapanig ise, A kiimesi ile A min a-zayif yigilma noktalarinin
bilesimidir." :

(X,7x), (Y,7y) belirtisiz topolojik uzaylar ve f:X >Y ‘fonksiyonu
verilmig olsun. Her gery icin fl(g)erx ise, f fonksiyonuna belirtisiz

siireklidir denir. f belirtisiz siireklidir <—> her geF(Y) icin f(g)
<f1(g) dir.*®

«-HAFIF TIKIZLIK

1. Tanim: Bir (X,7) belirtisiz topolojik uzay1 o-hafif tikizdir <—>
X in her sayilabilir a-acik ortiisiinden kapaniglar: X in bir o-6rtiistini
olugturan bir sonlu altaile segilebilir.

Aqiktir ki her belirtisiz sayilabilir a-tikiz uzay a-hafif tkizdir, ayrica
her belirtisiz o-hemen hemen tkiz uzay o-hafif tikizdir. Belirtisiz o-hafif
tikiz uzay1 belirtisiz regiiler agik kiimelerle karakterize edebiliriz.

2. Teorem: Bir (X,T) belirtisiz uzay1 o-hafif tikizdir <—> X in
her sayilabilir regiiler agik o-6rtiisiinden kapanislart X in bir o-ortiisiini
olugturan bir sonlu altaile segilebilir.

Kamt. Gereklilik acik olup yeterliligini gorelim: U={u;:ie|N},
X in belirtisiz agik bir a-6rtiisii olsun. O halde {(u)’}ne [N, bir regiiler
agik a-Ortudir. Ustelik u,<w%<w oldugundan {u}i-1,..n,X in sonlu
a-ortiisidiir. O halde X a-hafif tikizdir.
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3. Teorem: Bir belirtisiz a-hafif tikiz uzayin bir o-zayif kapah
altkiimesi a-hafif tikizdar. '

Kanit. F, (X,7) o-hafif tikiz belirtisiz topolojik uzayin «-zayif kapal
altkiimesi olsun. U= {a,:ne/N}, F nin sayilabilir a-agik ortiisii ise F o-
zayif kapali oldugundan her x eX-F igin a,(x) >a ve anAyxr=0 olacak
sekilde a,.er belirtisiz kiimesi vardir. Bu durumda v={ay xeX-F,
ne [N}ul, X in sayilabilir a-agik ortiisiidiir. X in o-hafif tikizhigindan,
bit  {GaxperosBnmfU{apeesamp  ailesi X in o-Ortiistidiir.  Boylece
apeesam), F onin a-ortiisii olup, F o-hafif tikizdir.

4. Teorem: Bir belirtisiz a-hafif tikiz uzayin belirtisiz siirekli gériin-
tiisii de o-hafif tikizdar.

Kanit. (X,7) ve (Y,7') belirtisiz topolojik uzaylar olsun. Bir f: X >Y .
déniigiimii belirtisiz siirekli, érten ve U={a,:ne |N} ailesi de Y nin sayi-
labilir o-agik ortiisii ise, £1(U)={f'(an):a,eU} ailesi X in sayilabilir
«-agik ortiistidiir. Gergekten, her xeX i¢in f(x) €Y oldugundan bir a,eU
belirtisiz kiimesi vardir 6yle ki an(f(x)) >a dir. Boylece f!(ay,)(x) >«
olur. X a-hafif tikkiz oldugundan sonlu bir {f!(a,),....f"!(a,)} o-altortiisii
vardir. Buradan {a,,...,an}, Y nin sonlu o-6rtiisiidiir. Gergekten; yeY
ise, qxeX y=f(x) dir. Boylece gk, 1<k<n &yle ki £1(ay) (x) >a dir.
1 (ax) (x) =f(a;) (x) >« oldugundan 7 (f(x)) >« veya a(y) >a gikar.
Béylece Y uzayr o-tikizdir.

Belirtisiz topolojik uzaylar igin yapilan belirtisiz kuvvetli siireklilik
tammim vermek istiyoruz. (X,rx) ve (Y,7y) belirtisiz topolojik uzaylar
ve f:X »Y fonksiyonu verilsin. X’de her A belirtisiz kiimesi igin f(%)<f(A)
ise, f ye belirtisiz kuvvetli siirekli fonksiyon denir.® Belirtisiz topolojik
uzaylar icin verdigimiz hafif tikizlikla ilgili bir 6zelligi o-hafif tikiz uzay-
lar i¢in yineleyebiliriz:

5. Teorem: Bir belirtisiz «-hafif tikiz uzaymn belirtisiz kuvvetli
siirekli goriintiisii sayilabilir a-tikizdar.

Kanit. (X,7x) belirtisiz o-hafif tikiz ve f:(X,rx)—>(Y,Ty) belirtisiz
kuvvetli siirekli ve 6rten fonksiyon olsun. U ailesi Y nin «-agik Ortiisii ise,
£1(U) ailesi X in sayilabilir o-agik ortiisiidiir. (Kuvvetli siirekli her
fonksiyon ayni zamanda siireklidir.) X in oa-hafif tikizhgindan sonlu bir
{f'(a,),-...f*(an)} altailesi vardir oyle ki {f*(a;)},<;<a X in bir o-ortiisii-
diir. Simdi {a;};<;<, nin Y nin bir o-ortiisii oldugunu gosterelim.
yeY ise, y=f(x) olacak bigimde bir xeX vardir ve dolayisiyla f'(a;)
(x) >o olacak bigimde bir ;, vardir. Her A icin f()<f(A) taniminda
A=f1(a;,) alacak olursak f(F!(a;))<f(F (ai))= ai, —>F (i) <f'(ai)
bulunur. Béylece £'(a;) (x) >a Z>a;,(f(x)) =a;,(y) >« diye istenen gey

elde edilir. O halde Y, a-sayilabilir tikizdur.
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Belirtisiz zayif siireklilik tammi Azad tarafindan yapilmistir: £:X Y

fonksiyonu verilsin; her pery igin £ (W)<[f(W)]° ise, f ye belirtisiz
zayif siirekli fonksiyon denir.'

6. Teorem: Bir sayilabilir o-tikiz uzaym belirtisiz zayrf sirekli

gbriintiiéii a-hafif tikizdir.

10.

11.

13.

14.
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Kamit. 3.4 Teorem ve 3.5 Teoremde izlenen yontemle goriiliir.
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