Korkmaz ve Ucar / Usak Universitesi Fen ve Doga Bilimleri Dergisi 51-64 2019 (2)

Usak Universitesi Fen ve Doga
Bilimleri Dergisi

Usak University Journal of Science and Natural Sciences

http://dergipark.gov.tr/usufedbid

Arastirma Makalesi / Research Article

Farkl Tiirden Fonksiyonlar i¢in Uyumlu Kesirli integral
Esitsizlikleri
Fatma KORKMAZ, Deniz UCAR*

Matematik Boliimii, Fen Edebiyat Fakiiltesi Fakiiltesi, Usak Universitesi, Usak, Ttirkiye

Gelis: 30 Ekim 2019 Kabul: 22 Kasim 2019 / Received: 30 Ekim 2019 Accepted: 22 Kasim 2019

Abstract

In this study, we obtain new fractional integral inequalities for convex functions and some different
functions, using conformable fractional derivative and integral. We extend and generalize some important
inequalities in the literatiire.
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Ozet

Bu calismada, uyumlu Kesirli tiirev ve integral tanimlar1 yardimiyla, konveks fonksiyonlar ve bazi farklh
tiirden fonksiyonlar i¢in yeni Kesirli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Literatiirde var olan bazi 6nemli
esitsizlikler genisletilmis ve genellestirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Uyumlu tiirev ve integral, konveks fonksiyon.
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1. Giris

Kesirli mertebeden tiirev ve integral, klasik tiirev ve integral kavramlarinin
genellestirilmesidir. Kesirli mertebeden tiirev kavrami ilk kez L’Hospital ve Leibnitz
arasindaki mektuplasma sirasinda ortaya ¢ikmistir. Bu mektuptan sonra pek ¢ok
matematik¢i bu konuda c¢alismalar yapmistir. Bu konuda ilk uygulamanin yazilmasi
1823’de Niels Henrik Abel’e aittir. Abel bir ¢alismasinda karsisina ¢ikan bir integral
denklem ¢o6ziimiinde kesirli basamaktan tiirevleri uygulamistir. Abel’in bu giizel ¢éziimii,
Liouville’nin dikkatini ¢ekmis ve ilk olarak Liouville tarafindan kesirli basamaktan tiirev
icin mantikli bir tanim verilmesini saglamistir. Liouville’nin tanimini bircok matematikgi
zaman zaman yeniden ele alarak yeni Kkesirli tiirev ve integral tanimlari elde etmislerdir
[1-3]. Bu tanimlardan bazilar1 sunlardur.
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Tamim 1.1: f fonksiyonu her sonlu, (a, t) araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun. m €
N,m —1 < a <m olamak lizere t > a i¢in reel bir f fonksiyonunun a. mertebeden
Riemann-Liouville tiirevi

1 am t  f@@)
T(m—a) dx—mfo (x — pyer-m &F

D*f(x) =

ile tanimlanir.

Tanim 1.2: f € C, (u = —1) olmak lizere t > 0 ve @ > 0 iken a. mertebeden Riemann-
Liouville kesirli integrali

a — 1 t a—1 d
J f(t)—mof(t—r) fde

seklinde tanimlanir. Riemann-Liouville kesirli integrali operatérii icin a,f = 0 olmak
lizere, yari-grup ozelligi

JUPf(®) = J* P F(D)
ve degisme ozelligi

JUPF@) = JFJof (1)
saglanir.

Tanim 1.3 :a > 0ve y > aicin,

y
a — 1 a—1
JifO) = 1o f (v — D f (@) de

seklinde tanimlanan kesirli integrale a. mertebeden sagdan Riemann-Liouville kesirli
integrali denir.a > 0vey < b icin,

b
1
A O) = s [ = p e
y

seklinde tanimlanan kesirli integrale ise a. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli
integrali denir.

Tanim 1.4: m pozitif bir tam say1 olmak lizere m — 1 < a < m i¢in f fonksiyonunun
Caputo Tiirevi,
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DEf(z) = ﬁf(z — fym-a-1 fm gy

seklindedir.

Tanim 1.5: f: [0, ) — R bir fonksiyon olsun. t > 0 ve a € (0,1) i¢in

ft+et'™) = f(1)

&

T,f () = lim
£-0
ifadesine, f fonksiyonunun a-kesirli tiirevi veya uyumlu tiirevi denir.

Tanim 1.6: f:[0,0) — R fonksiyonunun 0 < a < 1 olmak {izere a.mertebeden soldan
uyumlu kesirli tiirevi

f+et—a)=*) —f()

&

TE(@) = lim
olarak tamimlanir. Eger (a, b) araliginda T2(f)(t) tiirevi varsa
TE(H)(@) = lim T2 £(£)

seklindedir. Benzer sekilde f fonksiyonunun a.mertebeden sagdan uyumlu kesirli tiirevi,

o T G Glndo i Rt (0

li

id &
olarak tanimlanir.

Uyumlu tiirevin bazi temel 6zellikleri su sekildedir.

T,(af + bg) = aT,(f) + bT,(g),Va,b € R.
Ta(fg) = fTa(g) + gTa(f)
T,(tP) = ptP~*,¥p € R.
\ _ 9Ta(f)—fTa(g)
Ty (;) - g2
T,(c) = 0, c sabit.

A N

Tanim 1.7: f:[0, ) — R fonksiyonu verilsin. t > 0 ve @ € (0,1) icin,

t

19F(8) = f x@ £ (x)dx

a

integraline, f fonksiyonunun a-uyumlu kesirli integrali denir.
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Uyumlu kesirli analiz yardimiyla bazi farkli fonksiyonlar icin yeni esitsizlikler incelenirken
kullanacagimiz fonksiyon tanimlari ise su sekilde verilebilir.

Tanim 1.8: f: [u, v] = R fonksiyonu Vx,y € [u,v] ve 1 € [0,1] icin,
fOx+ (A =-Dy) <Af )+ A -Df W)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlik yon degistirirse
f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

Tanmim 1.9: Negatif olmayan f:/ ¢ R - R fonksiyonu Vx,y € [ ve 1 € (0,1) i¢in

f) )
f(/1x+(1—/1)y)ST+m

esitsizligini sagliyorsa Q(I) sinifindandir denir.
Tanim 1.10: f negatif olmayan bir fonksiyon ve Vx,y € I, VA € [0,1] aralig1 i¢in

fAx+ (A -Dy) < f(0) + f)

esitsizligini sagliyorsa f:I € R — R fonksiyonu P fonksiyonudur veya P(I) sinifina aittir,
denir.

Tanim 1.11: h:I c R - R bir pozitif fonksiyon olsun. f:I € R — R fonksiyonu negatif
olmayan bir fonksiyon, Vx,y € I ve 4 € (0,1) i¢in

fQAx+ (1 =2Dy) < h(Df () +h(1 = Df(y)

esitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonu h-konveks fonksiyondur veya SX(h, I) sinifindandir,
denir.

x ve y pozitif sayilarin r. mertebeden kuvvet ortalamasi

1

T _ T;
Mr(x,y;z>={@x HA-Dyyr L 0
xtyts , r=0

seklinde tanimlanmustir. Pearce ve digerleri bu esitsizligi, Vx,y € [a,b] ve A € [0,1] i¢in

fQx+ (1= DY) < Mo (£ £ ),z)={“[f @I+ A=DFGFF - 720
i g S FEOPIF O r=o

[a, b] araliginda taniml r -konveks pozitif f fonksiyonuna genellestirmislerdir. Farkl
tiirden fonksiyonlar ile ilgili daha ayrintili bilgi [4-8] makalelerinde bulunabilir.
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2. Uyumlu Kesirli integral Esitsizlikleri

Bu béliimde, farkl tiirden fonksiyonlar i¢in uyumlu kesirli analiz yardimiyla elde edilen
bazi esitsizlikler verilmistir.

Teorem2.1: f € Q(I), a,be€l, 0 <a<bvef €L[a,b]olsun. a > 0 olmak iizere

a+b < 2 \ F'(a+1)
( 2 )—(b—a)a"'r(n+1)r(a—n)

[18f () + "Lf (a)]
uyumlu kesirli integral esitsizligi saglanir.

ispat: f € Q(I) oldugundan,

esitsizliginde A1 = isegilirse Vx,y € I igin
x+y
r(552) =200 + F»))

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi % t"(1 — t)* ™ 1ile carpilirsa,

1 2
—f () -0 < 2 (700 + F0)e - et

bulunur. Elde edilen esitsizlik [0,1] araliginda t ye gore integrallenirse,

1

lff (x + Y> th(1 — t)* 14t S%f(f(x) +f(y))tn(1 — )en-1g;

n! 2
0

<£ff(x) t"(1 —)* " dt + Eff(y) t"(1 — £)* " 1dt
! n!

elde edilir.
x=at+1—-t)by=1—-t)a+tb

yazilarak doniisiim uygulanirsa,
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1 b
Eff (a; )t”(l —t)* " 1dt
2 i n a-n—-1
Sajf(at+(1—t)b)t(1—t) dt
0
2 1
+ ﬁjf((l —ta+th)t"(1—0)* ™t <, + 1,
0
2 i n a-n-1
11=Ejf(at+(1—t)b)t(1—t) dt
0

b—u
u=at+(1—t)b,du=(a—b)dt,t=Ta,t=0—>u=b,t=1—>u=a

b
olmak iizere,
2 b—u\" b—w\*™1! du
Il:ﬁbff(”)< - ) (1_b—a) a—>b
(h-w"u-—a)*"1 1
__ff( ) —a)" (b—a)“‘"‘lb—adu
2 2
= f F@) (b = 0" = @ = s (D)

L= %f f((1=Da+th)t"(1— ) ldt
0

u=(1-t)a+th, du—(b—a)dtt—b— t=0-u=a,t=1-u=>b olmak
uzere,

b
2 - n — a-n-1 (_)n(b )anld
L=={re(G—) (1—1;_2) ‘ —ff()u s

2

=G "If (@)

f FQOG = @) =0 du =

B(a, b) = fox t% 1 (1 —t)>~'dt oldugundan,

a+b\ 1 a+b
f(—'Z)f tn(l _ t)a—n—l dt — f( '2 )
n! n!

0

f (aZLb) 'n+ DIl'(a —n)
n! I'(a+1)

B(n+1,a—n) =
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(D) e+ D —n)
n! [(a+1) (b

2
— e [1&f () + "l.f(@)]

bulunur. Elde edilenler diizenlenirse,

f(a+b> 2 , Tle+1)

2 )= -0" " T+ Dl@—n) [1£(B) + "l.f ()]

bulunur ve béylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem2.2:f € P(I), a,b€l, a<bvef € L{la,b], B> 0olmak iizere,

b 2 r 1
P < = TOHD fary 4 21 f@)] < 20f(a) + 0]

2 ) -a* "T+ D(a—n)
uyumlu kesirli integral esitsizligi saglanir.
ispat : Teorem 2.1 deki ispata benzer sekilde,

a+b)

2[flat+ (1 —0)b) + f((1 —t)a +th)] = f(T

esitsizliginin her iki tarafi %t"(l —t)* "1 jle carpilir ve [0,1] aralifinda t ye gore

integrallenirse,

2 1 b) t" a—n—ld 2 1 b)t" a—n—ld
Eff(at+(1—t) )t (1 —1t) t+aff((1—t)a+t)t 1-1t) t

a+ by 1
> %[ t"(1 —t)* "4t

0

a+by 1
Ln'T) f t"(1— )" dt

0

L+1,>

2 i n a-n-1
11=Eff(at+(1—t)b)t a-0 dt

u=at+(1—t)b,du=(a—b)dt,t=z%z,t=0—>u=b,t=1—>u=a olmak

uzere,
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e (-2

ff( )(b wr(u—a)* ™t 1 s

—a)"(b—a)* " 1h—a

2 b n anld 2 1(1 b
= ff(u)( )" = ) = s (ED0)
I, = %j f((1=0a+th)t"(1—6)* ™ ldt
u=1-t)a+th,du=(b—a)dt, t—b— t=0-u=at=1->u=5»b
olmak iizere,
b
2 U — a\" u—a\* "1 du wu—a)"(b—w* ™1t du
== [ (=) (1—b_a) ff() T
2 nb anld 2 bI
= f FaO = (b = )" d = s e @)
a+b
f( ) [I“f(b) + "I f(a)]

Tﬂ(n+1a n)_(b

f(a;rb)r(n+1)r(a—n)< 2 taraya
nl far D S G- O+ (@]

elde edilir ve boylece birinci kisim ispatlanmis olur.

f € P(I) oldugundan,
flat+ (1 -0v)b) < f(a) + f(b)

f((Q=t)a+th) < f(a) + f(b)

esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,

flat+ @1 —0)b)+ f((1—a+tb) < 2(f(a) + f(B))

elde edilir. Esitsizliginin her iki tarafi %t"(l —t)* ™ 1ile garpilir ve [0,1] araliginda t ye

gore integrallenirse,
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1

2 2
G 8B + L @] < 5 [ 1= 07 (@) + £ b))
0

2 1
< Ej t"(1— )1 (f(a) + f(b))dt
0

< MJ t"(1—t)* ™14t
n!
0
2(f(a@) + (b)) 2(f(a) + f(B))T(n+ DI'(a — n)
STﬁ(n+1,a—n)S n! [(a+1)
2 Z(f(a) + f(b)) F'n+ D' (a —n)

[1¢f(B) + *I.f(@)] <

(b —a)e n! Fa+1)

bulunur ve béylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.3 : f:[a,b] - (0,), [a,b] lUzerinde r-konveks bir fonksiyon ve 0 <r <1
olsun.

1
b-oF [1&f () + PL.f(a)]

S@B<n+%+1’a_n>+%ﬁ<n+1,a+n+%>

! !
+@ﬂ(n+1,a—n+%)+%[f(n+1+%,a—n)

uyumlu kesirli integral esitsizlikleri saglanir.

ispat : f fonksiyonu r-konveks ve r > 0 oldugundan t € [0,1] i¢in
flat + (1= 0b) < CIF@] + (1 = OF B

1
fla@ =6 +th) < (A - OIf @] + t[fB)
esitsizlikleri yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

flat+ A —=t)b)+ f(a(1—1t) + tb)
< CLF@T + A - OUF O + (A - O @I + tLF B

1
=

bulunur. Esitsizligin her iki tarafi %t"(l — t)* ™ !ile carpilir ve [0,1] arahiginda t ye gore

integrallenirse,
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%t”(l —)* " f(at + (1 —t)b) + f(a(1 — t) + tb)]

1 1
st -oerT [(t[f(a)]r + (@ - OF BT
+(@ - Dlf @I + t[f(b)rf]

j%t”(l —t)* " f(at + (1 — t)b)dt

% t"(1—t)* " 1f(a(1 —t) + tb)dt

0
1 1
< f — (A = D @) + (- OLF B )rde
f (1 — DT (- O @T + elF B de
0

elde edilir. Burada Minkowski esitsizligi kullanilirsa,

1 1 1
L= f — (1= DT F @) + (1 - DIF ()] rde
0

1 1 1
L= [ "= 0% (@ - O @) + elf B Y de

olmak iizere,

1 1 A r 1 1 . r
L < (f Etn(l - t)“‘"‘ltrf(a)dt> + (f Et" (1-p)e ™11 - t)rf(b)dt>

0 0

I = f—t"+r(1—t)a"1f( )dt_f()f £ (1 — )T "1dt

—f(a)B( +%+1,a—n>

11 1 b : 1 b 1
I = fﬁtn(l — ) f(b)dt = %f t"(1-t)* M = %B(n +lLa—n +;)

11_<@B<n+ +1a )) <Lb)[3<n+1a—n+1))r
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elde edilir. Benzer sekilde

1 1 . r 1 1 . r
I, < jﬂtn(l -1 - t)rf(a)dt | + fﬁtn(l —)* " rf(b)dt
0 0
I; = fr(zcll) th(1 - 1Jr_dt fff) B (n +1l,a—n+ 1)

12**=f( )J "+_(1 £)* " de = f()[3<n+1+%,a—n)

bulunur.

IZS(QB(n+1a—n+ )) <f(b)[3( +1+%,af—n))r

elde edilir. O halde

1

f%t"(l —t)* " 1f(at + (1 — t)b)dt

0
1

+fltn(1—t)a—"—1f(a(1—t)+tb)dt J@ )B( +%+1,a—n>

+&B(n+1 a—n+ )+@B(n+la—n+1)

+MB( +1+%,a—n>

elde edilir. Teorem 2.2 deki I; ve I, den

1
= Ia(f(b)) T blaf(a) b-aF [Ia(f(b)) + "l f (a)]
<EB( +-+1a )+&ﬁ( +1,af—n+%>
+%B(n+1,a— + )+Q,8< +1+%,a—n)

bulunur ve béylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.4 : f € SX(h,I), a,b €1, a <b ve f € Ly[a, b] olsun. h-konveks fonksiyonlar
icin,
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1
h(5)T(a+1)
Fn T Dr@—m o —ae aU M)+ "laf @]
L%) [f(a) + f(b)] f t"(1— )™ 1 [h(t)
“T'(n+ DI'(a—n) J

+h(1—-t)]dt

fla+b) <

uyumlu kesirli integral esitsizligi saglanir.
ispat : f fonksiyonu h-konveks oldugundan,

x=at+(A—-t)by=_1A—-t)a+thvea = % segilirse,

f(at+(1—t)b+(1—t)a+tb

2 2 ) ( )f(at+(1—t)b)+h( )f((l—t)a+tb)

r(* er b) <h (%) [f(at + (1 = b) + (1 - Da + tb)]

yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi %t”(l —t)* "1 jle carpilir ve [0,1] arali@inda ¢ ye
gore integrallenirse,

1 1

[ e (52 de < [ e - oetn (5) o + - b
0 0

1

+f%t”(1 £ya-n- 1h( )f((l—t)a+tb)dt

0
Teorem 2.1 deki ispata benzer sekilde,

(2

b
)" Iof (@)

1
S h() 1) + G-

2 n! ~ -

12(F(B)) + "I f(@)]

f (azj) [+ Dla—n) _ h (%) [
n! M(a+1) “-a)*

bulunur. Boylece esitsizligin birinci kismi ispatlanmis olur.
f € SX(h,I) oldugundan
flta+ (1 - 0b) < h(©)f (@) + k(1 - Df (b)

f((Q=t)a+th) <h(1—1t)f(a) + h(t)f(b)
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yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

flta+ @ —0)b)+ f((1—t)a+th)
< h(@®)f(@) +h(A-0)f(b) + h(1 —t)f(a) + h(t)f(b)

flta+ (1 —0)b) + f((1 = a+tb) < [R() + h(1 — O][f(a) + f(D)]

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi %t"(l —t)* "1 jle carpilir ve [0,1] aralifinda ¢t ye
gore integrallenirse,

1

f%t"(l —)* " (ta+ (1 — t)b)dt

0
1

+ f%t”(l — ) ((1—ta+ th)dt

0
1

1
= f — (1= O RO + (1 - D]If (@) + f(D)]dt

1 1
mla (f(b)) + m blaf(a)

< MI t"(1 = " [A(6) + h(1 - O)]dt

1
fa+ b+ nra-—n _ h (3)
n! Na+1) “(bh-a)“

@U@+ )]

[12(F (D) + *L.f(0)]

1

f t"(1—t)* ™ 1[h(t) + h(1 —t)]dt

0

n!

bulunur ve béylece ispat tamamlanmis olur.

3. Tartisma ve Sonug

Bu ¢alismada bazi 6nemli kesirli tiirev ve integral tanimlarina yer verilmistir. Uyumlu
(conformable) Kkesirli integrali yardimiyla 6zel tipten fonksiyonlar i¢in 6nemli kesirli
integral esitsizlikleri incelenmistir. Calismada elde edilen bu esitsizlikler farkl yeni kesirli
integral tanimlar1 kullanilarak genisletilerek yeni arastirma alanlari olusturulabilir.
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