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Abstract

In this study, we have defined the congruence curves of planar curves consructed by their own Frenet
vectors and examined their properties under some special cases.
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Ozet

Bu c¢alismada diizlemsel egrilerin kendi Frenet vektorleri yardimiyla olusturduklari kongriians egrileri
tanimladik, baz1 6zel durumlar altinda 6zelliklerini inceledik.

Anahtar Kelimeler: Kongiirent egriler, Frenet catisi, diizlem egrisi.
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1. Giris

Bir a(t) dizlem egrisi | < IR—>E? ile tanimlansim. o(t) egri boyunca, egrinin her
noktasinda {T(to), N(to)} vektorleri ile siki sikiya bagh bir vektor alani olsun. Herhangi
bir t=ty | i¢in {a)(to),a(to)} lineer bagimsiz olmak lizere w(ty) vektor alanina gore bir
kongriiansi

B(ty) —alty) € Sp{a(ty)} < alty) = Bty)(modw(ty))
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seklinde tanimlayalim. Bu sekilde tanimli bagintinin denklik bagintis1 oldugu kolaylikla
gosterilebilir. Her to € | icin tamimlanan denklik bagintisi ile elde edilen Op(ty)

vektorleri diizlemde yeni bir egri olusturur. Olusan bu egrinin regiiler egri olma sart1

=0
t=tg

ile verilebilir.

a:1— ES birim hizhh bir egri olsun. {T(s),N(S),B(S)} tgliisiine «(S) egrisinin Frenet
catis1 denir. Burada T(s), N(s) and B(S) vektorlerine «(S) egrisinin sirasiyla teget,

aslinormal ve binormal vektorleri denir. «(S) egrisi icin Frenet ¢atisi

T'(s) 0 «(s) 0o7T(s)
N'(s) |=|-«(s) 0 =z(s)| N(s) (1.1)
B'(S) 0 -—z(s) 0 |B(s)

bagintis1 ile wverilir, burada K(s) ve T(S) degerlerine egrinin egriligi ve

torsiyonu(burulmasi) denir. Bir uzay egrisi kendisine ait egrilik ve burulma degerleriyle
bellidir (Blaschke, 1923, Sabuncuoglu, 2010 ve Hacisalihoglu, 1993).

2. Diizlemsel Egrinin Teget Vektoriine Gore Kongriient Egrisi

Tanim 2.1: « egrisi bir diizlemsel egri, {Ta, Na} Frenet vektorleri olsun. « egrisinin yer
vektori ile

L—aeSp{T}<= a= L(modT)

bagintisi ile tanimli S vektoriinii yer vektorii kabul eden egriye a 'nin teget vektériine
gore kongriient egrisi denir.

[ egrisinin yay parametresi s” olmak iizere, S egrisinin yer vektoriinii
B =als)+ AT, (2.1)

olarak yazabiliriz. (2.1) esitliginin her iki tarafinin, & egrisinin s yay parametresine gore
tiirevi alinirsa;

ﬁ(s*)‘:jisz(u AT, + Ak, N, (2.2)

bulunur. B egrisi birim hizh egri olacagindan, s ile s arasinda,
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*

9 _ s )2+ 22 (2.3)
ds

bagintis1 vardir. (Li =0 dersek, (2.2) esitligi
S

T/,:—(IM)TO, N, (2.4)
(o2 o

halini alir. B egrisinin ikinci tlirevi alinirsa;
B(s") =PT, +RN,, (2.5)

_ W No (A XYoL (g + 2, A A YO — A0
= 2 ’ - 2
o O

dolayisiyla (2.4) ve (2.5) esitliklerini kullanarak su sonucu verebiliriz.

olup burada, P

Sonug 2.1: ¢ efrisi IR®"te bir egri ve « egrisinin teget vektoriine gore kongriient egrisi
£ ise §'nin Frenet elemanlari

_@+A) o Ak

a
Ta+ o
o

P R
Ng= T, +
/ Jp2ir? © p2iR?

Ts
(2.6)
N

oa

egrilik degeri de

B \/{(,1"—/1;«0{2)2 + (i, + 2, A+ iy, }az + {(1+ 2+ 22k,? }(a')2
(o2

1
KB="% Y 2 L2 2 A
-2 A2k, =3k, - Ak K, 0O
ile bellidir.

A 'nin sabit olmasi durumunda, (2.3) esitliginden

o =41+ /12Ka2

— K, (Ka + ﬂ,zlcas + AK,, ')

2.3
:Ka+ﬂ, K, +AK

(2.6) ve (2.7) esitlikleri P = 3 , R 5 < halini alir
o o
ve S egrisinin Frenet vektorleri
1 Ak
Tp=—T,+—N,
o
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2 '

Ak, K .

2 2 glmakiizere
o

halini alir. Egrinin egriligi ise o'=

2.3 !
Kp = S(K‘a +A Klzz + Ak, ) 2.7)
o

olacaktir. Burada

1
-1

oo +1 ,Sgn(lc[Z + %k, + Ak, )
1 ,sgn(lca + %k, + Ak, )

olacak sekilde isaret degeridir. (2.7) esitliginden kolaylikla goriiliir ki, & egrisi sabit
egrilikli bir egri oldugunda tegete gore kongriient egrisi Kp=¢6Kq egriligine sahip bir

egri olup o da sabit egrilikli olacaktir. O halde su sonucu verebiliriz.

Sonug 2.2: Diizlemsel sabit egrilikli & egrisinin teget vektoriine gére kongriient egrisi de
sabit egrilikli bir egri olup tersi dogru degildir.

a ve 3 egrilerinin teget vektorlerinin dik olmasi 6zel durumunda A=-s+c olup, S
egrisi « egrisinin involiitii olur ki bu tip egriler hakkinda literatiirde ¢ok fazla yayin
bulunmaktadir.

3. Diizlemsel Egrinin Kendi Normal Vektoriine Goére Kongriient
Egrisi

Tanim 3.1: « egrisi bir diizlemsel egri, {Ta, Na} Frenet vektorleri olsun. o egrisinin yer
vektori ile

L —aeSp{N} < a = f(modN)

bagintisi ile tanimli £ vektériini yer vektorii kabul eden egriye o ‘nin normal vektériine
gore kongriient egrisi denir.

S egrisinin yay parametresi s” olmak iizere, B egrisinin yer vektériini
B(s)=a(s)+ N, (3.1)

olarak yazabiliriz. (3.1) esitliginin her iki tarafinin, « egrisinin s yay parametresine gore
tiirevi alinirsa;

,B(s*)‘jjis = (- Ak, )T, +A'N, (3.2)

*
bulunur. S egrisi birim hizl egri olacagindan, s ile s arasinda,

68



Dagasan ve Tuncer / Usak Universitesi Fen ve Doga Bilimleri Dergisi 65-79 2019 (2)

O('jis =-x,)? +(1)? (3.3)

bagintis1 vardir. (Li =0 dersek, (3.2) esitligi
S

Ty Gt T, + 2N
(o

. (34)

seklinde yazilabilir. # egrisinin ikinci tiirevi alinirsa;
B(s")=PT, +RN,, (3.5)

(A, - Ak, Yo —(1- Ak, )0’ R— (x, —ﬂJ(OZ[ +A")o-A'o' ve

2 ’ 2
o o
dolayisiyla (3.4) ve (3.5) esitliklerini kullanarak su sonucu verebiliriz.

olup burada, P

Sonu¢ 3.1: ¢ egrisi IR3"te bir efri ve o egrisinin normal vektériine gore kongriient
egrisi f ise f egrisinin Frenet elemanlari

Ty _(-Ake) Ay
O

a
P R
Ny = T, + N
B a a
VP2 4 R2 VP21 R?
egrilik degeri de
1 {(—u'xa — Ay )? + (i, — Ak +/1")2}02 + {(1—,1Ka)2 +(1) }(a')2
Kﬂ =—F

P =20 A Ak, + A0 K, - dky Aok gk, O

olarak elde edilir.

A 'nin sabit olmasi durumunda, (3.4) esitliginden

@Q-1x,)
Tp=— T,

olup, burada o= |l— /llca| olmak tlizere, # egrisinin ikinci tiirevi;

B(s") =K, N,

bulunur ve Frenet elemanlari Tg=+T,, Ng =%N, ve kg =%k, seklinde elde edilir. O

halde su sonucu verebiliriz.
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Sonug 3.2: Sabit olmayan egrilige sahip a egrisinin normal vektoriine gore kongriient
egrisi B olmak tizere, egrilerin karsihkli noktalari arasindaki uzaklik sabit ise xp =|Ka|
dir.

K, sabitise;
o ds .
ps )—=T,+A'N, —Ax,T,
ds
bulunur. Burada,
o=y L-Axy)? +(2')?
olmak lizere, § egrisinin ikinci tiirevi alinirsa;

o a_ . a2 gy g
(24'x,)o 2(1 AKa)O'TaJF(Ka Ak a+2/1 )o AaNa

o o

B(s") =

(k, — K2+ 2o - A'c"
2

(-22'k,)0 — (- Ak )"
2  R=
O o

bulunur. Burada, P = alinirsa,

B =PT, +RN,,

olup,
Ty _(=AKg) T, + 2N,
(e O

_ PT,+RN,

VP24 R2

N

ve egrilik degeri de

— {(—2/1'z<a)2 + (K = AKE +/1")2}02 + {(1—/1,(6,)2 +(1Y }(g')2
P oo a e, v v 2o
seklinde elde edilir.

Sonug 3.3: Sabit egrilikli & egrisinin normal vektériine gére kongriient egrisi # olmak
uzere

o - T
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burada, o =4/(1- Alca)z + (}u')2 seklindedir.

Eger A ve k, sabit ise, bu durumda ,B(s*)a:(l—ﬂxa)Ta olup, burada, o—:|1—/1/(a|
olmak uzere, B egrisinin Frenet elemanlar1 Tg=1T,, Ng=%N, ve kg =‘Ka‘ seklinde

elde edilir.

4. Diizlemsel Egrinin Teget Vektoriiniin Egrinin Normal
Vektoriine Gore Kongriient Egrisi

Tamim 4.1: ¢ egrisi bir dizlemsel egri, {Ta,Na} Frenet vektorleri olsun. o egrisinin
teget vektori ile

B-T e SN} < T = S(modN)

bagintisi ile tanimhi § vektoriinii yer vektori kabul eden egriye a 'nin teget vektortiniin
egrinin normal vektdriine gére kongriient egrisi denir.

[ egrisinin yay parametresi s” olmak iizere, S egrisinin yer vektoriint
BT =T, + N, (4.1)

olarak yazabiliriz. (4.1) esitliginin her iki tarafinin, « egrisinin s yay parametresine gore
tlirevi alinirsa;

*
-~ ds

B(s )E =—Ak, T, +(x, + A )N, (4.2)

*
bulunur. S egrisi birim hizli egri olacagindan, s ile s arasinda,

O;is Ak, 4 (e, + 272 (43)

bagintisi vardir. (Li = o dersek, (4.2) esitligi
S

= K, Ta+(K“+/1) N, (4.4)
O o

seklinde yazilabilir. £ egrisinin ikinci tiirevi alinirsa;

B(s)=PT, +RN, (4.5)
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' ) 2 '
(24K, — Ak, —/;a Jo+(Ax,)o ve R
o o

dolayisiyla (4.4) ve (4.5) esitliklerini kullanarak su sonucu verebiliriz.

olup burada, P =

(A+xy, '—l/caz)a —(A+x,)o
2

Sonug¢ 4.1: ¢ egrisi IR%’te bir egri olmak lizere, « egrisinin teget vektoriiniin, egrinin
normal vektdriine gore kongriient egrisi £ ise # 'nin Frenet elemanlari

—lKaTa+(Ka+ﬂ,) N
o
P R

Nj= T, + N
PR preR?

Tp=

a

(4.6)

a

egrilik degeri de

1|44V, + (,12 + 1X(Ka P+ Ka4)+ 82 D i, +AA K, o]
Kg=— -lo
N 22,2k, HA + 20" Ky 20" Ak, P = 20" Ak,

ile bellidir.

A 'nin sabit olmasi durumunda,
L ds”
:B(S )E = _ﬂ*KaTa +KaNa

olur burada, o= |K‘a|\/1+ 22 olmak lzere, £ egrisinin ikinci tiirevi;

neety L (TKg) (—Axy)
p(s)= “2 T, + “2 N,
\/1+/1 \/1+/1
olur ve
(=4) 1 () (=4)
Tp= 2Ta+ ZNQ,Nﬁ: 2Ta+ zNa ve kg =|k,]
\/1+ﬁ \/1+/1 \/1+l \/1+/1
seklinde elde edilir.

Sonug¢ 4.2: o egrisi IR%"te bir egri olmak iizere, « egrisinin teget vektéri egrisinin, «
egrisinin normal vektdrii boyunca sabit uzaklikta olusturdugu g egrisi a ile aym
egrilige sahip bir egridir.

K, sabit olmasi durumunda;

L * dS* ,
(s )E:_ﬂkaTa'*(Ka"'i)Na
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olur. Burada,

olmak lizere, £ egrisinin ikinci tiirevi;

’b(s*): (—ZA'Ka—Ka22)0'+(AKa)o" T, + A=Ak, )0'2 A+x,)o’ N,

o o

(-2A'x, — K‘az)G + (A, )0’ v (ﬂ"—/llcaz)a —(A+xy)o

olup burada, P = e R=

0'2 0'2
(i) (e, +4) PT. +RN
Ts = /T 4 ra N N,=—& &
B a ar VB T

ve

1 (|42 )P i+ (,12 +1)z<a4 +42'k,’
Kp=—
e (AP —22" Ak, % - 20" A,

seklinde elde edilir. Eger A ve x, sabitise;

,B(S*) di =—Ax, T, +x,N,

olur burada,
=0 = |k, N1+ 22
olmak tizere, £ egrisinin ikinci tlirevi

N (—Ax,)
B(s)=—2a_T1,+ LRl
\/1+ﬂ \/1+/12

a

bulunur ve

4 T, + ! N
Vs 2 0 ez
Ny oD A

\/1+ 12 i+ 22

o

Tp=

a

Kp = k|
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seklinde elde edilir. Bu ise sabit egrilikli « egrisinin tegeti vektorii egrisi ile o egrisinin
normali boyunca sabit uzaklikta olusturdugu g egrisi de « ile ayni1 egrilige sahip sabit
egrilikli bir egri olacag1 anlamina gelir.

5. Diizlemsel Egrinin Normal Vektoriiniin, Egrinin Teget
Vektoriine Gore Kongriient Egrisi

Tanmmm 5.1: ¢ egrisi bir diizlemsel egri, {Ta,Na} Frenet vektorleri olsun. o egrisinin
normal vektori ile

L—N eSp{T}< N = g(modT)

bagintis1 ile tanimli g vektoriinii yer vektorii kabul eden egriye a 'nin normal
vektériiniin egrinin teget vektdriine gore kongrtient egrisi denir.

S egrisinin yay parametresi s” olmak iizere, B egrisinin yer vektériini
B(s) =N, + AT, (5.1)

olarak yazabiliriz. (5.1) esitliginin her iki tarafinin, « egrisinin s yay parametresine gore
tirevi alinirsa;

ﬁ(s*>‘fjis = (A= )Ty + Ak N, (5.2)

bulunur. g egrisi birim hizl egri olacagindan, s ile s arasinda,

ds”
= (—x,)% + AP, 2 (5.3)

ds

bagintisi vardir. (Li = o dersek, (5.2) esitligi
S

Ty = (A=) T, + ey, (5.4)
O (e

seklinde yazilabilir. # egrisinin ikinci tiirevi alinirsa;

B(s)=PT, +RN, (5.5)

(A'—x, '—xl/caz)o —(A'—x,)o’ R— (22 Ky + Ak y'—K2 )0 — Ak (O
o2 o2
dolayisiyla (5.4) ve (5.5) esitliklerini kullanarak su sonucu verebiliriz.

olup burada, P= ve

Sonug 5.1: ¢ egrisi IR%"te bir egri olmak iizere, « egrisinin normal vektériiniin egrinin
teget vektoriine gére kongriient egrisi £ ise £ 'nin Frenet elemanlar1 « egrisinin Frenet
elemanlar1 cinsinden
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<N,

A
RS

N P R (5
B= a
VP2 4 R2 VP2 4 R2

Na

egrilik degeri de

Kp = é \/{(ﬂ' '—k,, '—ﬂkaz)z + (MK, + (/1'—/(& )K‘a + Ak, ')2 }— (6')2

seklindedir.

A 'nin sabit olmasi durumunda,

ﬁ(s*)a =—K,T, + Ak, N,

bulunur. Burada,

=[x W@+ 22)

olmak iizere, f# egrisinin ikinci tiirevi alinirsa;

ey (FAKy) (-x4)
B(s )=-—7ET, + Ny
Vi+ 22 Vi+ 22
bulunur ve
-1 A
Ty= T, + N
s a a
V1422 V1422
Nyo A g €D
Vie2 O e 2
Kﬂ:|Ka|
seklinde elde edilir.

Sonug 5.2: « egrisi IR%’te bir egri olmak lizere, « egrisinin normal vektori egrisi ile
teget o egrisinin tegeti boyunca sabit uzaklikta olusturdugu g egrisi « ile ayn egrilige
sahip bir egridir.

Eger k, sabitise;

B(S*)O' = A~k )Ty + Axg N,

olup, burada;

75



Dagasan ve Tuncer / Usak Universitesi Fen ve Doga Bilimleri Dergisi 65-79 2019 (2)

o=y (/1'—Ka)2 + ﬂ,zlcaz

olmak iizere; S egrisinin ikinci tiirevi alinirsa, B(s*) =PT, +RN,, olup burada,

_ (i) - (Ary)e

P
0_2
ve
R 2A'x, —Ké)a—ﬂl(aa'
2
o

seklindedir. Egrilik degeri de x4 = é\/{(/l”—/bcaz)z + (A iy + (A, )Ka)2 }— (U')Z olup,

Frenet vektorleri

Tﬂ = (/1 _Ka)Ta + /’lk‘a Na )
O o

_ PT,+RN,

VP2 +R?

seklinde elde edilir. Eger 4 ve «, sabitise;

N

L x dS*
/B(S )EZ_KaTa"_ﬂKaNa

bulunur. Burada, cr:|/<a|\/1+ 22 olmak lzere, S egrisinin ikinci tiirevi;

oo (—AKy) (—x4)
B(s) = T o fal N
Vi+ 22 N

a

olur ve

Tp= Y T, + 4 N,, N ) T Y N, ve Kﬁ:|l('a|

= = +
\/1+AZ “ \/1+12 d \/1+/12 “ \/1+/12

seklinde elde edilir. Bu ise sabit egrilikli & egrisinin normal vektorii egrisi ile teget «
egrisinin tegeti boyunca sabit uzaklikta olusturdugu g egrisi de ¢ ile ayni egrilige sahip
sabit egrilikli bir egri olacagi anlamina gelir.

Ornek 5.1 (Cember): a(’[): (r cos(t), I’Sin(t)) , A=t, a(t) egrisi, kirmizi, mavi, yesil ve gri
egriler icin —7 <t <7 alinmigtir.
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= (£ egrisl -3

cf'min T'ye gire modiil egrisi — wedrisi

o enf A s of'min tegetinin N'ye gire modiil egrisi
cr'nin N'ye gore modiil edrisi srun feacnmn Tye a0 O
o'mn normalinin T'ye gore modiil egrisi

Sekil 1

Ornek 5.2 (Parabol): a(t) = (t,tz) A=t, a(t) egrisi, kirmizi1 ve mavi egriler icgin
—1<t<1,yesilegriicin 4<t<4,griegriicin —2<t<2 alinmigtir.

)
4
1.5 3
2
1
1
-1 -0.5 0 0.5 1
-1
s
-2
-3
-1 -0.5 05 1 -4
= o egrisi — qLegrisl
ormn T'ye gore modiil efrisi o'mn tegetinin N'ye giire modiil egrisi
o'min N'ye gore modil edrisi ofmin normalinin T'ye gore modill egrisi

Sekil 2

Ornek 5.3 (Archimedes spirali): a(t) = (at cos(t), atsin(t)) a=1, A=t, a(t) egrisi,
kirmizi ve mavi egriler icin —27 <t <27, yesil ve gri egriler icin —7z <t <z alinmistir.
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) 2\
J

= (Lefrisi
¢'nin tegetinin N'ye gore modiil egrisi
o'mn normalinin T'ye gore modiil egrisi

— o edrisi
o'mn T'ye gore modiil egrisi
o'min N'ye gore modiil egrisi

Sekil 3

Ornek 5.4 (Bernoilli spirali): a(t)z (et Cos(t),et sin(t)) A=t, a(t) egrisi, kirmizi ve mavi
egriler icin —z <t <7, yesil ve gri egriler icin —27 <t <27z alinmistir.

g

= (regrisi
¢'mn normalinin T'ye gore modiil egrisi
‘— e edrisi = o'mn T'ye gore modiil edrisi = o'mn N'ye gore modiil cgriﬂ‘ o'min tefetinin N'ye pére modiil egrisi

Sekil 4

Ornek 5.5 (Cornu spirali): a(t):[fcos(%tz)dt,fsin(%tz)dt] A=t, aft) egrisi igin

T

2’ yesil ve gri egriler icin 0<t<7n

A . T
- <t<7m, kirmiz1 ve mavi egriler icin —Est <

alinmistir.

78



Dagasan ve Tuncer / Usak Universitesi Fen ve Doga Bilimleri Dergisi 65-79 2019 (2)

2\

3 2 -1 a @ | 2

-1 -1 -0.3 o 1
-1
-2
-1
-3
of'min N'ye gire modiil egrisi ¢'min normalinin T'ye gore modiil egrisi
— o'min T'ye giire modiil egrisi o'nin tegetinin N'ye gore modiil egrisi
— oL egrisi — @ egdrisi
Sekil 5
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