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Abstract 

In this study, we have defined the congruence curves of planar curves consructed by their own Frenet 
vectors and examined their properties under some special cases. 
 
Keywords: Congurent curves, Frenet frame, plane curve. 

Özet 

Bu çalışmada düzlemsel eğrilerin kendi Frenet vektörleri yardımıyla oluşturdukları kongrüans eğrileri 
tanımladık, bazı  özel durumlar altında özelliklerini inceledik. 
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1. Giriş 
 

Bir )(t  düzlem eğrisi 2EIRI   ile tanımlansın. )(t  eğri boyunca, eğrinin her 

noktasında  )(),( 00 tNtT  vektörleri ile sıkı sıkıya bağlı bir vektör alanı olsun. Herhangi 

bir Itt  0  için  )(),( 00 tt   lineer bağımsız olmak üzere )( 0t  vektör alanına göre bir 

kongrüansı  

))()(mod()()}({)()( 000000 ttttSptt    
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şeklinde tanımlayalım. Bu şekilde tanımlı bağıntının denklik bağıntısı olduğu kolaylıkla 

gösterilebilir. Her It 0  için tanımlanan denklik bağıntısı ile elde edilen )( 0tO  

vektörleri düzlemde yeni bir eğri oluşturur. Oluşan bu eğrinin regüler eğri olma şartı 
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ile verilebilir. 

3: E  birim hızlı bir eğri olsun.   )(),(),( sBsNsT  üçlüsüne )(s  eğrisinin Frenet 

çatısı denir. Burada )(sT , )(sN  and )(sB  vektörlerine )(s  eğrisinin sırasıyla teğet, 

aslinormal ve binormal vektörleri denir. )(s  eğrisi için Frenet çatısı 
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                                                       (1.1)  

bağıntısı ile verilir, burada  s  ve  s  değerlerine eğrinin eğriliği ve 

torsiyonu(burulması) denir. Bir uzay eğrisi kendisine ait eğrilik ve burulma değerleriyle 
bellidir (Blaschke, 1923, Sabuncuoğlu, 2010 ve Hacısalihoğlu, 1993). 

 

2. Düzlemsel Eğrinin Teğet Vektörüne Göre Kongrüent Eğrisi 

Tanım 2.1:  eğrisi bir düzlemsel eğri,   NT ,  Frenet vektörleri olsun.   eğrisinin yer 

vektörü ile  

)(mod}{ TTSp    

bağıntısı ile tanımlı   vektörünü yer vektörü kabul eden eğriye  ’nın teğet vektörüne 

göre kongrüent eğrisi denir. 

  eğrisinin yay parametresi *s  olmak üzere,   eğrisinin yer vektörünü 

 Tss  )()( *

                                                                      
(2.1) 

olarak yazabiliriz. (2.1) eşitliğinin her iki tarafının,  eğrisinin s yay parametresine göre 

türevi alınırsa;  

  NT
ds

ds
s  )'1()(

*
*

.

                                                        (2.2) 

bulunur.   eğrisi birim hızlı eğri olacağından, *s ile s  arasında, 



Dağaşan ve Tunçer / Uşak Üniversitesi Fen ve Doğa Bilimleri Dergisi 65-79 2019 (2) 

 

67 
 

222
*

)'1(  
ds

ds
                                                                (2.3) 

bağıntısı vardır. 
ds

ds*

 dersek, (2.2) eşitliği 
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                                                             (2.4) 

halini alır.   eğrisinin ikinci türevi alınırsa; 

 RNPTs )( *
..

                                                                  (2.5) 

olup burada, 
2

2
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  
P , 

2
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

  
R  ve 

dolayısıyla (2.4) ve (2.5) eşitliklerini kullanarak şu sonucu verebiliriz. 

Sonuç 2.1:  eğrisi 3IR ’te bir eğri ve  eğrisinin teğet vektörüne göre kongrüent eğrisi 

  ise  ’nın Frenet elemanları 
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ile bellidir.    

 ’nın sabit olması durumunda, (2.3) eşitliğinden 
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(2.6) ve (2.7) eşitlikleri 
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halini alır. Eğrinin eğriliği ise 



  '
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2

  olmak üzere  
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olacaktır. Burada  
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olacak şekilde işaret değeridir. (2.7) eşitliğinden kolaylıkla görülür ki,   eğrisi sabit 

eğrilikli bir eğri olduğunda teğete göre kongrüent eğrisi     eğriliğine sahip bir 

eğri olup o da sabit eğrilikli olacaktır. O halde şu sonucu verebiliriz. 

Sonuç 2.2: Düzlemsel sabit eğrilikli   eğrisinin teğet vektörüne göre kongrüent eğrisi de 

sabit eğrilikli bir eğri olup tersi doğru değildir.  

  ve   eğrilerinin teğet vektörlerinin dik olması özel durumunda cs   olup,   

eğrisi   eğrisinin involütü olur ki bu tip eğriler hakkında literatürde çok fazla yayın 

bulunmaktadır.  

3. Düzlemsel Eğrinin Kendi Normal Vektörüne Göre Kongrüent 
Eğrisi 

Tanım 3.1:  eğrisi bir düzlemsel eğri,   NT ,  Frenet vektörleri olsun.   eğrisinin yer 

vektörü ile  

)(mod}{ NNSp    

bağıntısı ile tanımlı   vektörünü yer vektörü kabul eden eğriye  ’nın normal vektörüne 

göre kongrüent eğrisi denir. 

  eğrisinin yay parametresi *s  olmak üzere,   eğrisinin yer vektörünü 

 Nss  )()( *

                                                                     
(3.1) 

olarak yazabiliriz. (3.1) eşitliğinin her iki tarafının,  eğrisinin s yay parametresine göre 

türevi alınırsa;  

  NT
ds

ds
s ')1()(

*
*

.

                                                             (3.2) 

bulunur.   eğrisi birim hızlı eğri olacağından, *s ile s  arasında, 
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                                                                 (3.3) 

bağıntısı vardır. 
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olup burada, 
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dolayısıyla (3.4) ve (3.5) eşitliklerini kullanarak şu sonucu verebiliriz. 

Sonuç 3.1:  eğrisi 3IR ’te bir eğri ve  eğrisinin normal vektörüne göre kongrüent 

eğrisi   ise   eğrisinin Frenet elemanları 
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olarak elde edilir.    

 ’nın sabit olması durumunda, (3.4) eşitliğinden
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olup, burada   1  olmak üzere,   eğrisinin ikinci türevi;  

 Ns )( *
..

 

bulunur ve Frenet elemanları  TT  ,  NN   ve     şeklinde elde edilir. O 

halde şu sonucu verebiliriz. 
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Sonuç 3.2: Sabit olmayan eğriliğe sahip   eğrisinin normal vektörüne göre kongrüent 

eğrisi   olmak üzere, eğrilerin karşılıklı noktaları arasındaki uzaklık sabit ise     

dir.  

  sabit ise; 

  TNT
ds

ds
s  ')(

*
*

.

        

bulunur. Burada,                                                                                                                                         

22 )'()1(     

olmak üzere,   eğrisinin ikinci türevi alınırsa; 














 NTs

2

2

2

*
.. '')''(')1()'2(

)(





  

bulunur. Burada, 
2

')1()'2(



  
P  , 

2

2 '')''(



  
R

 

alınırsa, 

 RNPTs )( *
..

 

olup, 












NTT

')1(



   

22 RP

RNPT
N




 

   

ve eğrilik değeri de  

     

  











''''''2

'')1()''()'2(1

2

2222222

2



  

şeklinde elde edilir. 

Sonuç 3.3: Sabit eğrilikli   eğrisinin normal vektörüne göre kongrüent eğrisi   olmak 

üzere 
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burada, 22 )'()1(     şeklindedir. 

Eğer   ve   sabit ise, bu durumda    Ts  1)( *
.

 

olup, burada,   1  

olmak üzere,   eğrisinin Frenet elemanları   TT  ,

 

 NN   ve     şeklinde 

elde edilir. 

4. Düzlemsel Eğrinin Teğet Vektörünün Eğrinin Normal 
Vektörüne Göre Kongrüent Eğrisi 

Tanım 4.1:  eğrisi bir düzlemsel eğri,   NT ,  Frenet vektörleri olsun.   eğrisinin 

teğet vektörü ile  

)(mod}{ NTNSpT    

bağıntısı ile tanımlı   vektörünü yer vektörü kabul eden eğriye  ’nın teğet vektörünün 

eğrinin normal vektörüne göre kongrüent eğrisi denir. 

  eğrisinin yay parametresi *s  olmak üzere,   eğrisinin yer vektörünü 
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(4.1) 

olarak yazabiliriz. (4.1) eşitliğinin her iki tarafının,  eğrisinin s yay parametresine göre 

türevi alınırsa;  
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olup burada, 
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dolayısıyla (4.4) ve (4.5) eşitliklerini kullanarak şu sonucu verebiliriz. 

Sonuç 4.1:  eğrisi 3IR ’te bir eğri olmak üzere,  eğrisinin teğet vektörünün, eğrinin 
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







 




















 

ile bellidir. 

 ’nın sabit olması durumunda, 

  NT
ds

ds
s 

*
*

.

)(  

olur burada, 21     olmak üzere,   eğrisinin ikinci türevi;  














 NTs

22

*
..

1

)(

1

)(
)(











 

olur ve 






NTT

22 1

1

1

)(








 , 







NTN
22 1

)(

1

)1(









  ve     

şeklinde elde edilir. 

Sonuç 4.2:  eğrisi 3IR ’te bir eğri olmak üzere,  eğrisinin teğet vektörü eğrisinin, 

eğrisinin normal vektörü boyunca sabit uzaklıkta oluşturduğu   eğrisi   ile aynı 

eğriliğe sahip bir eğridir. 

  sabit olması durumunda; 

  NT
ds

ds
s )'()(

*
*

.

  
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olur. Burada,  

22
*

)'()(   
ds

ds
 

olmak üzere,  eğrisinin ikinci türevi;                                         














 NTs

2

2

2

2
*

.. ')'()''(')()'2(
)(





  

olup burada, 
2

2
')()'2(



  
P  ve 

2

2
')'()''(



  
R  















NTT

)'()( 



 , 

22 RP

RNPT
N




 



 

 ve 

 
   
 

 2
222

34222

'
''2''2''

'41'41












 


















   

şeklinde elde edilir.  Eğer  ve   sabit ise; 

   NT
ds

ds
s 

*
*

.

)(  

olur burada,  

2
*

1   
ds

ds
 

olmak üzere,   eğrisinin ikinci türevi  














 NTs
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*
..

1
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1

)(








  
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




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    
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şeklinde elde edilir. Bu ise sabit eğrilikli   eğrisinin teğeti vektörü eğrisi ile   eğrisinin 

normali boyunca sabit uzaklıkta oluşturduğu   eğrisi de   ile aynı eğriliğe sahip sabit 

eğrilikli bir eğri olacağı anlamına gelir. 

5. Düzlemsel Eğrinin Normal Vektörünün, Eğrinin Teğet 
Vektörüne Göre Kongrüent Eğrisi  

Tanım 5.1:  eğrisi bir düzlemsel eğri,   NT ,  Frenet vektörleri olsun.   eğrisinin 

normal vektörü ile  

)(mod}{ TNTSpN    

bağıntısı ile tanımlı   vektörünü yer vektörü kabul eden eğriye  ’nın normal 

vektörünün eğrinin teğet vektörüne göre kongrüent eğrisi denir. 

  eğrisinin yay parametresi *s  olmak üzere,   eğrisinin yer vektörünü 

  TNs )( *

                                                                      
(5.1) 

olarak yazabiliriz. (5.1) eşitliğinin her iki tarafının,  eğrisinin s yay parametresine göre 

türevi alınırsa;  

  NT
ds

ds
s  )'()(

*
*

.
                                                         (5.2) 

bulunur.   eğrisi birim hızlı eğri olacağından, *s ile s  arasında, 

222
*

)'(   
ds

ds
                                                               (5.3) 

bağıntısı vardır. 
ds

ds*

 dersek, (5.2) eşitliği 















NTT 




)'(
                                                              (5.4) 

şeklinde yazılabilir.   eğrisinin ikinci türevi alınırsa;
  

 RNPTs )( *
..

                                                                  (5.5) 

olup burada, 
2

2
')'()'''(



  
P  , 

2

2 ')''2(



  
R  ve 

dolayısıyla (5.4) ve (5.5) eşitliklerini kullanarak şu sonucu verebiliriz. 

Sonuç 5.1:  eğrisi 3IR ’te bir eğri olmak üzere,  eğrisinin normal vektörünün eğrinin 

teğet vektörüne göre kongrüent eğrisi   ise  ’nın Frenet elemanları  eğrisinin Frenet 

elemanları cinsinden 



Dağaşan ve Tunçer / Uşak Üniversitesi Fen ve Doğa Bilimleri Dergisi 65-79 2019 (2) 

 

75 
 





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NTT

2222
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












                                         

              (5.6) 

eğrilik değeri de  

    2222
')'''()'''(

1



  

 

şeklindedir.  

 ’nın sabit olması durumunda,   

  NTs )( *
.

 

bulunur. Burada,  

)1( 2    

olmak üzere,   eğrisinin ikinci türevi alınırsa;  



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
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
 NTs
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*
..

1
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
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
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
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bulunur ve 
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
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
NTN
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)1(

1

)(









  

  
 

şeklinde elde edilir. 

Sonuç 5.2:  eğrisi 3IR ’te bir eğri olmak üzere,  eğrisinin normal vektörü eğrisi ile  

teğet   eğrisinin teğeti boyunca sabit uzaklıkta oluşturduğu   eğrisi   ile aynı eğriliğe 

sahip bir eğridir. 

Eğer  sabit ise;  

  NTs  )'()( *
.

 

olup, burada;  
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222)'(     

olmak üzere;   eğrisinin ikinci türevi alınırsa,  RNPTs )( *
..

 olup burada, 

2

2
')'()''(
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Frenet vektörleri 
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şeklinde elde edilir. Eğer  ve  sabit ise;  

  NT
ds

ds
s 

*
*

.

)(  

bulunur. Burada, 21   

 

olmak üzere,   eğrisinin ikinci türevi; 


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
 NTs

22

*
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)1(

1
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







  ve     

şeklinde elde edilir. Bu ise sabit eğrilikli   eğrisinin normal vektörü eğrisi ile  teğet   

eğrisinin teğeti boyunca sabit uzaklıkta oluşturduğu   eğrisi de   ile aynı eğriliğe sahip 

sabit eğrilikli bir eğri olacağı anlamına gelir. 

Örnek 5.1 (Çember):    )sin(),cos( trtrt  , t ,  t  eğrisi, kırmızı, mavi, yeşil ve gri 

eğriler için   t  alınmıştır. 
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Şekil 1 

Örnek 5.2 (Parabol):    2,ttt   t ,  t  eğrisi, kırmızı ve mavi eğriler için 

11  t , yeşil eğri için 44  t , gri eğri için 22  t  alınmıştır. 

 

Şekil 2 

Örnek 5.3 (Archimedes spirali):    )sin(),cos( tattatt  1a , t ,  t  eğrisi, 

kırmızı ve mavi eğriler için  22  t , yeşil ve gri eğriler için   t  alınmıştır. 
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Şekil 3 

Örnek 5.4 (Bernoilli spirali):    )sin(),cos( tetet tt  t ,  t  eğrisi, kırmızı ve mavi 

eğriler için   t , yeşil ve gri eğriler için  22  t  alınmıştır. 

 

Şekil 4 

 Örnek 5.5 (Cornu spirali):   







 dttdttt )

2
sin(,)

2
cos( 22 

 t ,  t eğrisi için 

  t , kırmızı ve mavi eğriler için 
22


 t , yeşil ve gri eğriler için  t0  

alınmıştır. 
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Şekil 5 
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