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Bu ¢aligmada, ¢ift yonlii fonksiyonel derecelenmis malzemeden (FDM) yapilmis dogru eksenli kiriglerin
serbest titresim analizi frekans uzaymnda incelenmistir. FDM ¢ubuklar1 idare eden denklemler birinci mertebe
kayma deformasyon teorisine dayali minimum toplam enerji prensibi yardimiyla elde edilmistir. Temel
denklemler, birinci mertebeden adi diferansiyel denklem takimina donistirilir. Kanonik halde elde edilen bu
denklemler, Tamamlayici Fonksiyonlar Yontemi (TFY) yardimiyla sayisal olarak ¢6ziilmektedir. Problemin
serbest titresim analizi i¢in, Fortran dilinde bir bilgisayar programi hazirlanmistir. Hazirlanan bilgisayar
programin dogrulugu, bu c¢alismanin sonuglari ve literatiirdeki mevcut sonuglarin karsilagtirilmas: ile
gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: fonksiyonel derecelenmis malzeme, tamamlayic1 fonksiyonlar yontemi, serbest titresim
analizi

FREE VIBRATION ANALYSIS OF BI-DIRECTIONAL
FUNCTIONALLY GRADED MATERIALS TIMOSHENKO’S BEAMS

ABSTRACT

In this study, free vibration analysis of straight axis beams made of bi-directional functionally graded material
(FGM) has been investigated in frequency space. The governing equations of FGM beams are obtained with the
help of the principle of minimum total energy based on the first-order shear deformation theory (FSDT). The
basic equations are converted to a set of ordinary differential equations (ODESs). These canonical equations are
solved numerically by the Complementary Functions Method (CFM). For the free vibration analysis of the
problem, a computer program is coded in Fortran. The validity of the written computer program has been shown
by the comparison of the presented results with the available literature.
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1. GIRIS

FDM’ler, iki veya daha fazla farkli malzemelerin karigimi ile daha dayanikli malzeme olusturulmas igin bir
yapi icerisinde kademeli olarak degismesiyle olusturulan malzemedir. FDM'ler havacilik, tip, savunma, enerji
alanlarinda ve onemli endiistri kollarinda yaygin bir yap:1 elemani olarak kullanilmaktadir. Bu tiir yapilarin
serbest titresim ve dinamik davranisi 6nemli bir mithendislik problemi haline gelmistir. Bu nedenle konuyla ilgili
birgok calisma yapilmistir.

Qian ve Ching [1], ¢ift yonlii FD konsol kirislerin serbest titresim frekanslarini, agsiz yerel Petrov-Galerkin
yontemini kullanarak incelemislerdir. Goupee ve Vel [2], malzeme dagilimlarini ¢ift yonlii diizenleyerek
optimize eden elemansiz Galerkin yontemiyle FD kirislerin serbest titresim frekanslarimi elde etmislerdir.
Aydogdu ve Tagkin [3], basit mesnetli FDM kirisin serbest titresim frekanslarini gesitli yiiksek mertebe ve klasik
kirig teorilerini kullanarak hesaplamislardir. Hareket denklemleri Hamilton prensibi ile elde etmigler ve Navier
tipi ¢oziim yontemini kullanarak kirisin dogal frekanslarini bulmuslardir. Lu ve ark. [4] calismalarinda,
diferansiyel quadrature metodunu kullanarak farkli simir sartlari i¢in ¢ift yonliit FDM’li kirislerin yari analitik
¢Oziimlerini sunmuslardir. Sina ve ark.[5], geleneksel birinci mertebeden kayma deformasyon teorisinden farkli
yeni bir kirig teorisi kullanarak, FD kirislerin serbest titresim frekanslarini hesaplamiglardir. Pradhan ve
Chakraverty  [6] ise analizlerini, klasik ve birinci dereceden kayma deformasyon kirig teorilerine
dayandirmaktadirlar. Kalinlik boyunca malzeme 6zellikleri degisen kiris kesitlerinin yer degistirme bilesenlerini
gosteren deneme fonksiyonlarini, basit cebirsel polinom formlarinda ifade etmisler ve temel denklemleri
Rayleigh-Ritz metodu ile elde etmislerdir. Simsek [7], gesitli sinir kosullarinda FDM Timoshenko kiriglerin
serbest ve zorlanmig titresimlerini incelemistir. Timoshenko kiris teorisine ve Euler-Bernoulli kirig teorisine
dayanan Lagrange denklemleri ile tiirettigi hareket denklemlerini Newmark-f yontemiyle ¢6zmiistiir. Nguyen ve
ark. [8], eksenel yiikli kirislerin statik ve serbest titresimleri i¢in birinci mertebe kayma deformasyon ¢ubuk
teorisini gelistirmiglerdir. Hareket denklemleri Hamilton ilkesinden tiiretilmis ve basit mesnetli fonksiyonel
olarak derecelenmis kirisler icin denklemlerin analitik ¢oziimlerini sunmuslardir. Wang ve ark. [9], ¢ift yonli FD
kirigin, serbest titresimi i¢in teorik bir arastirma yapmislardir. Sonuglarda, malzeme 6zelliklerinin kiris uzunlugu
ve kalmhigindaki meydana getirdigi degisikliklerin dogal frekanslar {izerinde giiclii bir etkisi oldugunu
gostermislerdir. Turan ve Kahya [10] calismalarinda, birinci mertebe kayma deformasyonu teorisine dayali
olarak FD Kkiriglerin dogal frekanslarii Navier ¢oziim yontemi ile elde etmislerdir. Hareket denklemlerini
Lagrange esitlikleri ile tiiretmisler, problemin ¢6ziimiinde ise trigonometrik fonksiyonlar kullanmiglardir.
Karamanli [11], ¢ift yonli FD kiriglerin serbest titresim analizini 3. mertebe kayma deformasyon teorisi ile
yapmustir. Diger bir ¢alismasinda [12] ise, dort bilinmeyenli kayma ve normal deformasyon teorisini kullanarak
¢ift yonlii FD kiriglerin serbest titresim frekanslarini aragtirmistir.

Yapilan arastirmalarda, literatiirde ¢ift yonliit FD Timoshenko kirig teorisine dayali serbest titresim analizleri
yapan birgok farkli ¢alisma bulundugu goriilmiistiir. Fakat dogru eksenli FD Timoshenko ¢ubuklarinin serbest
titresim davramsini TFY ile frekans uzayinda inceleyen herhangi bir ¢alismaya rastlanilmamistir. Bu ¢alismada
sunulan yontemle bulunan ¢éziimlerin dogrulugu, literatiirde bulunan sonuglar ile karsilastirilarak gosterilecektir.

2. MATERYAL VE METOT

Sekil 1. Malzeme 6zelliklerinin kiris boyunca ¢ift yonlii degisimi
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iki boyutlu dogru eksenli FDM cubuklarin (Sekil 1.) elastisite modiilii, E (x, z), kiitlesel yogunlugu, p(x,z),
ve kayma modiilii gibi malzeme 0&zelliklerinin ¢ift yonlii olarak, asagidaki denklemde verildigi sekilde

eksponansiyel olarak degistigi kabul edilmektedir.

p(r.2) = Py DmalEd) @

Burada P(x,z), malzeme Ozelliklerini ifade etmektedir. n, ve n, ise, malzemeye ait hacim oranimnin Kirig
ekseni ve kalinligi boyunca dagilimmi belirleyen malzeme degisim katsayilaridir. Birinci mertebe kayma
deformasyonu teorisine gore U,ve U, eksenel ve diisey yer degistirme, &,, X dogrultusundaki eksenel, y,, ise
acisal sekil degistirmeyi ifade etmekte olup, (2-4) denklemlerinde verilmektedir.

U, =ulx,t) +z0(x,t); U, =w(x,t); 2
au,
—_— = = ! ! 3
&y 9% ’u +z0 3)
Yz =0 +w (4)

I¢ kuvvetler ve gerilmeler arasindaki iliski, asagida integral formunda verilmektedir.

+h/2 +h/2
N,=b f o,dz =b f E(x,z)(ey) dz (5)
~h/2 ~h/2
+h/2 +h/2
M,=b f 0,zdz =b f E(x,z)(ey) zdz (6)
~h/2 ~n/2
+h/2 +h/2
E(x,z)
Qz =b f kssz dz=b j ks myxz dz (7)
~h/2 ~n/2

FDM’li gubuklarin Toplam potansiyel enerjisi ve kinetik enerjisi,

l
1
I, = f f E(Gx‘gx + TazVaz) — (Pxu + p,w) dAdx (8)
0 YA

T = %fol fA p(x,2) (sz + UZZ) dAdx ©)]

seklinde tanimlanmaktadir. Burada, p, ve p, cubuk ekseninin birim boyuna etkiyen yayili dis kuvvetlerdir. p,
kiitlesel yogunlugu, U, ve U, ise sirasiyla, kiris iizerindeki bir noktamin hizimin x ve z dogrultularmdaki
bilesenleridir. Sistemin Langrangiani, kinetik enerjiden potansiyel enerjiyi ¢ikararak elde edilmektedir.

L=T-1I, (10)

Hamilton Prensibi ise, Lagrangian’in zamana gore integralinin varyasyonunu sifir yapan varsayimdir.
t1
§| Ldt=0 (17)

to

Gerekli biiyiikliiklerin impulsif bilesenleri ve tiirevleri bulunarak dogru eksenli FDM Kkirislere ait kismi
diferansiyel denklemler asagidaki gibi elde edilmistir.
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6u Alex _Azsz

—= 12
gx b(AlQZZ — A1147;) (12
w z
A A 1
0x bksAss o (13)
69 _ _AIIMX + Alsz (14)
ax b(A;,° — A121A22) ,
ON, 0%u %0

_ o'u 0% 15
Ep Dy + 1o 621_“2 + 1 32 (15)
a0, a°w

- _ - 16
o p, + 1 gtz ] (16)
oM, 0%u 06 17

= L —+1,—
dx Qz + 152 T2 g

Burada, A;q, 415, Az, Ass Kesit rijitlik sabitleri, I, I;, I, kiitlesel atalet momentleridir.

Sistem hareket denklemlerinin (12-17) Laplace doniisiimii alimirsa, kismi diferansiyel denklemler adi
diferansiyel denklem takimi haline doniismektedir. Boylece, Laplace uzayinda FDM’li ¢ubuklarin davranigini
ifade eden adi diferansiyel denklem takimi, kanonik formda asagidaki sekilde elde edilmektedir.

d’l_l _ A12Mx - Azsz

ki (18)
dx b(A1_22 — A11427)

Ww__%_ g (19)
dx  bksAs;

dg _ _A11MX + Alzlvx (20)
dx b(A12* — A114z,)

dN _

dxx = _ﬁx + 105217, + 11529 (21)
dQ,

d(i = —py + [os*w (22)
am _ _

dxx = Qz+1152a+12529 (23)

Burada (7 ) ile gosterilen ifadeler bityiikliiklerin Laplace Dontisiimiini gostermektedir. s, Laplace parametresi
olup, kompleks bir sayidir [13]. Serbest titresim analizleri i¢in Laplace parametresi ‘S’, serbest titresim
parametresi, “iw” ile degistirilmistir. Dogal titresim frekanslar1 hesaplanirken dig yiikler sifir alinmaktadir.
Katsayilar matrisinin determinantini sifir yapan degerler serbest titresim frekanslarini vermektedir. Frekans
uzayinda elde edilen skaler formdaki adi diferansiyel denklemler 5. mertebe RKS algoritmasi kullanilarak TFY
yardimiyla sayisal olarak ¢oziilmektedir [14],[15].

3. SAYISAL UYGULAMALAR

Bu boliimde, malzeme 6zellikleri eksponansiyel olarak degisen kirislerin farkli sinir sartlart ve farkli boy-
kalinlik oranlari i¢in boyutsuz serbest titresim frekanslart hesaplanmistir. Frekans degeri agagidaki ifade ile
boyutsuz hale getirilmistir.

wl? |pip

A=—
h ELB

(24)

Ele alinan kirisin malzeme ve geometrik 6zellikleri soyledir: elastisite modiili, E g = 210GPa, yogunlugu,
pLs = 7850 kg/ m3, Poisson orani, v=0.3; kesit genisligi, b= 0.5 m, yiiksekligi, h=1 m olarak almmustir.
Uygulamalarda kayma diizeltme faktorii, ks = 5/6, olarak alinmustir.
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Calismada, ilk olarak farkli boy/kalinlik oranlari i¢in ankastre-ankastre (A-A) siir sartlarina sahip ¢ift yonlii
FD kirisin boyutsuz frekansi incelenmistir. Bu ¢alismada bulunan boyutsuz frekanslar, literatiirde verilen
degerler ile tablo 1.-2. {izerinde karsilastirilmigtir.

Tablo 1. Ankastre- Ankastre sinir sartlar1 ve L/h=5 orani i¢in boyutsuz frekans degerleri

Simsek Bu Simsek Bu Simsek Bu Simsek Bu
[7] calisma [7] calisma [7] calisma [7] ¢alisma
nZ
0 0.4 0.8 1

0 5.1943 5.1946 5.1806 5.1811 5.1396 5.1410 5.1083 5.1113

= 0.4 5.1982 5.1987 5.1845 5.1852 5.1435 5.1451 5.1123 5.1153
& 0.8 5.2119 5.2110 5.1962 5.1975 5.1552 5.1573 5.1240 5.1275
1 5.2197 5.2204 5.2060 5.2069 5.1650 5.1666 5.1337 5.1368

Tablolar incelendiginde, FDM’li kirisler i¢in bu ¢alismada hesaplanan boyutsuz frekans degerlerinin literatir
ile uyum igerisinde oldugu goériilmiistir.

Ayrica, eksenel yondeki malzeme degisim katsayisi, n,’in kalinlik yoniindeki malzeme degisim katsayisi,
n,’ye gore boyutsuz frekans degerleri lizerinde daha etkili oldugu anlagilmistir. Diger yandan L/h orani arttik¢a
frekans degerlerinin arttig1 gorillmiistiir.

Tablo 2. Ankastre- Ankastre sinir sartlari ve L/h=20 orani i¢in boyutsuz frekans degerleri

Simsek | Bu Simsek | Bu Simsek | Bu Simsek | Bu
[7] calisma [7] calisma [7] calisma [7] calisma
nl
0 0.4 0.8 1

0 6.3486 6.3495 6.3251 6.3250 6.2529 6.2529 6.2001 6.1999
0.4 | 6.3564 6.3556 6.3310 6.3311 6.2587 6.2589 6.2060 6.2059
6.3740 6.3740 6.3486 6.3495 6.2763 6.2771 6.2236 6.2239
1 6.3876 6.3879 6.3623 6.3633 6.2900 6.2908 6.2373 6.2375

ny
o
oo

Ilave olarak, farkli sinir sartlar1 ve farkli boy/kalinlik oranlari icin FDM’li kirisin ilk bes boyutsuz frekans
degeri hesaplanmistir. Ankastre-Ankastre (A-A), Ankastre-Sabit (A-S), ve Ankastre-Serbest (A-Se) sinir sartlari
icin elde edilen frekans degerleri sirasiyla Tablo 3.-5.’da verilmektedir.

Tablo 3. Ankastre-Ankastre sinir sartlari i¢in kirigin boyutsuz frekans degerleri

L/h=5 L/h=20
nZ
0 0.5 1 0 0.5 1

51946 | 5.1736 | 5.1113 | 6.3495 | 6.3114 | 6.1999
11.8905 | 11.8568 | 11.7564 | 17.1312 | 17.0326 | 16.7440
0 | 15.7080 | 15.7080 | 15.7080 | 32.6816 | 32.5033 | 31.9802
19.8165 | 19.7734 | 19.6448 | 52.3085 | 52.0403 | 51.2518
28.3143 | 28.2655 | 28.1196 | 62.8319 | 62.8319 | 62.8319
5.2010 | 5.1799 | 5.1176 | 6.3590 | 6.3209 | 6.2093
= 11.8986 | 11.8648 | 11.7644 | 17.1437 | 17.0451 | 16.7563
® | 05 [ 15.7576 | 15.7576 | 15.7576 | 32.6947 | 32.5164 | 31.9930
19.8241 | 19.7810 | 19.6523 | 52.3215 | 52.0533 | 51.2646
28.3213 | 28.2725 | 28.1264 | 63.0305 | 63.0305 | 63.0305
5.2204 | 5.1993 | 5.1368 | 6.3879 | 6.3496 | 6.2375
11.9228 | 11.8890 | 11.7882 | 17.1814 | 17.0826 | 16.7931
15.9057 | 15.9057 | 15.9057 | 32.7340 | 32.5554 | 32.0316
19.8469 | 19.8037 | 19.6747 | 52.3605 | 52.0921 | 51.3029
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| | | 28.3421 | 28.2933 | 28.1470 | 63.6226 | 63.6226 | 63.6226 |

Farkli sinir sartlarina ait tablolar (Tablo 3.-5.) incelendiginde; en biiyiik boyutsuz dogal frekans degerinin A-A
mesnetli kiriste, en kiiciik frekans degerinin ise A-Se mesnetli kiriste meydana geldigi gorilmistir. A-A
mesnetli kiriste, n, katsayisi artarken frekans degerinin arttigi ve m, katsayisi artarken frekans degerlerinin
azaldigr goriilmistiir. A-B ve A-S mesnetli kirislerde ise, n,ve n, Katsayilar1 artarken frekans degerlerinin
azaldig1 goriilmiistiir.

Tablo 4. Ankastre-Sabit sinir sartlari i¢in kirigin boyutsuz frekans

L/h=5 L/h=20
nZ
0 0.5 1 0 0.5 1
3.8788 | 3.8644 | 3.8222 | 4.4068 | 4.3861 | 4.3257
10.6456 | 10.6042 | 10.4822 | 14.0433 | 13.9653 | 13.7374
0 | 15.7080 | 15.6683 | 15.5502 | 28.6158 | 28.4560 | 27.9884
18.8203 | 18.7827 | 18.6720 | 47.5235 | 47.2588 | 46.4849
27.6462 | 27.5801 | 27.3836 | 70.1204 | 69.8148 | 94.0236
3.7413 | 3.7271 | 3.6857 | 4.2568 | 4.2364 | 4.1769
10.5471 | 10.5051 | 10.3810 | 13.9125 | 13.8343 | 13.6058
0.5 | 15.7576 | 15.7161 | 15.5921 | 28.4898 | 28.3296 | 27.8607
18.7427 | 18.7064 | 18.5999 | 47.4020 | 47.1367 | 46.3609
27.5895 | 27.5221 | 27.3221 | 70.0035 | 69.7009 | 93.9100
3.6015 | 3.5876 | 3.5469 | 4.1084 | 4.0883 | 4.0296
10.4593 | 10.4167 | 10.2911 | 13.8006 | 13.7222 | 13.4929
1 | 15.9057 | 15.8615 | 15.7298 | 28.3863 | 28.2258 | 27.7558
18.6761 | 18.6418 | 18.5411 | 47.3042 | 47.0388 | 46.2625
27.5427 | 27.4742 | 27.2709 | 69.9101 | 69.6134 | 93.8198

ny

Tablo 5. Ankastre-Serbest sinir sartlari i¢in kirisin boyutsuz frekans degerleri

L/h=5 L/h=20
nZ

0 0,5 1 0 0,5 1
0.9843 0.9786 0.9617 | 1.0130 | 1.0067 0.9884
5.3011 5.2782 5.2103 | 6.2742 | 6.2363 6.1255
0 7.8540 7.8540 7.8540 | 17.2513 | 17.1507 | 16.8563
12.6177 | 12.5767 | 12.4548 | 31.4159 | 31.4159 | 31.4159
20.9483 | 20.8978 | 20.7473 | 32.9650 | 32.7821 | 32.2455
0.8451 0.8401 0.8256 | 0.8673 | 0.8619 0.8463
5.0450 5.0233 49591 | 5.9839 | 5.9478 5.8421
& | 05 | 7.0775 7.0775 7.0775 | 16.9835 | 16.8845 | 16.5947
12.4153 | 12.3749 | 12.2552 | 28.3100 | 28.3100 | 28.3100
20.7722 | 20.7224 | 20.5734 | 32.7046 | 32.5231 | 31.9908
0.7221 0.7178 0.7054 | 0.7393 | 0.7348 0.7214
4.7935 4.7731 47126 | 5.7039 | 5.6694 5.5688
1 6.3414 6.3414 6.3414 | 16.7387 | 16.6412 | 16.3556
12.2259 | 12.1863 | 12.0686 | 25.3656 | 25.3656 | 25.3656
20.6089 | 20.5595 | 20.4122 | 32.4695 | 32.2893 | 31.7610

35



OHU Miih. Bilim. Derg. / OHU J. Eng. Sci.

CIFT YONLU FONKSIYONEL DERECELENMIS MALZEMELI TIMOSHENKO KIRISLERININ SERBEST
TITRESIM ANALIZI

4. SONUCLAR

Bu caligmada, birinci mertebe kayma deformasyon teorisine dayali, ¢ift yonlii FDM’li dogru eksenli
cubuklarin serbest titresim analizi yapilmistir. Frekans uzayinda elde edilen skaler formdaki adi diferansiyel
denklemlerin ¢6ztimleri, RK5 algoritmasina dayali TFY ile yapilmaktadir. Ele alinan problemin boyutsuz
frekanslar literatiirde verilen degerlerle karsilastirilmis ve elde edilen frekanslarin literatiir ile uyum igerisinde
olduklar1 goriilmiistiir. Calismada ayrica, malzeme degisim Kkatsayilarmn, farkli simr sartlart ve farkli
boy/kalinlik oranlarinin FDM’li ¢ubuklarin dogal titresim frekanslar: lizerindeki etkisi incelenmistir. Malzeme
parametreleri, farkli sinir sartlart ve farkli boy/kalinlik oranlarinin kirigin dogal titresim frekanslarimi 6nemli
olgiide etkiledigi gozlemlenmistir.
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