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Oz

Bu calismanm amaci Lorentziyan diizlem hareketinde bir noktanm takip ettigi yoriingenin i¢in ikinci egrilik
merkezini bulmak ve yorumlamaktir. Bunun i¢in Lorentziyan diizlem kinematiginin temel prensipleri ve [9]
tarafindan tanimlanan Lorentziyan ani invaryantlar gbz 6niine alinarak bu hareket boyunca keyfi bir noktanin takip
ettigi yoriingenin birinci ve ikinci egrilik merkezleri bulundu. Ayrica birinci ve ikinci egrilik merkezleri ile ilgili
6zel durumlar arastirildi ve geometrik yorumlar yapildi. Bu 6zel durumlar karakterize eden teoremler ifade ve
ispat edildi ve ilgili 6rnekler verildi.

Anahtar kelimeler: Lorentziyan Diizlem Hareketi, Lorentziyan Ani invaryantlar, ikinci Egrilik Merkezi.

Secondary Center of Curvature in a Lorentzian Planar Motion

Abstract

The aim of this manuscript is to find and interpret the second center of curvature for the trajectory of a point in the
Lorentzian planar motion. For this purpose, the first and second curvature centers of the trajectory of an arbitrary
point along the motion have been found under the consideration of the basic principles of Lorentzian planar
kinematics and Lorentzian instantaneous invariants defined by [9]. In addition, special cases related to the first and
second curvature centers have been investigated and geometric interpretations have been given. The theorems
characterizing these special cases have been expressed and proved.
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1. Giris

Reinhold Miiller, 1890-1910 yillar1 arasinda diizlem kinematigi alaninda énemli ¢alismalar yaparak bu
alandaki bir¢ok problemin ¢dziimiinde rol almistir. Daha sonraki zamanlarda Miiller’in ¢aligmalar1 farkli
dillere ¢evrilerek kinematik alaninda evrensel boyut kazanmistir [1]. Miiller calismalarinda hareketli bir
diizlemdeki noktanin ydriingesinin birinci ve ikinci egrilik merkezlerini bulmus ve bu yoriinge ile egrilik
merkezleri arasindaki bagintilar1 incelemistir [2]. Diger taraftan Bottema tarafindan hareketli kat1 bir
cisme ait herhangi bir noktanin yoriingesini karakterize eden ani invaryantlar tanimlanmis ve bu
invaryantlar hem diizlemsel hem de uzaysal kinematik analizde kullanilmistir [3-5]. Veldkamp
Bottema’nin ani invaryantlarmi B-invaryantlar olarak adlandirmis ve [6] ¢alismasinda egrilik teorisinin
uygulamalarinda B-invaryantlara yer vermistir. Ayrica [7]’de Bottema tarafindan ani invaryantlar
kullanilarak hareketli diizlemdeki bir noktanin yoriingesi i¢in ikinci egrilik merkezi incelenmistir.
Literatiirde Oklidyen diizlemsel ya da uzaysal hareketler igin ¢ok sayida arastirma var olmak
birlikte Oklidyen olmayan diizlemsel kinematik arastirmalar yakin zamanda hiz kazanmistir. Ozellikle
Lorentz ya da Afin-Cayley Klein diizlemlerinin hareketi boyunca herhangi bir noktanin yériingesini
karakterize eden ani invaryantlara basvuran incelemeler [8-11] calismalarinda yapilmistir. Ancak bu
caligmalarda da ikinci egrilik merkezi irdelenmemistir. Dolayisiyla, bu ¢aligmalar neticesinde elde
edilen baz1 veriler kullanilarak Lorentz hareketli diizlemdeki bir noktanin yoriingesi i¢in ikinci egrilik
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merkezinin bulmasi ve Lorentz hareketli diizlemdeki nokta ve birinci, ikinci egrilik merkezleri
arasindaki bagintilarin yorumlanmas1 hedeflenmektedir.

2. Temel Kavramlar

R? standart reel vektor uzay: tizerinde U = (ul, uz) ve w=(w, Wz) vektorleri i¢in (U, W) = U,W, —U,W,

bigiminde tanimli Lorentz i¢ ¢arpimi ahnirsa R? afin uzay1 Lorentz diizlemi isimlendirilir. L Lorentz
diizlemini gostermek U € L vektord (u,u) <0 ise timelike vektor, (u,u) >0 veya u =0 ise spacelike

vektor ve (u,u) =0, u =0 ise lightlike (veya null) vektor olarak adlandirilir. u € L vektdriiniin normu
ise ||u|| =«/|(u,u)| .seklindedir. L Lorentz diizleminde u ve w vektérleri igin (u,w)=0 ise bu

vektorlere diktir denir.
L, ve L birbirine gére hareket eden hareketli ve sabit Lorentz diizlemleri olsun. Lorentz

diizleminde hareketi tanimlamak izere L ve L; Lorentz diizlemlerinin Kartezyen koordinat sistemleri

sirastyla. XOY ve xoy ile gosterilsin. L hareketli Lorentz diizleminin L, sabit Lorentz diizlemine

gore hareketi,

X =xcoshg+ ysinhg+a(p) 1)
Y =xsinhg+ ycoshg+b(gp)

denklemi ile verilir. Herhangi bir A noktasiin L hareketli Lorentz diizlemine ve L, sabit Lorentz
diizleme gore koordinatlari sirastyla (X, y) ve (X ,Y) olsun. Ayrica L hareketli Lorentz diizleminin

(0, 0) noktast L, sabit Lorentz diizleminin koordinat sistemine gore koordinatlari (a,b) ile temsil
edilsin. L, haraketli Lorentz diizlemin L, sabit Lorentz diizleme gére donme agis1 ¢ olup ayni
zamanda de/dt agisal hizinin sifirdan farkli durumu incelenecektir. Burada t keyfi parametre olmak
tizere @, @ ve b degerleri t parametresine bagli fonksiyonlardir ve ¢ = (o(t) , = a(t) b= b(t)
seklinde gosterilir. Ayrica genelligi bozmayacak sekilde t parametresi igin hareketin @ =0 anindaki
konumuna ise sifir pozisyonu denir. Bu c¢alismada herhangi bir f ((0) fonksiyonu igin @ =0
pozisyonunda (d”f / dq)”) ifadesi f, ile gosterilecektir.

Bu calismada amacimiz Lorentz kinematiginde herhangi bir noktanin yoriingesinin ikinci egrilik
merkezini bulmak ve 6zel durumlara gore yorumlamaktir. Bunun i¢in 6ncelikle Lorentz hareketinin
kanonikal sistemi ve ani invaryantlari verilmelidir. Daha 6nceki [8,9,10,11] ¢calismalarinda da goriildiigii

tizere Lorentz hareketinin kanonikal sistemi a, =hby =a, =b =a, =0 ve b, #0 olmak iizere,

Xo=X%X X/ =Y, X,=X, X;=y+a,, X,=X+a,,

2
Y=y, Y,=X Y,=y+b, Y,=x+b, Y,=y+b, )

denklemleriyle verilir. Burada a, veb, ifadeleri verilen pozisyonda hareketin n. mertebeden ani

invaryantlaridir.
Lorentz hareketinin tigiincii mertebeden ozelliklerini b,, &, ve b, degerleri vermektedir. L

hareketli Lorentz diizleminde (X, y) noktasinin L, sabit Lorentz diizlemindeki yoriinge egriligi ise,
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XuYr/_XnYr
3
2

oy -y

seklinde verilir [8-10].

3. Lorentziyen Diizlemsel Harekette Yoriingenin Egrilik Merkezleri

L, hareketli Lorentz diizlemde bir A(X, y) noktasinin L, sabit Lorentz diizleminde takip ettigi
yoriingenin koordinatlari (X Y ) olsun. O zaman bu noktanin L, sabit Lorentz diizlemdeki yoriingesi

de ¢ parametre olmak iizere X (q)),Y ((0) degerleri ile K egrisi olarak verilebilir. (1)’de verilen
hareket denklemi ile Kk egrisi timelike egri olur. Bu ¢alismada fonksiyonlarin ¢ ’ye gore tiirevini

ifadelerin {izerindeki nokta ile gosterelim.

L, hareketli Lorentz diizlemdeki Lorentziyan biikiim gemberi iizerinde olmayan ( x # 0 yani
XY — XY =0 olan) bir A(X, y) noktasinin yoriinge egrilik merkezi A'(cf ,77) ile gosterilirse bu
koordinatlar,

(X2-v?)¥ (X2 -¥?)X
AT R T TR R ©
seklindedir. Burada
S =(X2-¥2), N=XV-XY @
olmak tizere (3) denklemini
§=X—SWY, f7=Y—SWX ©

formunda da gosterilir. (5) denklemi dikkate alindiginda A noktast K egrisinin biikiim noktasi
olmadigindan N # 0 oldugu goriiliir. Ayrica (5) denklemi ¢ degeri i¢in Kk egrisinin K" evolutiiniin
denklemidir ve K’ spacelike bir egridir ¢linkii Lorentziyen diizlemsel bir egrinin evoliitii egrilik
merkezinin geometrik yeri oldugundan K’ egrisi Lorentz diizleminde spacelike egri belirtmektedir.

A noktasiin ikinci egrilik merkezi A"(X',Y') olsun. Yani A’ noktasinda k' spacelike

egrisinin egrilik merkezi olsun. O zaman (3) denkleminde X ve Y ifadelerinin yerine sirastyla & ve
1 yazildiginda,

, & -n*)n & =1*)&

S i L B i ©
/A /i

ikinci egrilik merkezinin koordinatlar1 bulunur. (4) denkleminde S ve N degerleri i¢gin,

p=&"—1*, n=&ij-&n

alindiginda ve bazi cebirsel islemler sonucunda,

E=—PY, n=-PX )
ifadesi elde edilir. Burada
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_ 3NS-2SN

P
2N?

(8)

olup (7) denkleminden p=P?Sve n=—P?N bulunur. Yukarida bulunan denklemler dikkate

alindiginda sonug olarak egrinin A"( XY ') ikinci egrilik merkezinin koordinatlari,

. _E._. ’__E._.
X'=X N(Y PX), Y'=Y N(x PY) (9)

seklinde de yazilabilir. (4) denkleminden ¢ =0 igin,

S, =X =Y =y"=x*, N,=XY,-X,Y,=y*—x*+h,y (10)
elde edilir. Ustelik (4) denkleminin tiirevi S= Z(XX —YY), N = XY = XY olmak iizere

S, = 2( X, X, —Yle) =-2b,x, N, =X)Y,-X,Y, = —(a3x - b3y) (11)

ifadeleri bulunur. (8) denkleminden ise ¢ =0 igin,

bulunur ve burada,
F :—3b2x(y2—x2+b2y)+(y2—x2)(agx—b3y) (12)
esitligi vardir. Bu ifadelerin geometrik yorumu ile ilgili asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug: N, =0 esitligi Lorentziyan biikim ¢ember denklemini, X=0 dogrusu pol normalini,
a,X—b,y =0 dogrusu O ve Ball noktasindan gecen dogruyu, F =0 esitligi Lorentz diizleminde

¢embersel nokta egrisini ifade etmektedir. @ =0 i¢in (5) denkleminden birinci egrilik merkezinin
koordinatlari,

b,xy b2y2
_ g Y 13
d y’? —x*+b,y g y>—x*+b,y (13)

ve (9) denkleminden ikinci egrilik merkezinin koordinatlari,

y2—x2)Fy+b2xyN§ o (y2 —xz)Fx+b2y2N§

,(
= T ’ NG

(14)

seklinde bulunur. Hareketli Lorentz diizlemi iizerinde bir noktanin homojen koordinatlari (X, Y, Z) ve
sabit Lorentz diizlemi tizerinde bu noktanin birinci egrilik merkezi ve ikinci egrilik merkezinin homojen
koordinatlar1 sirastyla (5,77, ;) ve (X Y, Z') ise (13) ve (14) denklemlerinden,

1157



K. Eren / BEU Fen Bilimleri Dergisi 8 (4), 1154-1161, 2019

&=bxy, n=by*, ¢=N, (15)
ve
X'=(y*=x*)Fy+b,xyN7, Y'=(y*—x*)Fx+b,y’N¢, Z'=Nj (16)

elde edilir. Burada,

F =-3b,xN, +(y2 —xz)(agx—bsy)

17)
N, =y*—x*+b,yz

esitligi vardir.
(16) denklemi dikkate alindiginda asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 1. A" ikinci egrilik merkez koordinatlart A hareketli noktasimn altinct mertebeden
polinomudur.

(16) denkleminden goriildiigii gibi X'=Y'=Z"=0 olmasi durumunda ise A" ikinci egrilik merkez
koordinatlari altinc1 mertebeden polinom belirtmez. Ancak bu (16) denklemi N, =a,x—b,y =0 veya
y2 —x* =7 olmasim gerektirir. Boylece A tekil noktalarmn O polii, Ball noktasi ve izotropik noktalar

oldugu goriilmektedir.

4. Ozel Durumlar

(16) denklemi dikkate alindiginda A" sonsuzdadir ancak ve ancak N, =0 dir, yani A noktasi

Lorentziyan biikiim ¢emberi iizerindedir. A noktasi sonsuzda ise birinci egrilik merkezi A’ niin limit
durumunda tammlanir. Oyleyse Z-—>0 durumunda birinci egrilik merkezi hesaplanir. (15)
denkleminden,

E=bxy, n=by’ ¢=y*'-x (18)

elde edilir. Burada X ve y yok edildiginde,

& —n*+bnd =0 (19)

Lorentziyan ¢ember denklemi bulunur. Buradan A noktasi sonsuzda oldugunda A’ egrilik
merkezinin geometrik yeri Lorentziyan cuspidal ¢emberini (pol tegetinde Lorentziyan bikiim
¢cemberinin yansimasi) belirtir.

Benzer sekilde bu tamim ikinci egrilik merkezi i¢cinde yapilabilir. (16) ve (17) denklemlerinde

2
z=0 alindiginda X', Y’ ve Z' ifadelerinin her birinde (y2 —x2) faktorii vardir. Bu X', Y’ ve
Z' ifadelerini daha sade olarak,

X'=(a,—3b,)xy—byy?, Y'=(a,—3b,)x*—bxy+b,y?, Z'=y?-x° (20)
bigiminde yazilabilir ve bu denklem ikinci derecededir. Buradan A" egrilik merkezinin geometrik yeri

Yy = mX olmak lizere,
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X'=-bm*+(a,—2b,)m, Y'=b,m*’-bm+(a,—-3b,), Z'=m’-1 (21)

denklemiyle ifade edilir. Bu denklem bir konik belirtir ve bu konigi C ile gosterelim Lorentz
diizleminde koniklerle ilgili temel bilgiler [13,14,15] ¢alismalarinda mevcuttur. Z'=0 oldugunda
m==1 olup C koniginin sonsuzdaki noktalar1 (1,£1,0) izotropik noktalaridir. Gerekli cebirsel

islemlerden sonra (21) denkleminde M degeri yok edildiginde C koniginin,

2 2 2 . 2
(x'&j —(Y’—a3_4b2j _b (3, -3,) 22)
2 2 4

seklinde Lorentziyan ¢emberi belirttigi goriiliir. A noktasi sonsuzda oldugunda A" egrilik merkezinin
geometrik yeri (22) denklemiyle verilen Lorentz g¢emberidir. Bu Lorentz g¢gemberinin merkezi

2
(_E a,—4b, \/bf—(ag—sz)
2

, j ve yarigapt R =
2
. , b . -b,
Lorentziyan gemberi 0,7 cuspidal polden ve —bg,T noktasindan geger ve ayni zamanda

seklinde bulunur. (22) denklemiyle verilen

2 2

noktasidir.

OY ekseni ile kesisimi H (0,2613—_7@)

Kabul edelim ki OX ekseniyle ¢akismayan ve orijinden gegen d dogrusu iizerinde bir A noktasi
alahm. d dogrusunun denklemi Yy =1IX, |0 olsun. (12) denkleminden,

F =(1°-1)(-3b, +a, — b, ) x° —301x’
ve (10) denkleminden
N, = (17 =1)x* +lb,x

bulunur. Bu denklemden ve (16) denkleminden A” egrilik merkezinin geometrik yeri (X° faktoriinii
dahil etmeden)

X' =1(12=1) (=2b, +a, — byl ) x* ~1? (12 ~1)b2x* +1°b2x,
Y= (12 1) (-30, +a, b +1%, )5 +1(12 ~1) (212 - 3)b2x% +1bx, (23)

z'=((1~1)x+1b,)’

bulunur Buradan (23) denklemi sonsuzda bir S cusp noktaya sahip rasyonel kiibik bir timelike egri
oldugu sdylenir. Bu egri X =0 igin orijinden geger ve O noktasinda tegeti d dogrusu ile ¢akigir. O

b2

noktasindan farkli X=— ifadesine karsilik gelen noktalar d dogrusu ve Lorentz biikiim

|2

cemberinin kesisimini vermektedir. Buradan sonug olarak S cusp noktasi orijinal pol dogrusu d ’ye
dik dogru iizerindedir.

Ozel olarak d dogrusu OX ekseni ile ¢akisirsa | =0 igin (23) denkleminden X'=0,Y'=a,—3D,

ve Z'=-1 elde edilir. Bu nokta ise énceden ifade edilen H noktasidir.
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A noktast F =0 egrisinin bir noktasi ise (16) denkleminden,
X":Y':Z' =b,xy:b,y*: N,
elde edilir ve (15) denklemi dikkate alindiginda asagidaki teorem verilir.

Teorem 3. A noktasi Lorentz diizleminde ¢cembersel nokta egrisinin bir noktasi ise A’ birinci egrilik
merkezi ile A" ikinci egrilik merkezi cakisir.

Ayrica bu teoremden dolayr A" birinci egrilik merkezinde k' evoliitiiniin bir cusp noktasina sahip
oldugu sdylenebilir. (bz, a,, b3) ani invaryantlarinin belli sartlar1 saglamasi durumunda bagska 6zel bir

durumla karsilastirma yapilabilir. Bunun igin agagidaki 6rnekler verilebilir.

Ornek 1. 2a,—7b, =0 ise A" egrilik merkezinin geometrik yeri olan Lorentz cemberinin OY ekseni

ile kesisimi olan H noktast O noktasi ile ¢akisir.

Ornek 2. a, =b,; =0 olmasi durumunda Lorentz diizleminde eliptik hareket elde edilir. O halde
Lorentz diizleminde eliptik hareketin olmast durumunda (17) denkleminden

F =-3b,xN,
ve (22) denkleminden C Lorentz ¢emberinin denklemi,

4X"? —4Y"* ~16bY' 70 =0

bulunur. Bu Lorentziyan ¢emberinin merkezi (O,sz) ve yarigapt 4R*+9b2 =0 dir. A" egrilik

merkezinin geometrik yeri olan Lorentz ¢emberinin OY ekseni ile kesisimi olan H noktas: ise

—7b, ,
0, > seklinde bulunur.
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