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Oz

O. Bottema ve V. Nice, literatiirde belirtilen ¢alismalarinda, metrik haldeki Pliicker Konoidinin eksenlerine dik
diizlemler tizerindeki doguranlarda gecen diizlem demetleri tizerindeki koniklerinin merkezlerine, bu diizlem
demetlerinin normallerini baglamak sureti ile tanimladiklar1 kongriiansin 6zelliklerini sentetik ve analitik olarak
incelemiglerdir. Bu galigmada, bu koniklerin merkezlerinin eksene dik ilgili diizlemler tizerindeki izdiigiim
noktalarinin, verilen konoidin koordinat eksenlerinin baglangi¢c noktasina goére simetrigi olan ikinci bir pliicker
konoidi tizerinde olacagi gosterilerek konikleri ihtiva eden diizlem demetlerinin normallerinin bu konoidin kargilik
gelen noktalarina baglanmasi ile olusturulan kongriiansin 6zellikleri incelenerek, bu 6zelliklerin ortaya konulan
simetriden derhal elde edilebilecegi gosterilmistir. En Onemlisi esas konoidin noktalarina, anilan dizlem
demetlerinden karsilik gelenlerinin normallerinin baglanmasi ile elde edilecek kongriiansa geometrik bir yorum
getirilmistir.

Anahtar kelimeler: Pliicker, Konoid, Kongriians.

Symmetry Properties of Some Kind of Line Congruences Related to
Plucker Conoid

Abstract

O. Bottema and V. Nice examined synthetic and analytical properties of the congruence that they defined by
linking the normals of these plane bundies to the centers of their conics on the plane elements passing through the
planes perpendicular to the axes of the plucker conoid in the metric state. In this study, it is shown that the
projection points of the centers of these cones on the respective planes perpendicular to the axis will be on a second
plucker conoid which is symmetrical with respect to the star-ting point of the given conoid coordinates, and the
properties of the congruence formed by connecting the normals of the plane bundles containing the conics to the
corresponding points of this conoid are examined it has been determined that these properties can be obtained
immediately from the symmetry revealed in particular, it has been found that this symmetry feature provides
convenience in finding singularities of congruence. Most importantly, a geometric interpretation can be brought
to the congruence that will be obtained by connecting the normals of the corresponding bundles of planes to the
points the main conoid.

Keywords: Plucker, Congruence, Conoid.

1. Giris

[K] ile gosterecegimiz metrik haldeki pliicker konoidi, uygun secilmis bir kartezyen koordinat
sisteminde 2d konoidin yiiksekligini gostermek {izere Monge notasyonunda,

(x% +y?)z = 2dxy 1)

denklemi ile verilebilir. Ayn1 sistemde konoidin Gauss notasyononda vektorel denklemi,
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17(7’, 0) = (0,0,1)d sin 26 + r(cos 6,sin 6, 0) 2

seklinde yazilabilir. Bu vektorel denklemin bilesenleri 2z peryotlu fonksiyonlar olduklarindan, konoidin
kapali bir regle yiizey olmasinin yanisira, yiizeyin bir dogrultman diizleminin varligin1 gosterir. Ayrica
yiizeyin biitlin dogrularinin, aym zamanda yiizeyinde ekseni olan Oz eksenini dik kestigi goriilmekle
birlikte, konoidin Oz eksenli rektikongriiansin bir regle yiizeyi olacagi sonucuna varilir.

2. Materyal ve Metot

Cebirsel islemlerle konu arastirilip, olusturulan kongriiansa geometrik bir yorum getirilerek problemin
¢Oziimii i¢in daha kisa bir yaklagim metodu gelistirilmistir.

3. Pliicker Konoidi ile Tlgili Bir Nevi Isin Kongriianslarimin Simetri Ozellikleri

Genel olarak z= c € IR seklinde konoidin eksenine dik diizlemle konoidin kesismesi i¢in (2)’den c=
d sin 26 olmasi gerekir. Bu kosul altinda arakesitler (1)’den,

L;:xcos@ —ysinf =0;z=dsin20
L, :xsinf —ycosd =0;z=dsin260 ?3)

seklinde Oz ekseninde kesisen yiizeye ait L ve L, degerleri ile z = ¢ diizleminin sanal bir dogrusundan
olusur. Yiizeye ait bu reel dogrular,

6=% icinT; :x—y=0;z=d

6=—%iginTl:x—y=0;Z=—d 4

cakisik durumlar1 gosterirler. Bu hal sinir halidir.(Bu ¢alismada yalnizca reel arakesitler iizerinde
duruldugunu, sanal Kkesitlerin incelenmesinin bir baska ¢alismamin konusu olacaktir.) [K]'nin L,
doguranmindan gegen bir diizlem demeti, u€elR bir parametre olmak iizere,

xcosf —ysinf +u(z—dsin26) =0 (5)
seklinde olup, bu demetle [K]’mn arakesitleri,
(x cos@ —ysin ) (x? + y? — 2ud sin 20) = 0 (6)

Denklemine uygun olacak tarzda, L; ve z = 0 diizlemi iizerindeki izdiisiimii koordinat eksenlerinin
baslangicindan gecen dairelerden ibaret olan (k;) elipslerinden olusurlar. Aslinda bu husus asikardir.
Zira iigiincii dereceden bir regle yiizeyin bir doguranindan gegen diizlem demetleri ile arakesitleri co?
konik ihtiva eder. Esitlik (6) ile belli olan koniklerin merkezleri,

qu = (ud sin 8, —ud cos 6,0) )
bulunur. Bu merkezlerin z = ¢ = d sin 26 diizlemleri tizerindeki izdiisiimleri,

M, = (ud sin6, —ud cos 6, d sin 26) (8)
olup uve 0 degistigine gore bu izdiisiim noktalarinin geometrik yerinin [K] konoidinin koordinat

eksenlerinin baslangis noktasina gére simetrigi olan ikinci bir [K;] pliicker konoidi olacagi anlagilir.
Benzer tarzda L,’den gegen diizlem demeti ile [K]’min arakesit koniklerinin z = ¢ = d sin 26

diizlemleri izdiisiim noktalari, Ml’de 6 yerine % — 6 almakla goriilecegi lizere, yine [K;] konoidine ait,

M, = (ud cos 6, —ud sin 6, d sin 26) 9)
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seklinde noktalar bulunur. Buradan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 1: Bir Pliicker konoidinin eksenine dik bir E diizleminde kalan doguranlarindan gegen
diizlem demetleri tizerindeki koniklerinin merkezlerinin E diizlemindeki izdiistimleri, bu konoidin
koordinat eksenlerinin baglangicina gore simetrigi olan ikinci bir Pliicker konoidi {izerindedir.

L, ve L, doguranlarindan gegen diizlem demetlerinin normal vektdrleri sirast ile,

171 = (cos 8, —sinb, u)
172 = (sinf,—cos b, ) (10)

olup, N;’in M;’e, Ny’ nin M,’ye baglanmasi ile tanimlanacak kongriiansin parametrik denklemleri ,
U1, U2 € IR yeni paremetreler olmak iizere,

x =udsin8 + u, cos o
y = —udcosf — pu, sinf
z =dsin26 + puu, (112)

x = udcosf + u,sinf
y = —udsinf — u, cos
z =dsin 26 + uu, (12)

yazilir. Esitlik (11) ve (12)’den sirasiyla u, 1y Ve u, i, yok edilirse her ikisindende aym,
Si...(x% + y?)sin 20 + 2xy + 2dz(cos 20)? — 2d? sin 26 (cos 26)?> = 0 (13)

6 ya bagli paraboloid ailesi elde edilir. Buradan asagidaki sonug elde edilir.
Sonug¢ 1: O’nin tesbit edilmis bir degeri i¢in kongriianslarin doguranlari, sirasi ile, ayn1 S;
paraboilidinin her iki regle demetinin doguranlarindan olusur.

Bu paraboloidin rank’1 6 = i% icin daima dérttiir. Ancak 6 = % icin S, paraboloidi U; = x +
y=0,0= —% icin U, = x — y = 0 diizlemlere doniisiir ki, bu durumda [K]’nm (4) ile belli ¢akisik
doguranlarindan gegen diizlem demetlerinin normalleri séz konusudur.

0= % i¢in (13) denkleminin U; = 0 kosulu altinda,

T
——
94—

x2 +y?—4d(z—d) (14)

lim 2d(z — d sin 20) = lim(((x* + y?)sin 26 + 2xy)/(c0s26)?)
6-—
4

paraboloidi elde edilir. Bu takdirde s6z konusu diizlem normalleri bu paraboloidle U; =0 diizleminin
arakesiti olan ve

—x242d(z—d)=0: U, =x+y=0..P)
ile belli (P;) parobollerinin tegetlerini olusturur.

ii. 0 =% icin (14) paraboloidi, limit bu hal icin alinacagindan, x? + y2+4d(z—d) =0
seklindeki bir baska paraboloid olarak elde edilecektir. Bu sinir hali i¢in géz Oniine alinan
diizlem normalleri bu paraboloid ile U, = 0 diizlemlerinin arakesiti olan ve

x2+2d(z—d): Uy,=x—y=0..(P)
ile belli (P,) paroboliiniin tegetlerini olusturur.

Aranilan 151n kongriianslarim S; paraboloid sisteminin biitlin doguranlarindan meydana
geldigini buldugumuza gore (13)’te sin 26 = k alarak bu sistemi,

1278



M.Z. Temel / BEU Fen Bilimleri Dergisi 8 (4), 1276-1280, 2019

S,...k(x® + y?) + 2xy + 2dz(1 — k?) — 2d2k(1 — k?) = 0 (15)

seklinde yazarak agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 2: Isin kongriians1 (15) ile verilen S; sisteminin kuadratik yiizeylerinin biitiin
doguranlarindan olusur.

Burada S; paraboloidlerin kuadratik bir kiimesi olarak goriilmektedir. (15)’ten dolay1 uzayin
belli bir noktasindan, S;’in en az birisi reel ii¢ elemaninin gececegi ve dolayisi ile alti normalinin belli
olacagindan kongriinslarin mertebesi altidir sonucu elde edilir. uq,u,, uz, u, dual homogen
koordinatlari, X, y, z kartezyen koordinatlar1 gostermek tizere S; ’in tegetsel denklemi,

k1 0 0 Uy
1 k 0 0 U,
0 O 0 d(1-k% uz| =0
0 0 d(1-k? =-2d?k(1—k?) wu,
U U Usg Uy 0

yazilir. Bu determinant k2 # 1 kosulu ile acilirsa,
kd(u? +u3 — 2u2) — (duju, + uzu,) =0 (16)

denklemi elde edilir. k’ya gore lineer olan bu ifade kuadriklerin bir demetini belirtir. Bu denklem nokta
koordinatlarma gore yazilirsa dordiincli dereceden bir yiizey belirteceginden kuardiklerin biitiin
demetlerini gostermez. k = 1 i¢in U; diizleminde (P;) paraboliinii, k = —1 i¢in ise U, diizleminde (P,)
paraboliinii gosterir. U; ve U, diizlemlerinin, kongriiansa ait sonsuz dogrular i¢cermeleri nedeniyle
kongriiansin singiiler diizlemleri olacagini, belli bir dogrunun S;’in bir elemanina genel olarak
degmesinden, kongriiansin rank’1 tigtiir. Uzayin her diizleminin S;’in bir elemanina genel anlamda
degmesinden ve (16) denkleminin derecesinin iki olmasindan da mertebesi iki dir. Son olarak,
kongriiansin k = oo i¢in singiilaritesini inceliyelim. Eger benzer tarzda [K]nin noktalarmna izafe
edilecek kongriiansin yani [K;]’in eksenine dik E diizleminin tizerindeki doguranlardan gegen diizlem
demetleri tizerindeki koniklerin merkezlerinin, bu eksene dik diizlemler {izerindeki izdiisiim noktalarina,
bu noktalara karsilik gelen diizlemlerin normallerinin baglanmasi ile elde edilecek kongriiansin
denklemi (15) denkleminin koordinat baslangicina gore simetrigi alinmak iizere yani x yerine - x, y
yerine -y, z yerine - z yazilarak,

S... k(x? +y?) + 2xy — 2dz(1 — k?) — 2kd*(1 - k?) =0 @7

seklinde S; yiizeyinin simetrigi elde edilir. Esasen olusturmak istedigimiz kongriians bu olacakti. Ancak
kongriiansin direkt tesisinde geometrik yorum yoniinden kavram karisikligina sebep olmamak ve
geometrik yorumlamayr Yyapabilmek igin, simetriginin buraya kadar anlatildigi sekliyle,
olusturulmasinda zorunluluk olusmustur. (17) ile tammlanan kongriiansin mertebesi ve rank’
simetriginin aynisidir. Ayn1 U; ve U, singiiler diizlemlerine sahiptir. (15) ve (17) yiizey aileleri z = 0
merkez diizleminde, k(x? + y?) + 2xy — 2kd?(1 — k?) = 0 konikleri boyunca kesisirler. Bu konik
ailesinin tegetleri her iki kongriiansin ortak dogrular1 olup, k = oo igin ad1 gecen singiilarite bundan
ibarettir. k = +1 i¢in (17) denklemi U; ve U,’ye doniisiir ki; S’nin bu durumda U; ve U, {izerindeki P;
parabollerinin tegetlerinin, baglangi¢c noktasina gore simetrigi olan dogrular olacaktir.

4. Sonug ve Oneriler
Bu ¢alismada yalnizca reel arakesitler iizerinde durulmustur. Sanal kesitlerin incelenmesi bagka bir

caligmanin konusu olmasi sebebiyle konuyla ilgili arastirma yapmak isteyenler i¢in iyi bir yontem
verildigi kanisindayim.
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